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Resumo

Ao longo das ultimas décadas, o Modelo Padrao tem apresentado uma notavel consisténcia e sucesso na
descri¢ao de fendmenos observados experimentalmente, gracas ao uso do formalismo da Teoria Quéntica
de Campos (TQC) para descrever as interagoes fundamentais da natureza. No entanto, existem evidéncias
de que essa teoria nao é completa, como é o caso da divergéncia entre o valor previsto teoricamente e o
valor experimentalmente medido para o momento magnético anémalo do mtion (a,,). Diante deste cenério,
diversos modelos de nova fisica tém sido propostos a fim de explicar o valor experimental. Deste modo,
este projeto tem como objetivo estudar conceitos basicos de TQC e aplica-los no calculo do momento
magnético anémalo do mion em primeira ordem de corregao radiativa, tanto dentro do Modelo Padrao
quanto em um modelo de nova fisica que o estende, incorporando um novo férmion carregado e um escalar.
Adicionalmente, serd conduzida uma analise sobre os vinculos que os parametros desse modelo de nova
fisica devem obedecer para fornecer uma explicagdo consistente com o valor experimental de a,,.



Introducao

Apés a descoberta do Béson de Higgs em 2012 no Large Hadron Collider, o Modelo Padrao (MP) ficou
completo, uma vez que todas as particulas fundamentais previstas pelo modelo foram observadas. Além
disto, o MP tem demonstrado grande sucesso na descrigao de fené6menos observados experimentalmente.
.Esses éxitos fundamentam-se profundamente no formalismo da Teoria Quéantica de Campos, que se
revelou uma ferramenta imprescindivel para explorar as interacoes fundamentais da natureza. Portanto,
uma compreensao aprofundada dessa teoria € crucial para a condugdo de pesquisas no campo da fisica
de altas energias.

Apesar do grande sucesso do Modelo Padrao, existem algumas evidéncias de que ele nao seja uma
teoria definitiva. Um exemplo disto é a discrepancia entre as medidas experimentais do momento magné-
tico andémalo do Muon (a,,) em comparagéo com as previsdes do MP [1, 2]. Diante desse cendrio, diversos
modelos de nova fisica tém sido propostos com o objetivo de explicar o valor experimental[3]. Nestas
abordagens, novas particulas sdo introduzidas para fornecer contribuicoes adicionais ao momento mag-
nético andmalo do mion, resultando assim em previsoes tedricas concordantes com os valores medidos
experimentalmente.

Neste contexto, este projeto tem como principal objetivo estudar conceitos basicos de Teoria Quéntica
de Campos. Isso inclui tépicos como Teoria Classica de Campos, quantizacdo canbnica em campos cléssi-
cos, a compreensao das regras de Feynman e a habilidade de calcular amplitudes de espalhamento. Estes
conceitos serdo posteriormente aplicados de maneira pratica no cédlculo teérico do momento magnético
anémalo do muon. Inicialmente, esse cdlculo sera realizado para o Modelo Padrao e, em seguida, esten-
deremos a andlise para incorporar, em primeira ordem de corregdo radiativa, a contribuicao resultante
da inclusdo de um férmion carregado e um campo escalar ao MP.

No primeiro capitulo deste trabalho, abordaremos as falhas da teoria de uma particula livre e sem
spin ao formular uma versao relativistica da mecénica quantica, o que levou a uma nova teoria, onde é
permitida a criacdo e aniquilagdo de particulas. Para lidar com esta nova abordagem, sera desenvolvido
um formalismo de operadores de criacdo e aniquilagdo estabelecendo um paralelo com um sistema de
infinitos osciladores harmonicos desacoplados. Unindo os conceitos desenvolvidos e impondo a causalidade
relativistica sobre qualquer observavel, construiremos uma expressao para o campo quantico escalar. Por
fim, serd apresentado o método de quantizacao candnica, o qual nos permite fazer a transicdo da Teoria
Cléassica de Campos para a Teoria Quantica de Campos.

Nos capitulos dois e trés, abordaremos os campos classicos de Dirac e vetorial, explorando suas
propriedades e quantizando-os por meio do método de quantizagdo candnica. Ja no quarto capitulo,
faremos uma breve discussdo sobre a teoria de espalhamento, com o objetivo de definir a amplitude de
espalhamento e sua conexao com a série de Dyson. O quinto capitulo introduzird um método diagramético
chamado regras de Feynman, que permitird o calculo intuitivo e acessivel de amplitudes de espalhamento,
especialmente em cendrios complexos de interacdo de particulas. Em particular, abordaremos as regras
de Feynman para a eletrodinAmica quintica (QED), pois as utilizaremos nos capitulos seguintes.

No sexto capitulo, abordaremos o espalhamento de um férmion carregado por um campo eletro-
magnético externo, utilizando os conceitos estudados para calcular a amplitude de forma perturbativa.
Considerando o limite ndo relativistico do resultado encontrado e comparando-o com a aproximacao de
Born, determinaremos o potencial de interacao do férmion com o campo externo. Isso nos permitira
calcular o momento magnético do mtion no Modelo Padrdao, em uma ordem inferior (nivel de arvore), e
também a contribuicdo proveniente da correcao radiativa de primeira ordem. Além disso, discutiremos
brevemente o resultado experimental de a, e sua diferenca em relacdo ao valor previsto pelo Modelo
Padrao.

O sétimo capitulo introduzird um modelo simplificado de nova fisica, que expande o Modelo Padrao
mediante a inclusdo de um férmion carregado e um campo escalar. Por meio da Hamiltoniana de interacgao,
derivaremos as regras de Feynman especificas para este modelo. Essas regras serdo entdo aplicadas
para calcular a contribuicdo adicional, em primeira ordem de corre¢do radiativa, ao momento magnético
andémalo do mion. Esta nova contribuicao é resultado da interagao do miion com as novas particulas e seu
célculo segue o procedimento andlogo ao realizado no capitulo anterior. Apds obtermos essa contribuicao
exclusiva do modelo de nova fisica, exploraremos as restricoes impostas aos parametros do modelo para



que ele explique a diferenca entre o valor experimental de a, e a previsio do Modelo Padrdo com uma
significancia de até 1o. Por fim, no oitavo capitulo apresentaremos as conclusoes referentes aos resultados
obtidos neste trabalho.



Capitulo 1

Uma introducao a Teoria Quantica
de Campos

1.1 Mecanica Quantica Relativistica

Nesta se¢do discutiremos dois tépicos pertencentes a Mecénica Quantica Relativistica. A primeira
parte sera voltada a abordar a teoria de uma particula livre e sem spin, de modo que possamos explorar
seus possiveis estados, construir uma medida invariante para diferentes referenciais inerciais e calcular a
probabilidade desta particula viajar com velocidade maior do que a da luz. Por ultimo, discutiremos uma
teoria simples para sistemas onde o niimero de particulas livres nao é fixo e construiremos um formalismo
para ela inspirados no de osciladores harmonicos desacoplados.

Na Mecéanica Quantica e na Relatividade Especial, as constantes 7 e ¢ aparecem frequentemente. Por-
tanto, para evitarmos poluicao visual nas expressoes presentes ao longo das préximas secoes, utilizaremos
as unidades naturais, onde i = ¢ = 1. Além disto, utilizaremos a métrica de Minkowski com assinatura
(+—), de modo que g,, = diag(1,—1,—1,—1).

1.1.1 Teoria de uma particula livre, de massa 1 e desprovida de spin

Uma particula livre sem spin tem seu estado |¢) completamente especificado por seu momento, de
modo que os autoestados de momento |p) formam um conjunto completo de estados, ou seja, uma base.
Consequentemente, podemos decompor |¢)) da seguinte forma:

) = / Pp(p) Ip), (D) = (D) (1.1.1)

O primeiro postulado da Relatividade Especial nos diz que as leis da fisica devem ser as mesmas
em todos os referenciais inerciais, o que implica diretamente que as probabilidades associadas a um
sistema devem ser as mesmas independentemente do referencial. Portanto, se temos um estado ) e seu
correspondente [1)') em outro referencial, eles devem satisfazer a seguinte relagdo:

(W) = [ = @) = (') (1.1.2)

Seja U(A) o operador responsével pelas transformagoes de Lorentz, entdo [¢') = U(A) |¢). Portanto,
a equacao acima pode ser escrita como:
(W) = @ U AU W) [9) = UN(MUL) =1 (1.1.3)

Com este resultado, vemos que o primeiro postulado da Relatividade Especial implica que o operador
U(A) deve ser unitario. Consequentemente, esperamos que:

UMIUT(A) =T = / & |p') (0] (1.1.4)

Onde utilizamos a relacdo de completeza da base {|p)}. No entanto, isto ndo ocorre, pois se calcu-
larmos o termo da esquerda explicitamente utilizando que a transformacdo de Lorentz do estado |p) é
U(A) |p) = |p’), obteremos que:



UanWm=4Nm{/fpmﬂpLﬂ = [EU@ i el = [Epl) ] 119)

Tal resultado ndo corresponde identidade, visto que a medida d® ndo é um invariante de Lorentz
e consequentemente [ d*p |p’) (p’| ndo é a relacio de completeza da base em outro referencial inercial.
Portanto, para que encontremos o resultado que esperavamos, teremos de normalizar os kets utilizando a
medida infinitesimal d*p, a qual é invariante por Lorentz. Além disto, devemos lembrar que como temos

, . 2 . 1. .
uma particula de massa y, os valores de energia (p° = wp = 1/|p|” + #2) e 0 momento tridimensional

(p) devem estar contidos no hiperboloide p? = (p°)? — \p|2 = 12, o que pode ser garantido através da
utilizagdo da medida d*pd(p? — p?)0(p°). Como d*p = dp®d3p, podemos integrar apenas em po:

[%@W%w%w%wm:[iMWMwwfﬁmM1

Utilizando a identidade 0(f(z)) =), Mr=ai) 4] onde {a;} sdo as raizes de f(z):

(@)l
o] [ee] 0 _ 0
/ dp°[d*pé(p* — 1i*)0(p°)] = / dp"d3p9(p")(5(p “p) | O “"P))
PN oo 2wp 2wp
> 5(p° — wp)
= [ dp'dpo(p")———"
/;oo QWP
* 0r.43 2 2 0 d3p
= dp’[d°pé(p* — p*)0(p°)] = DN (1.1.6)
. o

3
Portanto, vemos que ng é uma medida invariante por Lorentz. No entanto, serd conveniente intro-
P

duzir um fator de (27)3, de modo que temos a seguinte invaridncia por transformacdes de Lorentz:

/(271r) 21 Plp) (rl = /(271r) 21p P’ [P} (1.1.7)

Onde p’ se refere ao quadrimomento em outro referencial e os kets |p) sdo normalizados como [p) =
vV (27)3 /2wy D).

Agora que resolvemos o problema da medida invariante de Lorentz, devemos discutir brevemente
sobre a energia de uma particula livre dentro da Relatividade Especial. Na Mecéanica Quéantica nao
relativistica, nés sabemos que o Hamiltoniano H tem uma importancia muito grande, pois além de ser
o gerador da evolugao temporal dos estados, seus autovalores sdo as possiveis energias do sistema. No
entanto, como estamos em uma teoria relativistica, o Hamiltoniano de uma particula livre, sem spin e de
_ Ipf

2p

éE =4/ |p|2 + p2. Portanto, a partir de agora devemos considerar o seguinte Hamiltoniano:

massa i nao pode ser mais H visto que na Relatividade especial a energia de uma particula livre

Hp)=wp|p), wp=1/IpI"+ 42 (1.1.8)

Uma das consequéncias dos postulados da relatividade especial é nada pode se mover mais rapido que
a luz no vdcuo[5]. A fim de verificarmos se a probabilidade da particula estar fora do cone de luz é néo
nula, precisamos encontrar a expressao do operador de posi¢do X para nosso sistema. Esperamos que
este operador obedeca algumas propriedades:

1. Seja hermitiano: X = XT
2. Sob translagdes: UT(a)XU(a) = eP2Xe P2 =X +a
3. Sob rotagdes: UT(R)XU(R) = RX

Ao propormos que ele é Hermitiano estamos assumindo que se trata de observavel. A terceira condicao
é que ele se transforma como um 3-vetor sob rotacoes. Note que se derivarmos a segunda equacio em
relagdo a a;:



%(eanje pay — 8ai(Xj +a) (1.1.9)
ieipaPine—ipa — ,L-eip-anPie—ipa = (Sij (1.1.10)
Calculando em a; = 0:
P X; —iX;P; = by (1.1.11)
i[P;, X;] = 0i; (1.1.12)

Que é exatamente o comutador candonico. Com esse comutador pode-se mostrar que o operador de
posicao tem as mesmas propriedades da Mecanica Quantica ndo relativistica, ou seja:

0
Op;

X' =i (1.1.13)

O fato de termos encontrado um operador de posicdo bem definido e que é hermitiano implica que
a posicdo da particula é um observavel e consequentemente somos capazes de medi-la. Além disto, as
possiveis posicoes da particula serdo os autovalores deste operador e seus autovetores formarao a base de
posigdo {|x)}. Tais fatos abrem a possibilidade para constatarmos se a particula pode viajar mais rapido
que a luz, visto que podemos medir sua posi¢ao e consequentemente calcular se a probabilidade dela estar
fora do cone de luz é nao nula. Para realizar tal verificagdo, vamos considerar que inicialmente (¢t = 0)
nossa particula estd em um estado [¢)(0)) localizado precisamente na origem do sistema de coordenadas,
ou seja, (x]1(0)) = 6®)(x). Apés um tempo t > 0 o estado dessa particula serd [1(t)) = e~*H* [1)(0))[6, 4],
uma vez que a Hamiltoniana de uma particula livre nao depende do tempo. Portanto, a amplitude de
probabilidade de encontrarmos a particula em uma posi¢do x em um instante ¢ é:

(xlw(1)) = (x| e [1(0)) (1.1.14)

Utilizando a relacdo de completeza da base:

ectue) = e | [ b ool o 10(0) (11.15)

2wp

Como definimos a normalizacdo dos nossos kets como |p) = /(27)3 /2wy, |p), entdo:

{xy() = /dgp (x| e p) (pl1(0)) (1.1.16)

Noés sabemos que |p) é um autoestado de H com autovalor wp, consequentemente teremos que
et |p) = e~r! |p). Portanto:

(x|y(t)) = /dg’pe*“"t (x|p) (pl(0)) (1.1.17)
Visto que X* é o mesmo operador do caso nio relativistico, temos que (x|p) = ﬁeip'x[é& Logo:
)2
—iw 1 ip-X
(xfult)) = [ dpeort e (plu(o)) (1113
(2m)3

No entanto, note que:

(pl(0)) = / @ (p|x) (x[1(0)) = / @ (plx) 5 (x) (1.1.19)

Onde utilizamos a relagio de completeza da base de posigio, (x[1(0)) = 6®)(x) e (p|x) = —L5eP*,

(2m)3

Portanto:



, 1
0) = [ d®x——75eP*0)(x) = —— 1.1.20
IO = [ e = (1.1.20)
Substituindo este resultado na equagao 3.1.9:
1 3 —iwpt ip-X
(x]9(t)y = ) d’p e "“rle (1.1.21)

Esta integral ndo é trivial e demanda diversos passos. Consequentemente, utilizaremos diretamente
seu resultado e sua resolucdo em detalhes pode ser encontrada na referéncia [4].

oo

(x|(t)) = ! / y dye "sinh\/y? — p?t, r>t (1.1.22)
2r?r J,

Onde r é a distancia da origem e p é a massa da particula. Note que esta solucdo é valida para
r > t, que consiste na regiao fora do cone de luz. Deste modo, essa expressao nos fornece a amplitude
de probabilidade da particula viajar mais rdpido que a luz. Analisando a equacdo acima, vemos que
como e~ "™ > 0 e sinh\/y? — u2t > 0 para t > 0, entdo o integrando é estritamente positivo, o que
implica que a integral nao é nula. Portanto, se a amplitude de probabilidade é nao nula, entao existe
a possibilidade de que a particula viaje mais rdpido que a luz, violando assim o segundo postulado da
Relatividade Especial. Apesar de esta integral ndo possuir solucao analitica, podemos superestimar seu
resultado pegando apenas a parte da exponencial crescente do seno hiérbdlico e fazendo /y? — u2 ~ y.
Como estamos superestimando:

(x|(t)) < 27:2r y dye "YeVt
“w
() < 5oy [ v dye
“w
u(t) < g [ vy
“w
(1.1.23)
Calculando esta integral:
—(r—t) 1 Iz
(x[y(t)) <e “((r i t>> (1.1.24)
—(r—t) 1 14
(x|(t)) <e “((r e t)> (1.1.25)

Note que este resultado, além de confirmar que a integral é ndo anula, ele mostra que a amplitude
cai exponencialmente ao nos afastarmos da origem. No entanto, préximo a origem ainda temos uma
probabilidade nao nula de a particula viajar mais rapido que a luz. Consequentemente, podemos ver
que a teoria quintica de uma particula é incompativel com a causalidade imposta pela Relatividade
Especial. Deste modo, a proxima parte desta secdo serd dedicada a construgdo de uma nova teoria
quantica compativel com os principios da Relatividade.

1.1.2 A simples teoria de varias particulas livres

Na teoria da Relatividade Especial, a equivaléncia entre massa e energia permite que existam processos
onde ocorra a criagao ou aniquilagao de particulas, ou seja, processos em que o nimero de particulas varie.
Podemos citar como exemplo que, dependendo da energia do féton, existe a possibilidade de este venha
a criar um par particula e antiparticula quando ele estd nas vizinhangas de um atomo. Tendo em vista a
variagao do ntimero de particulas ao longo de um processo, iremos desenvolver uma teoria que descarta
a hipdtese de manter o nimero de particulas fixo.

Nesta teoria de varias particulas, lidaremos com sistemas que possuem um nimero arbitrario de
particulas livres, cujos estados pertencem ao espago de Fock[4, 7]. Um estado que descreve duas particulas
independentes é identificado por seus momentos, os quais chamaremos de p; e ps (qualquer 3-vetor).



Vamos assumir que nossas particulas sem spin sdo bdsons idénticos e consequentemente obedecem a
estatistica de Bose, de modo que o estado |p1, p2) ¢é igual a |pa, p1). Estes estados serdo normalizados
da seguinte forma:

(P1,P2|P’1,P%) = 0 (p1 — p’1)0® (P2 — p’y) + 6 (p1 — p’5)6® (p2 — p*y) (1.1.26)

Tais estados sdo ortogonais, a nio ser que os dois momentos envolvidos sejam iguais. Além disto, eles
sao autovetores da hamiltoniana e sua energia é a soma da energia associada a cada particula, o mesmo
vale para o momento. Portanto:

o |p1ap2> = (wpl +wp2) ‘p17p2>7 p |p17p2> = (pl + p2) |p17p2> (1127)

Para mais particulas o prodecimento é anilogo. No entanto, quando ndo temos nenhuma particula
devemos considerar um tnico estado |0) para que possamos ter uma base completa. A este estado damos
o nome de estado de vacuo!. Tal estado serd um autoestado da energia e do momento com autovalor
igual a zero, ou seja:

H[0)=0, pl0)=0 (1.1.28)

Para qualquer observador, o estado sem particulas deve ser o mesmo, ou seja, ele deve ser invariante
sob as transformagcoes de Lorentz (U(A)|0) = |0)). Além disto normalizaremos este estado da seguinte
maneira:

(0j0) =1 (1.1.29)

Agora temos todos os estados que precisamos para formar uma base para o espago de Fock. Um
estado geral |U), pertencente ao espago de Fock, serd a combinagao linear desses vetores:

| W) = 10 |0) + /¢1(p) Ip) d°p + % /7/12(p1,p2) Ip1,p2) °p1d®p2 + ... (1.1.30)

1 . . .
+E/¢"(p17p2a'“apn) |p1,p2,-.-,pn)>d3p1d3p2---d3pn (1131)

Como a ordem dos momentos dentro do ket ndo importam e a fungao de bdsons idénticos é simétrica,
entao introduzimos o fator % na frente das integrais para evitar a contagem de um estado mais de
uma vez. Note que trabalhar com esses estados gerais nos leva a expressoes longas e torna as contas
trabalhosas, o que nos leva a buscar outro método que facilite todo o processo, veremos mais sobre essa

outra abordagem na proxima segao.

Representagao pelo niimero de ocupagao

Para lidarmos com estados normalizdveis, vamos aprisionar nosso sistema dentro de um cubo de
dimensdo L. Como consequéncia disto, teremos valores discretos de momento:

2mn, 2mn, 2mn;
z 1.1.32
p ( L’ L’ L ) ( )

onde os niimeros n;, n, € n, sao inteiros para que as condigdes de contorno sejam satisfeitas. Con-
sequentemente, por termos momentos discretos, os estados também serao discretos e serao normalizados
da seguinte forma:

(pIP’) = Opp (1.1.33)

Nomear os estados pelo momento de cada particula que o compoe é complicado, pois temos que lidar
com todas as permutagoes simétricas dos momentos. Para contornarmos tal problema, podemos utilizar
o conceito de nimeros de ocupagdao N(p), o qual nos diz quantas particulas do sistema possuem um
momento p, com a condi¢do de que o nimero de particulas seja sempre finito. Como consequéncia dessa
redefinigdo da nossa base, o Hamiltoniano e o momento do sistema assumem expressdes simples[4]:

1E importante ressaltar que o estado de vacuo ndo é a mesma coisa que o designado pelo 3-momento nulo (|0) # |0)).
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H=Y wp,N(p), p=) pN(p) (1.1.34)

Note que essas relagoes s@o muito parecidas com um sistema de infinitos osciladores harmoénicos
desacoplados[8], com a diferenca de que a menor energia do oscilador harménico é %w e aqui a menor
energia é 0. Portanto, iremos considerar que nosso sistema é um conjunto de infinitos objetos analogos a
osciladores harménicos, um para cada ponto no espago de momento. O andlogo ao niimero de excitagdo
do oscilador é o nimero de ocupagdo. Tendo em vista essa semelhanca entre os sistemas, também
podemos definir operadores escada para nosso sistema. No entanto, teremos um par desses operadores
para cada ponto no espaco de momentos, ou seja, teremos ap € aL. Estes operadores possuem as mesmas

propriedades que os do oscilador harmonicol8]:

[ap,ap’] =0 (1.1.35)
[a},al,] = (1.1.36)
lap, al] = dpp: (1.1.37)

O Hamiltoniano do nosso sistema de particulas livres podera ser escritos como:

H = wpala 1.1.38
plplp
P

No oscilador harmoénico os operadores escada aumentam ou diminuem o nivel de excitagdao. Portanto,
de maneira analoga, os operadores aI) e ap aumentam ou diminuem o nimero de ocupacdo para um
determinado momento linear p, ou seja, fisicamente eles criam ou aniquilam particulas. Deste modo, os

chamaremos de operadores de criagao e aniquilagao. Para criarmos um estado de n particulas livres

e idénticas com momentos p1, p2, ..., Pn, basta aplicarmos os operadores de criagao aLl, a;f,z, s aLn no
estado de vacuo:
|P1, P2, ey Pr) = aLlaL2...aL'L 0) (1.1.39)

Agora podemos considerar o caso sem condi¢bes de contorno, ou seja, o limite L — oo. Tal passo nos
levard do discreto ao continuo, de modo que tenhamos de trocar os deltas de Kronecker por deltas de
Dirac e substituir as somatorias por integrais. As relagoes que eram discretas passam a ser continuas:

lap, al.] = 6(p — p) (1.1.40)
H= /dBpwpaLap = /d3ppr(p) (1.1.41)
(p’lp) =@ (p—p’) (1.1.42)

Sabendo a algebra desses operadores, podemos agora estudar como eles sao afetados pelas transformagoes
de Lorentz. Para isto, é necessario normaliza-los relativisticamente, de maneira analoga ao que ja fizemos
com os estados. Relativisticamente, os operadores de criacio e aniquilagio serdo af(p) e a(p):

af(p) = (27r)%«/2wpal, (1.1.43)
a(p) = (2#)%\/2wpap (1.1.44)

Onde p representa o quadrimomento da particula criada ou aniquilada. Operando no estado de vacuo
esses operadores fazem a mesma coisa que aI, e ap, porém com a normalizacdo relativistica:

af(p) [0) = (27)? \/2wpal, [0) = (27)% \/2w0p ) = [p) (1.1.45)

Podemos determinar suas propriedades de transformagao utilizando o que ja sabemos sobre as trans-
formagoes dos kets. Primeiramente, vamos considerar o estado de vacuo, o qual é o mesmo para qualquer
observador:
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U(A) |0) = [0) (1.1.46)

Para o estado de uma tnica particula |p):

U(A) |p) = [Ap) (1.1.47)

Consequentemente, para n particulas teremos:

U(A) |p1,p2, -, Pn) = |Ap1, Apa, ..., App) (1.1.48)

Utilizando essas propriedades vemos que:

|Ap) = U(A) |p)

[Ap) = U(A)a'(p) [0)

|Ap) = U(M)a! (p)UT(A)U(A) |0)
[Ap) = U(A)a (p)UT(A) [0)

Onde usamos que UT(A) = U~(A). Como |Ap) = af(Ap)|0):

al(Ap) [0) = U(M)a (p)UT(A) [0) = af(Ap) = U(A)a! (p)UT(A) (1.1.49)

Para o operador a(p) basta tomar o conjugado hermitiano:

a(Ap) = U(A)a(p)UT(A) (1.1.50)

’ I ~ . oY%
Nés sabemos que o operador unitério de translagdes pode ser escrito como U(a) = eF" % e que ele
possui as seguintes propriedades:

P“ |O> :O’ PN |p17p27"'7pn> = (pllt+pl2L++pﬁ) |p17p27"'7pn> (1151)

Consequentemente teremos que:

U(a)|0) = |0) (1.1.52)

E também:

U(a’) |p15p25 apn> = eia“(p‘erp;‘Jr..‘erLf) |p17p27 7pn> (1153)

Fazendo o andlogo ao que fizemos para as transformagoes de Lorentz, temos que, para as translagoes:

eiP“m”

af (p)e™ P ou = " Tugf (1.1.54)

e gy (p)e= P T = =P Ty, (1.1.55)

1.2 Construindo um campo escalar quantico

Na teoria quantica nao relativistica, sabemos que cada operador hermitiano é um observavel, o qual
pode ser medido por qualquer observador. Quando realizamos uma medida de um observavel A em um
sistema, nds s6 podemos obter os autovalores a; desse observavel. Supondo que nossa medida resultou
em aop, o estado do sistema serd projetado no subespago de autovetores que possuem o autovalor ao.
Consequentemente, se realizarmos uma nova medida de A, obteremos novamente ag. Agora vamos supor
que alguém meca um observavel B antes realizarmos uma segunda medida de A, entdo existirdo dois
casos possiveis:
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1. Se A e B comutam, entdo o estado do sistema nao ¢é alterado, visto que eles possuem os mesmos
autoestados e a medida de B serd seu autovalor b; associado aos autovetores que possuem ag como
autovalor. Desta forma, a segunda medida de A resultard em ag.

2. Se A e B ndo comutam, entdo a medida de B alterara o sistema, o qual ndo serd mais um autoestado
de A e consequentemente a segunda medida poderd resultar em valores diferentes de ag.

Com isto, vemos que, dado um sistema, existem observaveis compativeis uns com os outros. Se disser-
mos que um observador pode medir todos os observaveis desse sistema, entdo encontraremos problemas
na teoria relativistica. Voltemos ao exemplo das medidas dos observaveis Ae B, agora vamos supor que
eu estou na Terra e quem realiza a medida de B est4 na galaxia de Andréomeda, que fica a 2.5 milhGes
de anos luz da Terra. Supondo que eu tenha um perfodo finito de tempo (vida) e que [121, B] # 0, entao
quando eu realizar a segunda medida de A verei que meu sistema foi alterado. No entanto, para que
isso realmente aconteca, a informagao da medida de B teria que viajar até mim com velocidade superior
a da luz, violando a relatividade. Portanto, vemos aqui que um observador nao pode medir todos os
observaveis, existem coisas que eu posso medir e outras coisas que outro observador pode medir e todas
essas coisas devem comutar para que nao violemos a causalidade relativistica.

Suponhamos que temos duas regioes no espago-tempo, Ry € Ro, onde nenhuma informacao pode ir de
Ry para Rs sem viajar mais rapido que a luz. Matematicamente teremos que o intervalo entre os pontos
z1 € Ry e x5 € Ry é sempre tipo-espago, ou seja:

(2 —21)? <0 (1.2.1)

Seja O qualquer observavel que pode ser medido em R; e Oy qualquer observavel que pode ser medido
em Ry. Para que nossa teoria seja compativel com a causalidade:

[01702] = 0, se (33‘2 — 1‘1)2 <0 (122)

Portanto, todo operador hermitiano que pode ser medido em R; deve comutar com todos os mensu-
raveis em Rs. Tal fato nos mostra que os operadores dependem da sua localizacdo no espaco-tempo, ou
seja, sdo objetos locais. Na eletrodindmica classica, temos algo andlogo, pois as solugoes das equacoes
de Maxwell nos fornecem os campos elétricos e magnéticos, os quais sdo objetos locais que respeitam
a causalidade relativistica. Tal exemplo nos leva a interpretar esses operadores locais como o analogo
quantico dos campos cléssicos relativisticos. Portanto, temos que construir um campo quantico ¢(z) ou
um conjunto {¢*(x)} como fungdes do espago e do tempo, de modo que os observéaveis que podemos medir
na regiao Ry sdo obtidos a partir deles. Com isso, vemos que a imposi¢ao da causalidade relativistica na
Mecéanica Quéantica nos leva naturalmente aos campos quanticos.

1.2.1 A forma explicita do campo escalar quantico

Aqui iremos construir nossos observdveis a partir de um conjunto de N campos quanticos ¢%(z) (a
= 1,..,N), onde cada campo é um operador que é funcdo dos pontos z* no espago-tempo. Para que os
campos nos fornecam uma definicdo de localidade, vamos impor um conjunto de condigoes que eles devem
satisfazer. Tais condicGes sdo:

1. Para garantir que os observaveis em regides com separagao tipo-espaco comutem: [¢%(x), #°(y)] = 0,
se (z — y)? < 0 (tipo-espago).

2. Os campos devem ser Hermitianos, para que os operadores sejam observaveis: ¢%(x) = ¢%(x)T.

3. Os campos se transformam sob translagdes como: e~u¥" ¢¢(z)ePu¥" = ¢%(z —y).

4. Os campos se transformam sob transformagoes de Lorentz como: U(A)T¢?(2)U(A) = ¢*(A~1x).

5. Os campos sao combinagoes lineares dos operadores de criagdao e aniquilacio:
¢*(x) = [ d’p[Fg(x)ap + Gg(w)a])]

Como vimos na se¢do anterior, os operadores de criacdo e aniquilacdo simplificam as operagdo na
teoria de varias particulas livres e também pudemos utiliza-los para escrever a Hamiltoniana, que é um
observavel. Portanto, inspirados nisto, propusemos a condi¢ao 5 como forma de simplificar o formalismo
dos campos escalares quanticos utilizando as propriedades de ap e aL que vimos anteriormente. Devido
a quarta condi¢do, podemos construir o campo em qualquer ponto do espaco-tempo a partir do campo
na origem:
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d(x) = T Xp(0)e T (1.2.3)

Aqui serd conveniente escrever os campos como uma combinac¢do dos operadores a(p) e a'(p) e
utilizarmos o elemento de volume invariante por Lorentz que discutimos na primeira se¢ao deste capitulo:

d3

60) = [ Griea Urol) + 50" )] (1.2.4)

Onde f, e g, sdo funcées que dependem do 3-momento. Aplicando as transformacoes de Lorentz:

d3
UWOOUT () =UW) [ G5B [alr) + a0 ()] U (4) (125)
Como (%T)d;% é um escalar:
d3

U0V () = [ B (WU (W) + oUW U W] (126)

Nés sabemos que U(A)@(0)UT(A) = ¢(A~10) = ¢(0) e que U(A)af(p)UT(A) = af(Ap). Portanto:

3
60) = [ e Uso(n) + g0 (4p)] (127)
d3pl

. K 3
Definindo p’ = Ap, utilizando que (27r;€”(12)wp) = @tz © due fp = fa-—1p € Gp = ga—1p:

d3 / , ,
o0 = [ B o) + ooyl )] (1.258)
Comparando com a equacao 1.2.4:
d*p dp
/(27T)3(2wp) [fA—lpa(p) +9A—1paT(p)] —/(%)3(2%)) [fpa(p) +gpoﬁ(p)]
— fa-1p0(p) + ga-1,07(p) = fra(p) + gpa' (p) (1.2.9)

Como os operadores a(p) e af(p) sdo linearmente independentes, temos que os coeficientes devem ser
iguais para que a equacado seja satisfeita. Logo:

Ip=1Ia1p € gp=9r-1p (1.2.10)

Para qualquer valor de p ou A. Como o quadrimomento de uma particula esté restrito ao hiperboloide
de massa invariante (p?> = E? — |p|2 = p?) e podemos ir para qualquer ponto do hiperboloide através das
transformacgoes de Lorentz entdo f, e g, devem ser constantes, as quais ainda chamaremos apenas de f

eg.
Realizando agora uma translacdo do campo na origem para um ponto arbitrario:

p(z) = X {/ (27r)d3(gwp) [f a(p) +gal(p)]|e P>
d*p

6) = [ Grytoa U €7 ) 4 g ol (e P

Mas vimos que que e’F*a(p)e P> = ¢~¥q(p) e o anldgo para seu complexo conjugado transposto.
Logo:

d3p —ip-x ip-x
o(x) = /(27T)3(2wp) [f e a(p)+ge aT(p)]
d3

dS —ip-x ip-x
(1.2.11)
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de duas constantes arbitrarias. Note que, na verdade, nosso campo é escrito como a soma de dois campos
3
independentes ¢(*)(z) = [ (%d b

Aqui temos 0 campo em um ponto qualquer e é interessante notar que ele continua dependendo apenas
—ip- _ d? ip-
T Pra(p) e o) (z) = f (2?)3(3%)@”’ zal(p):

$(x) = f ¢ (2) + 9 ¢ (w) (1.2.12)
v/ 2wpap, temos:

60w = [ ey e 6O - [T
)2 wp TT) 2

(1.2.13)
2wp
Nés sabemos que nosso campo deve ser hermitiano, ou seja, ¢(z) = ¢(x)t. Logo, pela equacio 4.1.5:

Lembrando que a(p) = (27)

3
2

fF (@) +g (@) = f1 (6P (@) +g" (1)) (1.2.14)
Note que (¢ (z))f = ¢(7)(2), pois (e~#*)F = eP*. Portanto:

F 6 (@) +9 07 (@) = o) = [T 67 (@) + g 6T (@) (1.2.15)
Os campos ¢(H)(z) e ¢(7)(z) sdo independentes, visto ap € a;f) sdo independentes, os quais sao orto-
gonais. Consequentemente, para que a igualdade seja satisfeita temos que:

f=g" e g=1f1

(1.2.16)
A solugdo mais geral para essas condigoes é f = e e g = e7"[4], onde # é um niimero pertencente
aos reais. Substituindo este resultado na equagao 4.1.5:

p(x) = e (2) + e o) (a)

(1.2.17)
Para simplificarmos a expresséo, podemos absorver as fases e**
lacdo de tal forma que:

nos operadores de criagao e aniqui-

¢(x) = ¢ (@) + ¢ (x) (1.2.18)
Além de hermitiano, este campo deve preservar a causalidade que discutimos anteriormente, ou seja,
[#(x), ¢(y)] = 0 para intervalos (z—y)? tipo-espago. Vamos calcular este comutador utilizando a expressao
que acabamos de encontrar para o campo escalar livre:
[6(2), ()] = [0 (@) + 67 (2), 0D (y) + ¢ ()]
[0 (@), 0 ()] = [ (1), 67 ()]

onde usamos [ap, ap/] = |

(1.2.19)
al,, a;,] = 0. Utilizando s defini¢des de ¢()(x) e ¢(~) (y):
d3p . d3p/ .,
) (z), 6 ()] = /75”’% ,/7&1’ gt
d3p . d3p/ .,
= [ — e~ - e g ,aT,
/ (27)% \/2wp (27)% 2wy [ P p}
Como {ap, a;r),} =0G)(p—p):
dS ) d3 / .,
) (). () ()] — / _ &P g [ AP i)
[0 (), 0" (y)] CSENETS St N (p-p)
d’p —ip-(z—y) 2
P
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Onde A, (z — y; 1) é uma funcdo de Neumann que depende do intervalo (x — y) e do quadrado da
massa. Substituindo este resultado na equagao 4.1.6:

[6(2), d(y)] = Ay (x — y; ) = Ay (y — x;p%) = iA(x — y) (1.2.21)

Onde iA(z — y) é uma nova fungdo invariante por Lorentz. De maneira andloga a A (xz — y), ela
também depende do quadrado da massa, mas aqui como estamos tratando de apenas um tipo de par-
ticula podemos omitir essa dependéncia. Como os vetores tipo-espaco encontram-se fora do cone de
luz, entao é possivel levar um quadrivetor x em seu inverso —zx através de transformagoes de Lorentz,
consequentemente A, (z —y) = A4 (y — ), visto que a fungdo é invariante por Lorentz. Desta forma:

Ap(z—y) =Au(y—a),(x—y)* <0 = [o(z),6(y)] = Ap(z —y) = Ay(z—y) =0,(z —y)* <0
(1.2.22)

Portanto, vemos que a solucdo com f = e e g = e ¥ satisfaz a condicdo de comutacdo para

separacoes tipo-espago. Consequentemente, chegamos que nosso campo é da forma:

_ d3p —ip-xT ip-x T
gb(ac)—/(zﬂ_)g P [e”"Pap + €'P ap] (1.2.23)

1.3 A quantizagao candnica

Na secdo anterior, vimos que a imposi¢do da causalidade na teoria quantica nos levou a necessidade
de definir operadores locais no espaco-tempo e a construcdo do campo escalar quantico. Através das
similaridades dos campos elétrico e magnético provenientes da eletrodinamica classica, notamos que esses
operadores locais sdo o analogo quantico dos campos classicos. Tendo isso em vista, esta secdo tem como
objetivo discutir um método geral de chegarmos em uma teoria quantica consistente com a Relatividade
Especial utilizando como base as Teorias Classicas de Campos relativisticas que ja conhecemos, visto que
elas nos garante a causalidade e a invaridncia sobre as transformagoes de Lorentz.

Na mecéanica cldssica nds possuimos trés formalismos, sendo eles: o Newtoniano, o Lagrangiano e
o Hamiltoniano. Todas essas formulagbes devem nos fornecer as mesmas equagdes de movimento para
um determinado sistema, porém cada uma delas consiste em um método diferente. Neste estudo iremos
nos ater apenas a mecanica Lagrangiana e Hamiltoniana, uma vez que a Newtoniana se torna muito
complicada para sistemas com um grau de complexidade maior. O formalismo Lagrangiano parte do
principio de Hamilton[9, 10], o qual diz que de todos os caminhos que um sistema pode percorrer para
sair de um ponto e ir para outro, ele ird por aquele que extremiza a agdo S, a qual é definida como:

to ) )
sz/ dtL(g', 1), ic[l,N] (1.3.1)
ty

onde L(q%, ¢%,t) é a diferenca entre a energia cinética e a potencial do sistema[9], tal fun¢io é chamada
de Lagrangiana. As varidveis dindmicas ¢‘(t) sio chamadas de coordenadas generalizas e ¢'(t) sdo suas
derivadas temporais, onde ¢ é um indice que vai de 1 até o niimero de graus de liberdade N do sistema.
Nos casos mais simples, ¢*(t) podem ser as coordenadas espaciais das particulas que compéde o sistema.
Utilizando calculo variacional combinado ao principio de Hamilton é possivel obter as equagoes de Euler-
Lagrange:

L(¢'.¢'\t)  d OL(g',q'.1)

' ‘ =0 1.3.2
g dt 8¢ (32
Definindo o momento canénico conjugado de ¢* como p;(q?, §*,t) = %q’?i’t):
OL(¢',¢',t)  dpi(d',g',t
(@,d"t) _dpi(d,d"t) _ (1.3.3)

oq’ dt

Nés podemos definir uma nova funcio H(q'(t),p:(t),t) fazendo uma transformacio de Legendre na
nossa Lagrangiana:
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H(q'(t),pi(t),t) = pig" — L (1.3.4)

onde H(q(t),pi(t),t) é chamada de Hamiltoniana. De maneira aniloga ao que acontece com a La-
grangiana, temos as equagoes de Hamilton[9] (equacao de 1.3.5), as quais nos fornecem as equacoes de
movimento do sistema a partir de sua Hamiltoniana.

OH . OH

2

dq° ¢ qzapi

—Pi = (1.3.5)

Além de nos fornecer as equagoes de movimento, a Hamiltoniana é igual & energia total do sistema
caso a Lagrangiana nao dependa explicitamente do tempo. Tal propriedade é importante, pois a energia
do sistema é uma quantidade conservada quando L possui uma invaridncia sob translagoes temporais.

A mecanica classica possui uma limitacao, visto que ela aborda apenas sistemas com um niimero finito
de graus de liberdade. No entanto, existem areas da fisica como o eletromagnetismo de Maxwell ou gases
classicos onde precisamos de infinitos graus de liberdade para tratar o sistema. Deste modo, discutiremos
a seguir uma extensdo da mecénica cldssica de particulas para sistemas que possuem um continuo infinito
de graus de liberdade, dando origem ao que chamaremos de Teoria Cldssica de Campos[11]. Ao invés de
representarmos o sistema pelas variaveis dindmicas qi(t) que evoluem no tempo, utilizaremos um conjunto
¢'(x,t) de fungdes definidas em cada ponto x do espago, as quais sdo os campos. Note que, além do indice
discreto que ja tinhamos na mecanica classica, a Teoria Classica de Campos nos traz um outro que é
continuo (x), fornecendo assim os infinitos graus de liberdade necessérios para descrever certos sistemas.

Na mecanica classica, as coordenadas da posi¢ao x de uma particula sao utilizadas como varidveis
dinamicas do sistema e o tempo é apenas um pardmetro. No entanto, ao passarmos para a Teoria Classica
de Campos, os campos se tornam essas variaveis e a posicdo é apenas um parametro deles, assim como o
tempo era na mecanica classica. Portanto, se na mecénica classica a acdo S é a integral de uma funcao
local parametrizada pelo tempo, entdo na Teoria Classica de Campos ela deve ser uma integral de uma
funcédo local no espaco e no tempo, visto que ambos sdo apenas pardmetros. Além disto, o integrando
além de envolver as derivadas de primeira ordem no tempo devem também contar com derivadas de
primeira ordem espaciais, ou seja, ¢*(t) é trocado por auqﬁi (x,t). Logo, podemos definir uma lagrangiana
como

L= / PBx L6 (x,0), 0,6 (x, 1)) (1.3.6)

onde L£(¢'(x,t),0,¢'(x,t)) é chamada de densidade de Lagrangiana. Com esta defini¢do a agao da Teoria
Cléssica de Campos fica definida como:

S = /d4x L(¢'(x,1), 00" (x, 1)) (1.3.7)

De maneira andloga a mecénica cldssica, ao impormos o principio de Hamilton e extremizarmos a
acio obtemos?[11, 12]:

oL oL
— —0y=————=0 1.3.8
o¢* " 0(0,9") ( )
Aqui também podemos definir um momento conjugado ao campo como w =
que:

de tal forma

oL

Ot

Ou seja, re-obtemos as mesmas equagoes de Euler-Lagrange para £. Fazendo novamente um paralelo
com a mecanica classica, ao realizarmos uma transformacdo de Legendre na Lagrangiana nés obtemos

[4]:

— 9t =0 (1.3.9)

H= (/ d*x w§¢i> L — H= /d3x (W?qi.)i —L) (1.3.10)

2Para evitar uma notacio sobrecarregada, omitimos a dependéncia de £ em ¢?(x,t), 9, ¢’ (x,t) e de ¢ em x e t.
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Definindo a densidade de Hamiltoniana H como 7%¢" — L:

H = /d3x H (1.3.11)

Como objetivo final, desejamos construir um método que nos leva da Teoria Classica de campos para
a Teoria Quantica de Campos, a qual trata sistemas quanticos com infinitos graus de liberdade. Para
isto, iremos utilizar um mecanismo chamado de quantizacdo canénica. Na mecanica cldssica, variaveis
dinamicas ¢'(t) e p;(t), que representam o sistema, formam um conjunto que satisfaz os colchetes de
Poisson canénicos[13]:

{¢' (1), )} =0={pi(t),p;()} e {g"(t),p;(t)} = &} (1.3.12)

O principio de quantizagdo canoénica estabelece que os operadores quinticos satisfazem relagoes de
comutacao analogas aos colchetes de Poisson classicos:

[@'(1). @ ()] = 0= [pi(1).;(t)] e [4'(t),p;(1)] = i0; (1.3.13)

O Hamiltoniano do sistema quantico é o mesmo do caso classico, com a diferenca que agora ele é
escrito como funcao dos operadores §*(t) e p;(t):

H = H(G'(t), pi(t)) (1.3.14)
Podemos estender o principio de quantizagdo canonica para sistemas com infinitos graus de liberdade,

ou seja, para a Teoria Classica de Campos. Portanto, devemos substituir os campos ¢*(x, ) e seu momento
conjugado 79 (x, ) por operadores ¢'(x,t) e 7¥(x,t) que satisfazem as seguintes relagdes de comutagio[4]:

[0 (x,1).07 (v, )] = 0 = [0 (x,0), 7 (v, )] e [$(x, 1), 75 (v, 1)] = id36) (x — y) (1.3.15)

Analogamente, a Hamiltoniana e sua densidade serdo funcdes de ¢ (x,t) e 7¥(x,t). A quantizacio da
Teoria Cléssica de Campos resulta na Teoria Quantica de Campos.

1.3.1 A quantizacao do campo escalar classico livre
Na teoria classica de campos, a Lagrangiana e a Hamiltoniana de um campo livre sdo[11, 4]:
1 ]
L= /d3x£ =5 /d5x (0u0(x,t)0" p(x,t) — p*(x,1)?) (1.3.16)

H= /d3x7-l _ %/f’x (7.1 + 1960 1) + 126(x,1)°) (1.3.17)

A partir de L podemos calcular o momento conjugado:

oL
mH(x,t) = 90,0)
1 0
20(9u9)
= 7H(x,t) = "o(x,t)

0,906, 1)0" 6(x,1) = 1 2076 (x, 1)}

Devido & métrica de Minkowski ser g, = diag(1,—1,—1,—1), temos que 8° = g"*9, = 9y. Logo:
70(x,t) = Do (x,t) = d(x, 1) (1.3.18)
Substituindo este resultado na densidade de Hamiltoniana (equagao 1.3.17):

1

H=g3 /d3x (6002 + IVoix, O + p2o(x.1)?) (1.3.19)
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Segundo o mecanismo de quantizagdo candnica que discutimos anteriormente, para chegarmos na

Hamiltoniana do campo escalar quintico, basta promovermos ¢(x,t) e 7°(x,t) = d)(x, t) a operadores,
obrigando-os a obedecer as seguintes relacdes de comutacio®:

[6(x, 1), $(y, 1)] = i6® (x — y) (1.3.20)
[p(x,1).0(y,t)] =0 (1.3.21)
[b(x, 1), d(y, )] = 0 (1.3.22)

A expressio da Hamiltoniana permanece a mesma da equacio 1.3.19, com a diferenga de que agora
o(x,t) e ¢(x,t) sdo operadores:

H = % / d’x (¢'>(x,t)2 + IVo(x, 1) + 126 (x, t)2) (1.3.23)

Na segunda parte deste capitulo, nés construimos uma expressao para o campo escalar quantico livre
utilizando os operadores de criacdo e aniquilacdo (equagdo 1.2.23). Tal expressdo obedece as relagdes
de comutagdo canoénicas, como demonstrado no apéndice A. Consequentemente, podemos utilizar este
campo para calcularmos a Hamiltoniana em funcdo de ap e al,. Os termos presentes na Hamiltoniana
podem ser escritos como:

1
/d3x¢ x,t)2 2/21)[ ;2,(6 2iptya_p + €2plal tal )+w (apa +a ap)} (1.3.24)
3

1 [d
5 [ ExToe0F = 5 [ SRIpP [apaly + e rtapay + o talal , + alay ] (1.3.25)
1 : d*p , .
3 /dsxung(x, t)? = 3 / 2—;3 [eQWPtapa_p + apaL + aLap + eQWPtCLLaT_p} (1.3.26)
Wp

O célculo detalhado dessas expressdes pode ser encontrado no apéndice B. Somando esses termos:

1 [d®p 2 2 2\ (-2 2 2 242
= 0] () (P o) (e )l

(1.3.27)
Por defini¢io, w? = |p|* + 12, logo —wl + > +u2=0c¢ w3 + Ip|> + 12 = 2w}. Portanto:
_ L [dp fratan) | = L [ a3 gl
H = 5 2 203 2 (apal, + alap) | = 3 d’puwyp (apal, + alap) (1.3.28)
P

Como apal, = alap + [ap, al)] = al,ap + 63(0):

P
H = d3 W 153 0 f
PWwp 5 ( ) + aplp

Note que esta é quase a expressao que esperavamos, visto que o segundo termo consiste na Hamilto-
niana que discutimos quando abordamos o espago de Fock. No entanto, ela difere da equagao 1.1.41 por
uma constante 3 [ d*pwpd®(0), a qual ¢ infinita. Tal infinito ndo é um grande problema , uma vez que
s6 podemos medlr diferencas de energia e a Hamiltoniana estd diretamente ligada a energia do sistema.

Se voltarmos a equagdo 1.3.28, podemos ver que a soma consiste no mesmo termo porém com orde-
namentos diferentes. Portanto, uma maneira de interpretar a causa do problema da constante infinita é
dizer que o mecanismo de quantizagdo candnica nos leva a resposta certa, porém ele também traz uma
ambiguidade na ordem dos operadores. Deste modo, podemos propor como solucdo um jeito padrao de
se ordenar os operadores, o qual chamaremos de ordenac¢do normal[4]. Tal método consiste em sempre
ordenar um produto de modo que todos os operadores de criacdo fiquem a esquerda e os de aniquilacéo
fiquem a direita. Além disto, denotaremos a utilizagdo da ordenacdo normal de um produto de campos
escalares da seguinte formas:

3A fim de ndo sobrecarregar as notacoes, daqui em diante faremos qg(x, t) = o(x,t) e (x,t) = w(x,t).
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Ot S (1.3.29)

Portanto, nosso problema com a constante infinita pode ser resolvido simplesmente aplicando a orde-
nacdo normal a nossa Hamiltoniana inicial (equagao 1.3.23):

H =: % / d*x(x,1)? + % / x|V o(x, )| +% / Pxp?p(x,t)? (1.3.30)

Fazendo exatamente os mesmo passos, chegaremos na equagao 1.3.28, porém com a indicacao de que

devemos reordenar os operadores de criacao e aniquilagdo. Aplicando a ordenacao normal aos operadores
temos:

1
H = 3 /dSpwp (a;[,ap —&—a;ap) = /dgpwpai,ap (1.3.31)

Note que, com a ordenagao normal obtivemos exatamente o resultado que esperavamos.

20



Capitulo 2

Campo de Dirac

No capitulo anterior estudamos campos escalares, os quais, sob transformacoes de Lorentz, se trans-
formam da seguinte maneira:

¢(z) = ¢/ (z) = (A" 2) (2.0.1)

onde A é a matriz das transformagoes de Lorentz. Além disto, também vimos que quando quantizados,
esses campos descrevem a particulas de spin 0. No entanto, para que possamos calcular o momento
magnético anémalo do muon, precisamos de campos relacionados a particulas com momento angular
intrinseco. Portanto, esta secdo serd dedicada ao estudo deste tipo de campo, mais especificamente o
campo de Dirac, o qual descreve férmions de spin 1/2.

Na Teoria Quantica de Campos, particulas que possuem spin aparecem naturalmente quando con-
sideramos campos que nao se transformam de maneira trivial sob transformacgoes de Lorentz, como os
escalares. De maneira geral, consideraremos campos que se transformam da seguinte maneira:

¢*(x) = ¢(z) = D(A)}¢" (A" "2) (2.0.2)

onde D(A) sdo matrizes que formam uma representagio do grupo de Lorentz, o qual é composto por
boosts e rotagoes. Portanto, para estudarmos o campo de Dirac, temos que discutir primeiramente como
encontrar as representagoes do grupo de Lorentz.

2.1 As representacoes do grupo de Lorentz

Uma das propriedades que define um grupo G é a multiplicagdo de seus elementos ser fechada[14], ou
seja, o produto de dois elementos do grupo também deve pertencer ao grupo. Consequentemente, qualquer
representacao do grupo deve refletir essa propriedade. Portanto, se D(A) formam representagoes do grupo
de Lorentz, essas matrizes devem satisfazer:

D(A1)D(Ag) = D(A1As) (2.1.1)

onde A; e Ay sdo quaisquer dois elementos do grupo de Lorentz. Tal propriedade imp&e uma restrigao sob
as matrizes D(A). Como os elementos do grupo de Lorentz estao continuamente conectados & identidade
e podem ser descritos por seis parametros continuos independentes, sendo trés deles de boost ((1,(2,(3) e
trés de rotacao (61, 62, 03), entdo ele é um grupo de Lie. Consequentemente, para parametros infinitesimais
préximos da identidade, as matrizes D(A) podem ser escritas como[15]:

D(6A) = I + (60, J™ + 6Cn K™) + ... (2.1.2)

onde J™ e K™ sdo os geradores das rotacoes e dos boosts tridimensionais, respectivamente!. Como a
transformacao é infinitesimal, podemos desprezar os termos de segunda ordem nos parametros, de modo
que:

D(SA) =T+ i(60,m ™ + 6Cn K™) (2.1.3)

1Em 2.1.2 e nas expressdes seguintes adotamos a convencido de Einstein de soma implicita sobre indices repetidos.
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Tendo em vista a propriedade 2.1.1, para obtermos uma expressao para transformagoes finitas, pode-
mos dividir os pardmetros 6,, e (,, em k intervalos pequenos de tamanho 66,, e §(,, e entdo fazer uma
composicao de k transformagoes infinitesimais:

50 8¢ B :
D(A) = lim [1 +i (kam + kam)} i G K (2.1.4)

Através deste resultado, vemos que a representacdo do grupo de Lorentz é obtida via matrizes que
representam os geradores do grupo. Tais geradores devem obedecer um conjunto de relagoes de comutacao
chamado de algebra de Lie do grupo, as quais independem da representagao escolhida. Para encontrarmos
essas relagoes de comutacéo para o grupo de Lorentz, iremos partir das transformagoes infinitesimais na

representacao quadrivetorial (D(A)#, = A*), onde uma transformacdo de Lorentz qualquer é dada por
2'* = A¥ x¥. Uma transformagdo infinitesimal, A#, pode ser escrita como:

AP, = 67, + wh, (2.1.5)

onde w é uma matriz de elementos infinitesimais.

Sabemos que a métrica de Minkowski, g"” = diag(+1,—1,—1,—1), é um invariante de Lorentz, ou
seja, AH,AY 5g*P = gM. Substituindo a forma infinitesimal nesta condigio e mantendo apenas os termos
de primeira ordem, obtemos:

g = ("o +wha) (6”5 + wyﬂ)gaﬁ
g =g" " Wt = W W =0 (2.1.6)

Portanto, w*” é uma matriz antissimétrica. Note que uma matriz 4x4 antissimétrica possui apenas
seis componentes independentes, o que estd de acordo com o ntimero de pardametros do grupo de Lorentz.
Desta forma, definimos w;; = eijk(SQk e wo; = 0(;:

0 0(1 ) 0C3

I S (R T
Y=\ s, a8y 0 —o6y | (2.1.7)

—8C; —68, 56, 0

Agora vamos retornar a nossa transformacao infinitesimal para encontrarmos os geradores do grupo
nesta representacao:

1
Ay = 6"y Wy = 8" + Swap(g™d”, — g70%) (2.1.8)

Definindo (JP)* = —i(g**8P, — gPrs2,):

AR, =51, + %waﬁ(jaﬁ)uy (2.1.9)

Utilizando que w;; = eijkéﬁk, wp; = 0(; e que (J"ﬁ)“y é antissimétrica por definicdo, chegamos na
seguinte expressao:

1
APy = 6"y + i8¢ (T + i69n§€ml”(jml)”u (2.1.10)

Comparando com a equacao 2.1.3, ndés vemos que as seis componentes independentes da matriz
(JP)H  sdo os geradores do grupo de Lorentz:

Om __ m
{ Jrm=K m,l € {1,2,3} (2.1.11)

%Emlnjml =J" = jml = Emann 7

Dado que sabemos que J“? sdo os geradores do grupo de Lorentz e que temos uma expressio para
eles na representacao quadrivetorial, somos capazes de calcular as relagdes de comutacgao:
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[T, TN = (T TN, = (TP (T,
= —(g"78"7 = g"70")(9778% ) = 97T, + (97707, = 770 ) (970", — g7 O)

Realizando a multiplicacao e utilizando que o tensor métrico é simétrico, podemos agrupar os termos
da seguinte forma:

(T, T = i(g T — gh T 4 O T — g T (2.1.12)

Esta é a algebra de Lie dos geradores do grupo de Lorentz, a qual independe da representagao escolhida.
Portanto, como vimos anteriormente, se encontramos matrizes J"¥ que satisfagam estas relacoes de
comutacio, entao elas nos fornecerdao uma representacao para o grupo de Lorentz via equacao 2.1.4.

2.2 Representacao Espinorial

Tendo em vista a construgao do campo de Dirac para descrever férmions de spin 1/2, a representagio
do grupo de Lorentz que nos interessa é a representacao espinorial. Para construirmos esta representacao,
iremos apresentar a dlgebra de Clifford e como ela pode ser usada para satisfazer a dlgebra do grupo de
Lorentz (equacdo 2.1.12). A algebra de Clifford consiste em um conjunto de matrizes v* de dimensao d,
com p € {0,1,2,3}, que satisfazem a seguinte relagao[16]:

{7} = 29" Lixa (2.2.1)

onde Iy 4 é a identidade. Através do comutador das matrizes v* e da algebra de Clifford, nés podemos
construir o seguinte tensor antissimétrico[17]:

i

v Z 12 Z v
4[7",7 ] =" — Sg" (2:2.2)

S
2 2

Tal objeto satisfaz a dlgebra de Lie dos geradores do grupo de Lorentz (equagdo 2.1.12), consequentemente
ele fornece uma representacao d-dimensional do grupo, a qual chamaremos de representacao de espinor.

A menor e mais simples representacao da algebra de Clifford é dada por matrizes 4x4. Apesar de
existirem varios exemplos de matrizes 4x4 que satisfazem a relagao 2.2.1, a mais comum é a representacao

de Weyl ou Quiral:

o_ (0 Ixe i (0 o\ .
7= <I2x2 0 ’ 7= —O'i 0 » LE {13273} (223)

onde ¢ sdo as matrizes de Pauli. Utilizando a definicdo de S*¥, os geradores do grupo de Lorentz, nesta
representagao, serao dados por:

e Boosts:
i (—ct 0
=3 ( 0 ai> (2.2.4)
« Rotacgoes:
it = Lo

i 0 o 0 o\ _ ifo'e? 0 \_1, (o 0 £ ]
2 2\—c® 0 —oi 0) " "2V 0 oigi) Tk 0o oF) T

Onde utilizamos que oo = §% + g™ .ok,

Como discutimos na segdo anterior, uma vez que temos as matrizes dos geradores, nés podemos
encontrar a representacao de espinor do grupo de Lorentz, D(A) = S(A), fazendo o processo anélogo ao
da equagdo 2.1.4, porém com a transformacao infinitesimal 2.1.9. Assim, obteremos que:

S(A) = eFewnr 5™ — gilwo; SV 45w, 57 (2.2.6)
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Utilizando que wp; = 6;, wji = £,™(m e as expressdes de S% e S7! na representagio de Weyl,
chegaremos que os elementos do grupo de Lorentz na representacdo de espinor podem ser escritos como:

i9o+ic¢o
e 0 ) (2.2.7)

S(A) = ( 0 R

onde 8 = (01,05,03), ¢ = ((1,(2,(3) e ¢ = (01, 02,03). Note que S(A) é bloco-diagonal, o que implica que
a representacao de espinor é redutivel. Como temos dois blocos bidimensionais, entdo podemos decompor
a representacao de espinor do grupo de Lorentz em duas representagoes irredutiveis bidimensionais.

A forma que as matrizes v* se transformam na representacao de espinor do grupo de Lorentz é uma
propriedade importante e sera utilizada mais adiante para a construcao de bilineares. Podemos derivar
essa transformagao da seguinte maneira:

STHAWS(A) = e 3wanS yuetwas S’ (2.2.8)

STHAWHS(A) = <1 - ;waﬁsaﬁ) o (1 + ;waﬁsaﬁ)
=4 %waﬁ[gaﬁ’ o (2.2.9)

Como [SYP yH] = (FJP)H ~[17]:

STHANS(A) =" + Swas(S°) "
= (5% + ;wa[g(saﬁ)“y> 5 (2.2.10)
Comparando o termo que multiplica v* pela esquerda com a equagdo 2.1.9, nés vemos que:

STHA)Y*S(A) = A* Y (2.2.11)

Este resultado nos mostra que v* se transforma como um quadrivetor.

O espinor de Dirac

O campo que se transforma segundo a representacao de espinor do grupo de Lorentz (equagao 2.2.12)
é chamado de campo espinor de Dirac, o qual consiste em um objeto complexo de quatro componentes.

() = ' (x) = S(A)* 50" (A ') (2.2.12)

Como esta representacao do grupo de Lorentz pode ser decomposta em duas representacoes irredutiveis
bidimensionais, entao o espinor de Dirac pode ser escrito como um bi-espinor:

Y= (jp’;‘) (2.2.13)

onde ¥4 e Y p sao espinores bidimensionais. Quando utilizamos a representacao de Weyl para as matrizes
~*, a componente ¥4 é o espinor de Weyl de méo esquerda (v1) e ¥p é a de méao direita (¢), ou seja:

b= (ZZ’;) (2.2.14)

Aplicando a transformagao 2.2.7 em v, ndés vemos que:

pp =y = e20THECTY g g = e300y (2.2.15)

Ou seja, sob rotagoes (¢ = 0), os espinores de Weyl se transformam da mesma forma, enquanto que
sob boosts (0 = 0) eles se transformam de maneira oposta.
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2.3 A Lagrangiana de Dirac

Dado o espinor de Dirac, desejamos encontrar uma equacao de movimento que seja invariante por
Lorentz. Tendo isto em vista, iremos construir a lagrangiana para a teoria de Dirac que se transforme
como um escalar sob o grupo de Lorentz e fazer o uso das equagoes de Euler-Lagrange. O primeiro passo
para escrevermos uma densidade de lagrangiana de Dirac, é encontrar uma maneira de multiplicar os
espinores de Dirac para formar um escalar de Lorentz. Intuitivamente, poderfamos considerar 11, porém
a representacio de espinor nio é unitaria?, ou seja, ST(A)S(A) # I, e consequentemente 17 ST(A)S(A)y #
Y. A solucdo para isto é definir o adjunto de Dirac:

=Ty (2.3.1)

Visto que ele se transforma sob o grupo de Lorentz da seguinte forma:

P =Ty = ¢TSI (A0 = 9172571 (A0 = S (A) (2.3.2)

Onde utilizamos que ST(A) = e~ 5w (ST = 7°S~1(A)7°, pois na representacio de Weyl, (y*)1 =
72v#40, implicando que (S#*)T = ~05#~0  Consequentemente, o produto:

'Y =9STHA)S(A)Y = v (2:3.3)

é um escalar de Lorentz. De maneira similar, podemos mostrar que 17"t se transforma como um
quadrivetor, pois ST1(A)y*S(A) = A*,4¥. Utilizando esses dois bilineares e a invaridncia do produto
escalar de quadrivetores, podemos construir uma densidade de lagrangiana de Dirac que se transforme
como um escalar e que seja real:

»CDirac - 1/)(1’)’“5'p - m)w (234)

onde o primeiro termo é o cinético e my1) é o termo de massa do campo. Para encontrarmos a equagao
de movimento do campo de Dirac, iremos utilizar das equacoes de Euler-Lagrange para :

(iv"0, —m)y =0

aLDz'rac Pl aﬁDirac
i(“)#iﬁ'y“ +mi =0

api Ma(8,9)

=0, ¥/ =1p,)p = { (2.3.5)
A primeira equagdo de movimento é chamada de equacao de Dirac e a segunda é apenas seu adjunto
de Dirac. E importante notar que, além de ser invariante por Lorentz, a equacio de Dirac envolve apenas
derivadas de primeira ordem sob o espinor, algo que ndo conseguimos fazer para o campo escalar®.
A densidade de Hamiltoniana de Dirac pode ser obtida através da seguinte transformagao de Legendre
da densidade de Lagrangiana que encontramos:

HDi'r‘ac = 77080/(/) + 7?080’@[; - ﬁDirac (236)
Os momentos conjugados dos espinores v (z) e 1 (z) sdo 7° = % =ipy? =it e = a(g(ﬁ[)) =0.

Substituindo na expressao de Hpirac:

HDirac = i(_l’yja] + m)’(/} = '(/)T(_Z’YO'YjaJ + m)’(/J (237)

Como a Hamiltoniana é a integral espacial da densidade de Hamiltoniana:

HDirac = /d3xHDi'r‘ac = /d3x1/;(_l’7]aj +m)'¢) (238)

Esta é a Hamiltoniana do campo de Dirac livre. Tal expressao é importante para o processo de
quantizacdo candnica que utilizaremos mais adiante.

2Como o grupo de Lorentz ndo é compacto, nio conseguimos encontrar uma representacio finita e unitaria para este
grupo[18].

3Para escrevermos uma equacdo de primeira ordem para o campo escalar que fosse invariante por Lorentz, precisariamos
contrair a derivada do termo cinético com um quadrivetor, ou seja, v*9,¢. No entanto, isso necessariamente implicaria em
um quadrivetor privilegiado no espago-tempo, o que contradiz a invariancia por Lorentz.
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Interagao eletromagnética

A Lagrangiana de Dirac que acabamos de ver descreve um espinor de Dirac livre, visto que s6 temos o
termo cinético e de massa. No entanto, gostariamos de encontrar uma lagrangiana que incluisse a interagao
de 1 com o campo eletromagnético, o qual é dado pelo quadripotencial A*. Para isto, devemos adicionar

n / . o _ 1 v
o termo gAYy e também a lagrangiana do campo eletromagnético Lasazwerr = — 3 Fpu F* [11]. Desta
forma:

L = Lpirac + (A0 + Litazwen
= (70 — m)Y + q Ay — EF“”FW
= (iv" D, — m)y — iFWFW (2.3.9)
onde D, = 0, —iqA, é a derivada covariante e ¢ ¢ a constante de acoplamento entre o espinor de Dirac
e o campo eletromagnético, ou seja, a carga elétrica. Veremos mais adiante que, apds a quantizacao dos

campos, essa sera a lagrangiana da eletrodindmica quantica. Para encontrarmos a equacao de movimento
de 9 na presenca do campo eletromagnético, podemos utilizar a equagdo de Euler-Lagrange para v:

(i Dy = m) = [19"(9y — igA,) — mlip = 0 (2.3.10)

Esta é a equacao de Dirac para um espinor na presenga do campo eletromagnético.

2.4 Solucgoes livres da equacgao de Dirac

Agora que sabemos qual é a equacdo de movimento de um espinor de Dirac livre, iremos discutir
quais sdo as expressoes de ¢ que a obedecem. Além da equacdo de Dirac, cada componente do espinor
também obedece a equacdo de Klein-Gordon, uma vez que se aplicarmos (i7”9, + m) pela esquerda na
equacao de Dirac, obtemos:

(i7" 0y +m)(iv"0, — m)Y = (/40,0 + m*)p =0 (2.4.1)

Utilizando que v*v"8,0,, = 3{v",v"}0,0,, = 9,,0":

(0,0" +m?)h =0 (2.4.2)

Consequentemente, as solugoes podem ser escritas como uma combinacao linear de ondas planas. Tais
ondas planas podem ter frequéncia positiva ou negativa, ou seja, temos que dividir o problema em dois
casos. Primeiramente iremos abordar o caso de frequéncia positiva, no qual a solugao pode ser escrita
como[17]:

b(e) = u(p)e P (2.4.3)

onde u(p) é um bi-espinor, p° = E > 0 e p obedece o vinculo p?> = m?

equacao de Dirac:

. Substituindo esta solu¢do na

(P —m)u(p) =0 (2.4.4)

Por conveniéncia, podemos solucionar esta equagao no referencial do centro de massa e depois realizar
um boost genérico nela. No centro de massa, o quadrimomento é p = (pg = m,0). Logo:

m(y" = Du(po) = m ( II II) u(po) =0 = u(po) = Vim (g) (2.4.5)

onde ¢ é um espinor numérico qualquer de duas componentes, tal que £ = 1. O fator \/m que aparece e
a normalizacdo de & sdo escolhidos para uma futura conveniéncia. Além disto, fisicamente, £ é a direcao
do spin de um férmion de spin 1/2. Para obtermos uma solugdo védlida em qualquer referencial, iremos
realizar um boost na direcdo de x> e entdo extrapolaremos seu resultado para um boost qualquer:
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u(p) = 5" u(py) = exp{—;C (_g3 fg) }\/ﬁ (g) (2.4.6)

Utilizando a série exponencial, (¢3)?n = I e (0)>"*! = 03, paran =0,1,2,...:

- - () (5 ()
()
) : i () s (22)) 7 9
Pela definicio de rapidity, temos que e*3 = %pl. Como temos um boost apenas em z°, entao
lp|=p’e e*s = \/?. Portanto:

u(p) =

VETP (52) + VB (57) 0 (6
o T (15) + ()

()
u(p) = \/l%p?’ E0+p
( 0 VE - p3> ‘

Note que se definirmos o = (I,0) e 6* = (I, —0), entdo teremos que:

(V E-p? ﬁ) = VEI — p3o® = \/pio" (2.4.7)

0
VE + 0 f
( O“’ m) = VEI + p3o® = \/puo* (2.4.8)

Substituindo essa simplificacdo na equagao de u(p):

u(p) = (%g) (2.4.9)

Como £ é um espinor bidimensional, podemos escolher dois espinores linearmente independentes, ¢! e
22, para formar uma base para todas as solu¢des. Deste modo, as duas solucdes linearmente independentes
serao:

u’(p) = (%gg) , 5=1,2 (2.4.10)

Apesar de esta solucdo ser derivada através de um boost na direcdo de 23, esta expressdo vale pra
qualquer direcao arbitraria de p que escolhermos. Portanto, esta é a solucao geral da equacao 2.4.4. Para
que cheguemos na relacdo de normalizacdo do espinor u(p) devemos calcular seu produto interno, o qual
pode ser dado por ufu(p) ou @(p)u(p). No entanto, como vimos anteriormente, apenas (p)u(p) é um
invariante sob transformagdes do grupo de Lorentz. Deste modo, vamos calcular @(p)u(p):

@ (p)u” (p) = ul (p)y"u" (p)
= (e yppom ¢t pom) (? é) (%g)

= fST (pu5#)(pu0”)§r +§ST (pugu)(pu&“)fr

Note que (p.o*)(pu.o") = (po — pic®)(po + pic?) = p° — \p\2 = m?, o que também vale para

(puc*)(puct). Portanto:
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u* (p)u” (p) = 2mé&*T¢" (2.4.11)

Como ja comentamos, é conveniente que ¢ = 1, ou equivalentemente, §ST§’“ = 0°". Logo:

w’(p)u” (p) = 2mo°" (2.4.12)

Note que, apesar de a normalizagao ser invariante por Lorentz, ela é proporcional a massa e consequen-
temente se torna nula para campos sem massa. Portanto, no caso de m = 0, adotaremos a normalizacao
dada pelo produto interno u*f(p)u”(p), a qual é dada por:

w(p)u'(p) = (&1 ypuo™ &1 y/puo7) ( ﬁv,ﬁgg“ )
=& Tpote + &8 Tp,aher

=2E¢ ¢
= 2E6° (2.4.13)

Esta serd a normalizacio que utilizaremos para um campo v desprovido de massa. Agora que en-
contramos as solucgdes de frequéncia positiva e sua normalizacdo, podemos prosseguir a solucdo de ondas
planas com frequéncia negativa, a qual é dada pela seguinte expressao:

b(x) = v(p)e?" (2.4.14)

onde p? = m? e p® = E > 0. Substituindo esta expressio na equacio de Dirac:

(Ypu +m)v(p) =0 (2.4.15)
Fazendo o processo anédlogo ao de u®(p), encontraremos que:

s Puorn®
v¥(p) = (‘/\/Z—Jns) , 5=1,2 (2.4.16)

Aqui n® também é uma base de espinores bidimensionais. Similarmente ao caso de frequéncia positiva,
a normalizacao sera:

°(p)v(p) = —2md®", para m # 0 (2.4.17)
vl (p)v* (p) = 2E5°", para m =0 (2.4.18)

E importante notar que os bi-espinores u*(p) e v"(p) sdo ortogonais, pois:

@ (p)v" (p) = u'

s s _ 0 I \/DuoFn®
= (&P &T/paa7) ([ 0) <—\/£#Wns>
= &1 /ot \/pporn® — &1/t /o’
—0

(p)7"0" (p)

(2.4.19)

e analogamente, 7°(p)u”(p) = 0. Além do produto interno dos bi-espinores u*(p) e v"(p), devemos encon-
trar uma expressao para seu produto externo, uma vez que ele nos fornecerd uma relacdo de completeza
muito utilizada no calculo de amplitudes via regras de Feynman. Tal produto é dado por:

T(p)y°

u®(p)u®(p) = u®(p)u

- (VBT e vmer a7 1)
(\/pugugsfﬂ\/puau VDuo# S§ST\/p/LJu>

N S SN e Y e St SN
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Como &° forma uma base, entao 23:1,2 gsgsT = I. Logo:

u (p)i* () = ( m puo—“)

Dot m
0 ot 1 0
“n(gn 5)+m (s 1)
=pu " +m

Ao longo desta monografia, nos depararemos diversas vezes com a contragao das matrizes v* com um
quadrivetor. Tendo isto em vista, nés introduziremos a notagao p,y* = p. Deste modo:

Z u®(p)u(p) =p+m (2.4.20)

s=1,2

De maneira andloga:

S vip)e(p)=p-m (2.4.21)

Dadas as solugoes da equacao de Dirac livre e suas propriedades, estamos prontos para comecar a
abordagem quéntica da teoria de Dirac.

2.5 Quantizacao do campo de Dirac

Até este ponto nés abordamos a Teoria de Dirac de maneira cldssica, consequentemente, nosso préximo
passo é quantiza-la. Para isto, iremos utilizar o método da quantizagao canénica, o qual foi discutido no
capitulo anterior. Segundo este método, o campo 9(z) e seu momento conjugado 7° = irh' (x) devem ser
promovidos a operadores, de modo que, para um mesmo instante de tempo, eles satisfacam as seguintes
relacdes canoénicas[16, 17]:

{Wa(@), 95 (1)} = 0asd@ (x —y) e {$al2),95(y)} = {h(2),¥}(y)} =0 (2.5.1)

Note que diferentemente do capitulo anterior, nés utilizamos anticomutadores ao invés de comutadores
para descrevermos as relagdes candnicas. Isto acontece devido ao fato de o espinor de Dirac descrever fér-
mions de spin 1/2. Segundo o teorema spin-estatistica[19, 20], particulas de spin semi-inteiro (férmions)
obedecem a estatistica de Fermi-Dirac, ou seja, estados de n férmions idénticos devem ser antissimé-
tricos mediante um niimero impar de permutacoes entre seus nimeros quanticos. Matematicamente, a
estatistica de Fermi-Dirac implica que os operadores de criacdo e aniquilacdo de férmions devem obe-
decer relagbes de anticomutagdo ao invés de comutacdo, como as que derivamos no capitulo anterior ao
discutirmos o espaco de Fock para particulas sem spin.

O operador campo de Dirac pode ser escrito como uma combinacgao linear das solugdes livres da
equacao de Dirac que encontramos na segdo anterior, onde seus coeficientes sdo operadores de criacao e
aniquilacdo, de maneira andloga ao que fizemos para o campo escalar. Logo:

5,8 —ip st, s ipuzt
Z/ e 2E‘p| [b u®(p)e +dg'v¥(pe ] (2.5.2)

st st ippxt s ..sT —ip
Z / 2 2E| ‘ [bpu (p)e®" 4+ d2v*t (p)e ] (2.5.3)

Onde os operadores bf)T criam férmions associados ao espinor u°(p), enquanto d‘;‘)T cria férmions refe-
rente a v*(p). Além disto, como discutimos, os operadores de criacdo e aniquilacio de férmions devem
obedecer relagoes de anticomutacao, as quais sao:

{05,001} = {d5, di, T} = (27)%6@) (p — p')o*" (2.5.4)
{5,001 = {5 f,00, T} = {d,dn, } = {d3F,dr, L =0 (2.5.5)
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Para verificarmos se estas expressdes de 1(x) e ' (z) obedecem as relagdes candnicas, iremos calcular
os anticomutadores fazendo uso das mesmas:

dSII ; o T

E b? bT/T S rf —i(puxt—ptyt)

{¥(z) E // ; 2 e {p? p Y (p)u"(p)e +
s=r=1 |p\ T p’|

{dfj,d;,}vs(p)v”(P)ei(p“m“_p/“yu)} (2.5.6)

(), 01 (1)} = Z/ 5 2E|p\ {us(p)u”(p)eimm”y“>+vs(p)v”(p)eil’u(z"'y”]

2
/( 2E|p‘ [Z“ 7V ”7“(“y“)+sz(p)@5(p)70e%<z“y”] (2.5.7)
s=1

Utilizando a expressao do produto externo que encontramos anteriormente:
W@ W) = [ B[ mp e )y mpgeinr =) 258
’ (2m)3(2E|p))

= (i, +m)7° / d’p e—ipu(@" =) | gipu (2t —y")
r (27‘(‘)3(2E‘p|>

e utilizando a defini¢do: iA(z —y) = [ #QPEH) [e=Pu(@"=v") 4 (@ =¥ " obtemos:
P
{¥(2), ¥ (y)} = (i@, + m)y"iA(x — y) (2.5.9)

No capitulo anterior, vimos que iA(x — y) é uma fun¢io invariante por Lorentz que se anula para
intervalos tipo espaco ((z—y)? < 0). Consequentemente, nossos campos anticomutam para intervalos tipo
espaco. Esta condicdo é suficiente para garantir a causalidade relativistica, uma vez que os observaveis
serdo construidos através dos bilineares do campo de Dirac e teremos que [O1, 03] = 0 para (z —y)? <
0[17, 19]. Para calcularmos este anticomutador no mesmo instante de tempo, basta fazermos = = (¢,x)
ey = (t,y) na equagao 2.5.8:

3
{v(t.x), 91 (t.y)} = / (27T)3d(2pE||) [(sz +m)n e ) - ( — )y )

d*p 0 i 0_ip-(x—y) 0 i 0_ip-(x—y)
/(27T)?’(2E|p|)[(pw —py +m)ye + (poy” +piy' —m)ye

Onde fizemos p — —p no segundo termo e utilizamos que a integral é simétrica sob essa troca. Como
Po = Ep:

3
{v(t,x), 0" (t,y)} = / g&,em(xﬂ) =9 (x ~y) (2.5.10)

De maneira similar, podemos mostrar que {¢(z),%(y)} = {¢f(x),¥'(y)} = 0. Portanto, vemos que
Y(z) e T (x) de fato obedecem as relagdes candnicas de anticomutacio para o mesmo instante de tempo.

Nosso préximo passo para quantizar a teoria de Dirac é encontrar a Hamiltoniana para o campo ¥ (z).
Para isto, o método de quantizacdo candnica nos diz que devemos considerar a mesma Hamiltoniana
da Teoria Cléassica de Campos, porém substituindo os campos cléssicos pelos operadores quanticos que
satisfazem as relagoes candnicas que discutimos acima. Substituindo o campo quéntico de Dirac (equagéo
2.5.2) na Hamiltoniana cldssica que encontramos anteriormente (equagio 2.3.8):

Hpirae = /d:”xw [Z/ P 2E‘ [bge‘i’””””“(vjpj +m)u’(p) + dy e (= p; +m)vs(p)n
(2.5.11)

Pelas equagoes de Dirac para os espinores u®(p) e v*(p) (2.4.4 e 2.4.15), temos que:
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(¥'p; + m)u®(p) =°pou’(p) e (—v'p; +m)v*(p) = —7"pov®(p) (2.5.12)

Portanto:

E Hos st _ipuzt, s

Substituindo a expressdo do conjugado hermitiano do campo de Dirac (equagdo 2.5.3):

dedSPdi’) ' E T r ipl xt ] —ip s —ipyxt s st _ipuzt, s
HD'L'rac: Z /// 6 El‘p/‘l |:b T T(p) p“ } +dp/'U T(p/)e n ,:| |:bp6 Pu }’LL (p)fdee Pu®q (p)i|

s=r=1

(2.5.14)

d3$d3pd3 ! E T s, s —1 —p’ )zt T st,r s % Yt
Hpirae = Z / / / )0 E|‘pp"| [bp'prU H(p"yu (p)e o™ — oy T T (pyo® (p)e! 47

s=r=1
g by (p Ju® (p)e ™ Php” — dg'déT”ST(p/)vs(p)ei(“me)“?”}
(2.5.15)

d3p rips, s T 78 T s %
Hpirac =Y /2(2ﬂ)3 [prbpu T )yu (p)—b5Tds TuT (p)v (—p)e Pl

T 1S st s —2iB5 _ gr gsT,,sT s
Sy 0 ()0 (B)e R — o ()0°(p)

(2.5.16)
Utilizando as expressoes do produto interno de espinores que calculamos anteriormente:
ddp Z strs s 3s T
Hpirac = /WE\N Z [bp bp — dpdy, (2.5.17)
s=1

Como {dy, d5, '} = (2m)36®) (p — p')67:

s=1

Hpirac = / Epp, [Z [b;fb; +d3t d;} — (27r)35(3)(0)‘| (2.5.18)

Note que o ultimo termo desta Hamiltoniana resulta uma contribuicao divergente para Hp;rqc. NO
entanto, este termo nao é um problema, uma vez que s6 podemos medir diferengas de energia e a Hamil-
toniana estd diretamente ligada a energia do sistema. De maneira andloga ao que fizemos com o campo
escalar, podemos contornar esse infinito aplicando a ordenacdo normal, a qual nos levara a seguinte
Hamiltoniana:

d3p 2 sTps s T 7s
HDi'rac = / WE‘M Z [prbp + dedp:| (2519)
s=1

Com este resultado e a expressao dos campos, nos temos a Teoria Quéantica de Campos para descrever
férmions de spin 1/2 livres.
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Capitulo 3

Campo vetorial

No capitulo anterior, vimos que os tipos de campos estao associados as diferentes representacoes do
grupo de Lorentz. Além disso, vimos que foi necessario introduzir um campo vetorial A, para descrever as
interagoes eletromagnéticas. Deste modo, este capitulo visa discutir o campo vetorial, que se transforma
segundo a representacao vetorial:

VE(x) — V' (x) = A*, VY (A ) (3.0.1)

Isto significa que o campo vetorial é um conjunto de quatro campos que se transformam como as
componentes de um quadrivetor de Lorentz, o que pode ser indicado por:

(
Vi(z) = E (3.0.2)
(

O campo vetorial pode ser real ou complexo, dependendo se cada uma de suas componentes é real
ou complexa. Quando quantizado, este tipo de campo estard associado a particulas de spin 1, como por
exemplo os bésons W, Z) e o foton (A4,,).

A Lagrangiana do campo vetorial

Para um campo vetorial real livre V# de massa m, a Lagrangiana mais simples é a de Wentzel-Pauli[11],
dada por:

Lwp = —i (0,Vi — D, V.)(@HVY — V)] + %mZV“VM (3.0.3)

Definindo um tensor de ordem 2 F** = 9,V, — 0,V,,, esta lagrangiana pode ser escrita da seguinte
forma:

1 1
Lwp =~ FuF" + §m2V“V,, (3.0.4)

Note que esta lagrangiana é invariante por Lorentz, uma vez que os campos aparecem sempre con-
traidos. Utilizando as equagdes de Euler-Lagrange[11], vemos que cada componente do campo vetorial
deve obedecer a seguinte equacao de movimento:

aﬁwp _ (9 aﬁWP

oV L) 0 = O F" +m’V¥ =9"0, V" — 8"9,V* + m*V" =0 (3.0.5)
i

onde esta equagao é conhecida como equacao de Proca.

O principal foco deste capitulo é o campo do féton, uma vez que ele é o mediador das interagoes
eletromagnéticas e estas serdo exploradas mais adiante. Portanto, nas préximas segoes, abordaremos
apenas o caso do campo vetorial livre, real e sem massa, que descreve o fé6ton na auséncia de fontes
externas.
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3.1 Campo vetorial livre e sem massa

A fim de obtermos a lagrangiana para o campo do féton, devemos impor m = 0 na equagao 3.0.3 e
assumir um campo real:

£y = 1 [OuAy — QAN A" — 0 A)] = — L F (3.1.1)

Esta é exatamente a lagrangiana de Maxwell que utilizamos no capitulo anterior para incluirmos as
interagoes eletromagnéticas na teoria de Dirac. Através das equagoes de Euler-Lagrange, chegamos nas
seguintes equagoes de movimento para o campo do féton:

oL, , oL,

oar g any ~ 0 = Qb =000, A7 = 079, A4" =0 (3.1.2)
w

E importante destacar que a lagrangiana L., apresenta invaridncia por transformagoes de Gauge do
tipo:

Au(z) = Au(z) + 0, f(2) (3.1.3)

onde f(x) é uma fungdo arbitraria. Portanto, a simetria de Gauge possibilita a escolha de uma fungao
f(x) tal que 9, A" = 0. Tal escolha é conhecida como Gauge de Lorenz[11]. Ao aplicar o Gauge de Lorenz
nas equagoes de movimento do campo do f6ton (equagdo 3.1.2), é possivel simplifica-las:

019, AY =0 (3.1.4)

Este resultado! nos mostra que cada componente do campo do féton deve obedecer & equacdo de Klein-
Gordon para campos sem massa. Consequentemente, a solu¢do para cada uma delas é uma combinacao
linear de ondas planas, como ja vimos anteriormente. Portanto, o campo vetorial livre e sem massa do
f6ton pode ser escrito como:

d3k
0= [ sy

onde a, (k) sdo funcoes complexas de k* = (Ex, k) e Fx = |k|. Esta expressao deve obedecer o Gauge de
Lorenz que foi imposto anteriormente, o que, no espaco de momento, implica no seguinte vinculo:

[au(k)e*im” + aL(k)e“““my} (3.1.5)

kta, =0 (3.1.6)

a qual estabelece uma condicao de ortogonalidade em quatro dimensoes. Existem trés vetores linearmente
independentes que sdo ortogonais a k/*[21], sendo o primeiro k,, visto que para um féton k*k, = 0. Os
outros dois, ei(k) (s = 1,2), podemos escolher como sendo vetores puramente espaciais que sdo ortogonais
entre si e também a k, isto é:

e =0
Efk'i =0 (3.1.7)
eferi — &

Utilizando estes trés vetores, podemos reescrever a funcao a, (k) da seguinte forma:

a,(k) = kue(k) + Y e (k)ag, (3.1.8)

onde c(k) e af sdo fungdes complexas de k. Utilizando este resultado na equacgdo 3.1.5, nés podemos
decompor A, (x) como a soma de sua parte ortogonal a k* e a paralela:

LAlém de ser uma equacgido de Klein-Gordon para um campo sem massa, essas sao as equagoes de Maxwell, quando
identificamos as componentes de A, e suas derivadas com os campos elético e magnético.
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Au(x) = All(z) + A (x) (3.1.9)

onde:

d3k N v : v
[ — - —ik,x T ik, x
Al (z) = / NI [kuc(k)e + Eucf (ke } (3.1.10)
d3k 22 s s —ik, " s * st ik,z"
Ai_(x) _/W |:€‘u(k)ak€ [ +Eﬂ(k) ak [ i| (3111)

Note que, Aﬂ(x) pode ser escrito como o gradiente quadridimensional de uma fungao escalar utilizando
que ke~ =g, etk

d*k

_ - —ik,x¥ ik, x”
Al(2) = d,9(x), g(a) = / arran <00 — (ke } (3.1.12)
Substituindo este resultado na equacao 3.1.9:
Au(x) = Ay (x) + dug(x) (3.1.13)

Devido a simetria de Gauge, se A, () é uma solugao de 9*9, A” = 0, entdo A}, () = A,(r) —0,9(x) =

Aﬁ (x) também é2. Logo, podemos realizar uma transformagcio e eliminar a componente A/HL(ac)

dSk s s —ik,x" s * 5T ik, x"
AM(Z‘) :/mz; [eu(k)ake M +6M(k) Clk eH :| (3114)

2
s=

S

5,(k) sdo os quadrivetores de polarizagdo do campo vetorial A, (z).

Fisicamente, €

3.1.1 Quantizacao do campo vetorial sem massa

Agora que temos a expressao do campo vetorial cldssico e sem massa, nosso préximo passo é quantiza-
lo. De maneira anédloga ao campo de Dirac, iremos utilizar o método de quantizacdo candnica. Primeiro,
devemos promover o campo A,(z) e seu momento conjugado 70 = A, (z) & operadores, de modo que,
para um mesmo instante de tempo eles obedecam as seguintes relacées de comutacgao:

[Au(2), A (y)] = i6",6P (x —y) e [Au(2), A (y)] = [Au(2), A (y)] = 0 (3.1.15)

Aqui utilizamos relagoes de comutagdo no processo de quantizagdo, pois segundo o teorema spin-
estatistica[19, 20], bdsons de spin 1 obedecem a estatistica de Bose-Einstein.

Ao promovermos o campo A, (z) a operador, sua expressdo ¢ a mesma que encontramos na secdo
anterior para a Teoria Clédssica de Campos. No entanto, de maneira andloga aos campos escalar e de
Dirac, as fungdes complexas ay, sdo os operadores de criagdo e aniquila¢do. Logo:

d3k s s —ik,xt s * st _ik,x*
AH(CE) :/mz [Gu(k)ake K +6N(k) akTe M :| (3116)

s=1

onde ay, e af’cT sao operadores de criagao e destruicao, respectivamente, para fétons com polarizagao ei(k)
e momento k. Como discutido no primeiro capitulo, as relagdes de comutagao canonica (equagao 3.1.15)
resultam nas seguintes relagoes para aj, e afj:

[af,al '] = 21)20° 6 (k —X') e [af',al "] = [a5,af] =0 (3.1.17)

Para verificarmos este resultado podemos calcular explicitamente o comutado:

2Note que 9, A" (x) = —8,0g(z) = —OuALt#(z) = 0, uma vez que 9, A+H(x) o< kMk, e k*k, = 0. Portanto, esta
segunda transformagdo conserva o Gauge de Lorenz que utilizamos anteriormente.
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2

. d*k d*k’ VN aE . ar, e iFaz® —kyy®)
[A#((E),A (y)] = (27T)3\/E(27T 3 2Ek/ Z k(] _6 (k)[ak7a’k’ ]6 “ *

et (k)e™ (k) ag!, ale “’“““'“:”ya))

I

2

. 3 o o
[Au(x), A% (y)] = —i / @#’%2“ <e;(k)a”*(k)ezka(w =) g e (ke () ek e v >>

(3.1.18)
Utilizando que kg = k° = By, 2° =4 e Zg L€, (k)e?” (k) = —g;, = =0y [17]:
AV V% d’k ik(x—y) —ik-(x—y)
[Au(z), A (y)] = i0,, 2n)2 e +e (3.1.19)
Fazendo k — —k no segundo termo e utilizando que a integral é simétrica sobre esta troca:
AV vy d’k ik (x—y) - sv £(3)
[Au(z), A”(y)] = i0,, o) e =i0,,0"" (x —y) (3.1.20)

De maneira aniloga, podemos demonstrar que [A,, (), A”(y)] = [A,(z), A (y)] = 0. portanto, vemos
que o operador campo A, (z) obedece as relacoes canbnicas de comutacio.
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Capitulo 4

Teoria de Espalhamento

Desde o século XX, experimentos envolvendo a colisdo de particulas com um alvo nos possibilitam
estudar quem sdo as particulas fundamentais, suas propriedades e a maneira como elas interagem. Para
descrevermos e compreendermos este tipo de experimento, uma das principais ferramentas necessarias é
a teoria de espalhamento. Tal teoria introduz o conceito de amplitude de espalhamento, a qual, quando
conectada a teoria de pertubacdo, se torna uma ferramenta imprescindivel para que consigamos calcular
o momento magnético anéomalo do Mion. Desta forma, esta se¢ao serd dedicada ao estudo do fendmeno
de espalhamento e a teoria por tras dele.

O objetivo desta secdo é utilizar a teoria de espalhamento para calcularmos a probabilidade de um
determinado processo acontecer. Para isto, serd necessario discutir o conceito de secao de choque e sua
relagdo com a probabilidade. Além disto, discutiremos o formalismo de matriz de espalhamento, o qual
em conjunto com a série de Dyson serd utilizado para calcularmos a secao de choque.

4.1 Secao de Choque

A secao de choque, denotada por o, é definida como a area efetiva de colisao que para um processo
especifico. Além disto, ela também é uma medida da probabilidade de particulas colidirem e resultar
em um determinado estado final, visto que a probabilidade é diretamente proporcional a area efetiva de
colisdo. Como exemplo, vamos analisar a colisdo frontal de um pacote de particulas ¢ com outro pacote
d.4 que esta fixo, como representado na figura 4.1. Tais pacotes apresentam uma densidade de particula
constante (p4 e pp) e comprimentos [ 4 e 3.

Pacote B

Pacote A

Figura 4.1: Colisao frontal de dois pacotes de onda, onde ¢4 é o alvo fixo e ¢p é o feixe.

Neste caso, podemos escrever a probabilidade de uma particula de ¢z ser espalhada como sendo a
razdo entre a area efetiva (A.rs) de colisdo e a area delimitada pela interseccao dos pacotes (A;):

Aeff
P— 4-1.1

Como ¢4 é o alvo fixo, entdo a drea efetiva de colisdo é a soma da se¢do de choque de cada particula
(o) de A que esteja contida na intersecgdo dos pacotes, ou seja:

Aeff = NAiO' (4.1.2)
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O ntmero de particulas de A na drea de intersec¢ao é o produto entre a densidade de particulas na
secao reta do pacote (pala) e A;. Logo:

Acyr = paladi o (4.1.3)

Substituindo esta expressdo na probabilidade (equagdo 4.1.1):

PZpAlA g (4.1.4)

Outra forma de definirmos a probabilidade de espalhamento de uma particula de B é através da razao
do nimero particulas espalhadas (Ng.¢) e nimero de particulas incidentes no alvo (pplpA;). Deste modo:

Nie N
t :P:pAl_AU:>O': t

_— 4.1.5
pBlBA; pBleAipala ( )

Note que, assim como definido, ¢ possui unidade de area e é proporcional a razdo entre o nimero
de particulas espalhadas e incidentes, nos fornecendo assim uma medida de probabilidade de ocorrer o
espalhamento. Além disto, vemos que o resultado que obtivemos é simétrico em relagio as grandezas
de ¢4 e ¢, nos mostrando que poderiamos ter tomado o referencial de B, onde ele seria o alvo. Esta
simetria vai além desses dessas duas escolhas, pois a se¢ao de choque total é um invariante de Lorentz[17].

Vamos considerar agora que o alvo consiste em uma tunica particula, ou seja, Ng; = A;pala = 1.
Além disto, as particulas incidentes estao distribuidas uniformemente em relagdo ao alvo e cada uma
delas conta com um parametro de impacto b (Figura 4.2).

Figura 4.2: Colisao frontal

Para este caso, a expressao da segdo de choque (equacao 4.1.5) é escrita como:

o = Noct (4.1.6)

~ pals

A probabilidade de uma particula ser espalhada por A deve depender do seu pardmetro de impacto,
ou seja, P(b). Deste modo, para um determinado b, o ntimero de particulas espalhadas é o produto da
densidade de particulas B na secio reta (np(b)) e a probabilidade P(b)

dN,.; = ns(b)P(b) (4.1.7)

Para obtermos o niimero total de particulas espalhadas, devemos integrar sob todos os parametros de
impacto. Além disto devemos notar que estamos trabalhando com uma densidade uniforme de particulas
na segdo reta, ou seja, np(b) = pglp. Portanto:

Neww = puls [ & P(b) (4.1.8)

Substituindo este resultado na expressao da secio de choque (equagdo 4.1.6):
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o= /d% P(b) (4.1.9)

Para casos mais complexos, onde as densidades ndo sao uniformes, calcular a interacdo entre as
particulas exige uma abordagem diferencial da secao de choque. Deste modo, é comum definir a se¢ao de
choque diferencial g—g como sendo a razao entre o numero de particulas espalhadas em um angulo sélido
d§2 e o niimero de particulas incidentes por unidade de area. Consequentemente, a secao de choque total
serd a integral sobre o angulo sélido:

do
U—/d—QdQ (4.1.10)

Na teoria de espalhamento, o calculo da secao de choque diferencial depende de um objeto chamado
matriz de espalhamento. Deste modo, nosso préximo passo consistira em definir a matriz de espalhamento
e encontrar a equagao que a relaciona com a se¢ao de choque infinitesimal.

4.2 A matriz de espalhamento S e sua relagdo com a secao de
choque

Em problemas de espalhamento, o pacote ¢4 é criado longe do alvo (¢p) em um passado distante.
Em seguida, esse pacote se propaga em dire¢do ao alvo, de modo que ao se aproximar dele ocorre uma
interacdo e varios fragmentos de pacote de onda (¢1, @2, ..., ¢,,) sdo espalhados em diversas diregdes. A
interagao pacote-alvo ocorre efetivamente apenas nas vizinhancgas do alvo e consequentemente, tanto no
passado como no futuro distante, os pacotes de onda se propagam de maneira aproximadamente livre.
Deste modo, se [ 4PB),, € |$p102...0n),,, s30 os estados do sistema antes e apés o espalhamento, entao
a evolucdo temporal' deles para o passado e o futuro distante, respectivamente, nos levard a estados
aproximadamente livres:

t’griloo Ur(t',t) |¢A¢B>m = |¢A¢B>o (4.2.1)
t,EIEm Ur(t',1) [$102.--0n) pup = |$1602-.0n) (4.2.2)

Utilizando que a evolugdo temporal é unitaria:

[0.408) 1, =, lim _UJ(¥',1) |a05), (4.2.3)
[9102.-.00) gy = t,l_i)ffoo UT(t 1) |$162..-0n)q (4.2.4)

Através deste resultado podemos calcular a amplitude de probabilidade de o espalhamento ocorrer,
uma vez que ela é dada pelo overlap entre os estados in e out:

out (162--0n[0.408) 5, = 1m0 ($102...6n| Ur (¥, )UF (=¥, 1) |6 408),
= lim o (¢162...¢n] Uit U (t, —t') |p.ad8),

out ¢1¢2---¢n|¢A¢B in — 0 <¢1¢2¢n| t/l—i)IJIrloo UI(t/7 _t/) |¢A¢B>0
out (D102 On|OADB) 11, = 0 (P102...0n| S |P.A0B), (4.2.5)

O operador de evolugdo temporal S = limy 4o Ur(t', —t') é chamado de matriz de espalhamento e
possui toda a informacdo de como os estados inicial e final, assintoticamente livres, evoluem no tempo.
Apesar de incluirmos a interagdo entre as particulas em nossa teoria, ainda existe probabilidade de que
as particulas passem uma pela outra sem que haja interacdo. Tendo em vista este fato, podemos escrever
a matriz de espalhamento da seguinte forma:

( )
out <¢1¢2¢n|¢¢4¢8>1n

( )

( )

S=TI+iT (4.2.6)

INote que aqui estamos nos referindo a evolucdo temporal na representacio de interacio.
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onde a identidade I representa a parte livre e operador de transicdo 7 esté ligado aos espalhamentos em
que hé interacdo. Substituindo isto na equacao 4.2.5:

out (D102 Pn|PAPB) 1, = 0 (D102 On| I |GadB)o + 0 (P102..- 00| iT [Pa08), (4.2.7)

A probabilidade que desejamos calcular nesta secdo é aquela em que o estado final do espalhamento
de A e B seja diferente do inicial. Portanto, para calcularmos P(AB — 123...n), devemos considerar
apenas o segundo termo da equacao 4.2.7, pois esta amplitude conta apenas com operador de transi¢ao
e consequentemente apenas espalhamentos em que ocorre interagdo sao computados. Utilizando que a
probabilidade é o médulo ao quadrado da amplitude:

P(AB — 123...n) = |o (10200 | iT |Ppa05), | (4.2.8)

Para que possamos definir a amplitude de espalhamento mais adiante, é conveniente escrevermos os
estados na base de autoestados de momento. Utilizando a relagdo de completeza da base de momento, o
estado [p4¢B), pode ser escrito como:

d3k &k
64080 / / A 277)3\/2?5 Ik aks) (kaks|dads), (4.2.9)

Figura 4.3: Colisdao frontal entre o pacote B e A, onde o incidente conta com um parametro de impacto
b em relacao ao alvo.

Nés sabemos que (kakg|pa¢n), = da(ka)ds(ks). No entanto, como mostra a figura 4.3, o pacote
B possui um parametro de impacto b em relagdo a A, o que implica que ¢p(kg) possui uma fase e~ tks'b
relativa a ¢ 4(ky), que leva em conta o deslocamento entre o centro dos pacotes. Podemos explicitar
essa fase fazendo ¢5(kp) — ¢5(ks)e %8P e consequentemente ¢;(kp) passa a ser uma funcio de onda
colinear a ¢ 4(k.4). Deste modo, a equagao 4.2.9 é escrita como:

&k 4Pk .
6a02)y = [ / i T (e Al o) k) (4.2.10)

Substituindo este resultado na expressdo da probabilidade (equacao 4.2.8):

. d3k/ . /
P(AB — 123...n) // 27)3 QE VIE; (2my 2El¢'(kj)¢;(k'j) e kBTKBIP| (61 o] T |kakp)|?
i=AB 7T

(4.2.11)

Podemos considerar um estado final cujo o momento das n particulas esteja dentro de um intervalo
infinitesimal d®pd3ps...d>p,,, de modo que a probabilidade seja o produto entre o intervalo, devidamente
normalizado, e a amplitude do espalhamento[17, 22]:

- d’py &Pk, PK o
P(AB 123..n) = — J J (kb (K —i(kp—k'p)'b
(A8 = ™) H (2m)32E5 j_l;ls// (27T)3\/27Ej(277)3\/2>E;¢J( 7)05(K'j) | e

[(P1P2--Pnl iT |kaks)|?

(4.2.12)

39



onde o termo (27)32E; aparece devido a normalizagio dos estados.
Devido a conservacio do quadrimomento, a matriz 7 deve conter um fator 6 (k4 + kg — Z?:l D)
Explicitando este fator, podemos escrever a amplitude (p1psa...pn| T |kakp) como:

(P1DP2.-Pn|iT [kakp) = (27r)454)(k,4+k372pf iM(ka, ks — py) (4.2.13)
F=1

onde M ¢é chamada de elemento de matriz invariante. Substituindo esta definicdo na expressao da
probabilidade:

P(AB —123..n) H 11 // @k, Pk 6:(k;) ¢t (K ;) | eilke—K'e)b
VAN J
= 27r 32Ef JEAB (2m)3\/2E; (273 25 J

2m)36W | ka+ks—> pp | 6@ [Ky+ ks =D ps | IM(ka ks — ps)l
= =
(4.2.14)

Anteriormente, nés mostramos que no caso de varias particulas incidentes e apenas um alvo, a se¢do
de choque é a integral da probabilidade sobre o pardmetro de impacto (equagdo 4.1.9). Portanto, esse
resultado nos permitira estabelecer uma relagao entre a se¢cdo de choque e o elemento de matriz invariante.
No entanto, é importante lembrarmos que estamos lidando com um intervalo infinitesimal no espaco
de momentos e consequentemente, a secao de choque que encontraremos é infinitesimal. Utilizando o
resultado 4.1.9:

n

& _a’py // d3k; d*K/, o (o k) b
do = | I (KNG (K i —ke
o / 271- 32Ef j—l;[B (271-)3\/27@(2@3 2E§¢J( J)¢]( ]) e

@2m)30W | ka+ks =Y pp | 6@ [ Ky+kg—> ps | IM(ka,ks = pg)l
f=1 f=1
(4.2.15)

Calculando essas integrais?, nés obteremos que a relacio entre a secio de choque infinitesimal e a
amplitude de espalhamento é dada por:

1

do = dll, 2 4216
g 4EAEB|VA—VB‘|M(p'A7pB %pf)| ( )
Onde:
45(4) N
1;[ 27T 32Ef (2m)%6" | pa +pB fElef (4.2.17)

é chamado de diferencial de espago de fase invariante de Lorentz e |v.4 — vg| é a velocidade relativa entre
os pacotes A e B.

4.2.1 Foérmula de reducao de LSZ para campos escalares

Até este ponto, vimos que o elemento de matriz invariante desempenha um papel fundamental no
calculo da secdo de choque. Portanto, nosso préximo passo é desenvolver um procedimento que nos
permitira calcular M a partir dos campos quénticos associados as particulas que serdao espalhadas. Nesta
secdo, focaremos na derivagdo para o caso do campo escalara quantico, mas vale ressaltar que os outros
tipos campos apresentam resultados similares.

Por definicao, a expressao para o elemento de matriz invariante é dada pela equacao 4.2.13:

2A resolucio dessas integrais pode ser encontrada no apéndice D.
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n
(P1P2.-PnliT [kakg) = (27)*6W (ka+ ks — Y py) iM(ka, ks — py) (4.2.18)
f=1
Observe que, do lado esquerdo da equacao, temos o operador de transi¢cdo, que consiste na parte da
matriz de espalhamento S onde ocorre efetivamente a interacdo de particulas. Por sua vez, a matriz de
espalhamento é definida como o operador tal que (Equagdo 4.2.5):

(P1P2.--Pn| S [kaks) = out (P1P2-..Pnlkaks),, (4.2.19)

onde |k kg),;, ¢ o estado inicial em ¢ = —o0 e |p1P2...Pn),,; consiste no estado final em t = +o0.
Assumindo que essas particulas estdo associadas a um campo escalar ¢(x), podemos reescrever esses
estados usando os operadores a'p(t), que criam uma particula de momento p em um instante de tempo
t, e o estado de vdcuo |Q?) da teoria com interagao, da seguinte maneira:

|k akg),;, = \/kaAw/2kaaLA(—oo)alT(B(—oo) 1) e |PiP2...Pn)yy = \/2wp1...\/2wpnai)l(—|—oo)...al,”(—I—oo) |€2)

(4.2.20)

Substituindo este resultado na equagao 4.2.19:

nt2
(P1P2-Pal S[kaks) = 2°7 /By y/ieg /T ey/Bp, () (+00)...ap, (+00)a],, (—00)a,, (~o00) [2)
(4.2.21)

Note que os operadores de criacao e aniquilagao estao ordenados temporalmente. Deste modo:

n+2
(P1P2---Pn| S [kakp) =2 2 /Wi, WikzWp, -.-Wp, (T [apl(—I—oo)...apn(—l—oo)aLA(—oo)altg(—oo) |€2)

(4.2.22)

Devido a presenca do operador de ordenacgao temporal, a expressao acima pode ser escrita como:

n+t2
(P1P2...Pn| S [kakp) =277 /Wi, Wi Wp, ---Wp,,

(T [[ap, (+00) = ap, (~00)]-[ap, (+00) = ap, (=0)]laj,, (~o0) — al,, (+00)][al,, (~oc) —af,,

(4.2.23)

Se realizarmos estes produtos, todos os termos além do que tinhamos antes serdo nulos, uma vez
que a ordenagio temporal faz com que qualquer um destes termos extras tenham (| alT(A »(+00) =0 na
esquerda ou ap, . (—00) [€2) = 0 na direita. Para relacionarmos esta expressao envolvendo os operadores
de criagdo e aniquilagdo com os campos escalares, iremos utilizar a seguinte identidade:

i/d‘lxeip“x“(D +m?)p(z) = 1/2wplap(+00) — ap(—00)] (4.2.24)

onde este resultado encontra-se derivado no apéndice E. Substituindo esta expressao em 4.2.23:

(+00)]] 12

(P1P2-.-Pn| S [kaks) = {z‘/d‘*wimmi(m +m2)] [i/d4xgeip5umg(ljg+m2)} {i/d‘*zleimm‘(ml +m?)

[z‘/d‘*mne“’w”ﬁ(mn +m2)] QT [p(xa)p(xp)d(21)...0(2n)] [€2)

(4.2.25)

Este resultado é conhecido como a férmula de redugdo de Lehmann-Symanzik-Zimmermann (LSZ) e
relaciona os elementos da matriz de espalhamento com uma expressao que depende dos campos escalares
quénticos ¢(z). De maneira similar, também pode-se derivar uma férmula de reducdo de LSZ para
campos de Dirac[23]:

(P1P2-.-Pn| S [kaks) = {Z’/d4eripAﬂxﬂZus,4(pA)<_iaA+m2>} [i/d4x3€ip6“xgus’3(p5)(—i(33+m2)

. [i/d4x1eiplf"m;1busl(p1)(i<?1 +m2)} {i/d“xne“’wwiu” (p2)(ida +m2)} (QUT [Y(za)p(xp)d(x1).b(20)] Q)

(4.2.26)
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Capitulo 5

Diagramas de Feynman

Calcular as amplitudes de espalhamento desempenha um papel fundamental na fisica de particulas
e desempenhard um papel crucial posteriormente, quando determinaremos o momento magnético dos
férmions. Como discutido no capitulo anterior, a Hamiltoniana de interacdo nos permite calcular a
matriz de espalhamento por meio da série de Dyson e consequentemente nos proporciona a amplitude de
espalhamento. No entanto, é importante destacar que a resolucao da série de Dyson geralmente nao é
uma tarefa trivial na maioria dos casos.

Portanto, neste capitulo, temos como objetivo apresentar um método alternativo para a obtengao da
amplitude de espalhamento. Este método se baseia em uma representagao diagramatica para cada termo
da série, que sao conhecidos como os diagramas de Feynman. Isso nos oferece uma abordagem visual e
intuitiva para entender e calcular as amplitudes de espalhamento, tornando o processo mais acessivel e
compreensivel, especialmente em cenarios complexos de interagdo de particulas.

A fim de construirmos os diagramas de Feynman e suas respectivas regras, serd necessario discutir
tépicos como o estado de viacuo em um sistema com interacdo, produtos com ordenacao temporal e
contracoes de Wick.

5.1 O estado de vacuo em um sistema com interacao

Em um sistema sujeito a interagoes, com Hamiltoniana H = Hy 4+ Hj, é importante observar que
seus estados proprios de energia geralmente diferem daqueles da teoria livre, representada por Hy. Como
resultado, o estado de menor energia deste sistema nao corresponde ao vacuo da teoria livre, denotado
por |0), mas sim a um estado |[2) que satisfaz a seguinte relacao:

HI|Q) = Ey Q) (5.1.1)

onde Fj representa a menor energia possivel para o sistema. No entanto, conforme discutido no capi-
tulo anterior, em problemas de espalhamento, os estados que representam os pacotes de particulas sao
aproximadamente livres a medida que ¢ — +o00. Deste modo, o viacuo da teoria com interagdo pode
ser aproximadamente escrito como a evolugao temporal do vacuo da teoria livre a partir de um instante
t — —oco até um instante g, o qual escolhemos como sendo 0:

) = A; lim_U5(0,4)[0) (5.1.2)

De maneira similar, temos que (| = Ny lim;_, o Ur(t,0)0). Aqui, N; e Ny sdo constantes inseridas
para garantir a normalizagdao do estado de vacuo da teoria com interagdo em qualquer instante de tempo,
ou seja, (2|Q) = 1, tal como na teoria livre ((0]0) = 1). Assim, elas devem satisfazer a seguinte condi¢ao:

(QUQ) = NpN; Jim (0] UF(0,5)U1(0,2) [0) = NpA; lim (0] Us(t,~t) [0) = 1

1
ﬁ./\/'f./\/‘iz lim

A T oy (5.1.3)

Como demonstrado no capitulo anterior, o cilculo das amplitudes envolve a série de Dyson e, conse-
quentemente, o valor esperado no vacuo de produtos ordenados temporalmente dos campos. Em outras
palavras, para um campo escalar ¢(x;), obtemos expressoes do tipo (Q| T [¢(z1)...¢(xy)] |§2). Substituindo
as equacoes 5.1.2 e 5.1.3 nesta fungdo de correlagdo, podemos expressa-la em termos do vacuo da teoria
livre da seguinte forma:
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t—-+o0 (0| Uy (t, —t) |0) (5.1.4)

Como ha um ordenamento temporal do produto inteiro, entdo podemos assumir que ty >ty > ... > t,
sem perda de generalidade. Assim:

T et ) 1y, LD (500 0

(5.1.5)

Na representacao de interacao, temos a grande vantagem de trabalhar com os campos da teoria livre
(¢0(x)). Portanto, como visto no capitulo C, podemos utilizar a relagao entre o campo na representacao
de Heisenberg e na de interacao (¢(z;) = U}L (t;,0)b0(x;)Ur(t;,0)) para simplificar a fungdo de correlagéo:

(QIT [p(w1)..- ()] 1) =
(O] Ur(t,0)U] (t1,0)¢o (1) Uz (t1,0)U] (2, 0)...Ur(tn—1,0)U] (£, 0)do (2 )Ur (tn, 0) U1 (0, —t) |0)

dm (O[Ur(t, —t) [0)
(5.1.6)
(T [D(1) )] () = T LTLEE)G0(@)Ur (b2 81) U (s n 1) G0 (@n)Ur (bny =010) 5 7

t—+00 (01 U1(t, =) |0)

Como todos operadores Uy (t,tp) ja contém uma ordenagdo temporal e por hipdtese temos que t1 >
to > ... > t,, entdo podemos trazer de volta o ordenagdo temporal sobre todo o produto e reordenar o
produto da forma que desejarmos. Fazendo isto obtemos:

QT [6(a1).-6()] @) = tim T [%(fgfgj@(i’gfgft’ Ol

(5.1.8)

Substituindo a expressdo do operador de evolucdo temporal U;, o qual a derivacdo é feita no final do
apéndice C (equagao C.2.12):

O|T |po(x1)...00 (0 )e T [ ar' Hy(t') 0)

QT [p(x1)...0(x)] Q) = O F = W) gy (5.1.9)

5.2 Produtos temporalmente ordenados e o teorema de Wick

A fim de estudarmos a expansdo da equagdo 5.1.9 e a relacionarmos com diagramas, precisamos da
forma explicita da Hamiltoniana de interacdo. Para ilustrar este processo, adotaremos o seguinte exemplo:

H; = f% d32po(x)? (5.2.1)

Por simplicidade, iremos considerar apenas a ordenagao temporal do produto com n = 2, isto é:

4A oo g4 )3
<0| T [qﬁo(xl)qﬁo(x”eaﬁn JTZ d*zgo () ] |0>
(0] e3 J2Z drwéo(@) )

(QUT [p(z1)(z2)] Q) = (5.2.2)

Seja A um nimero pequeno, podemos expandir perturbativamente o numerador da equagdo acima da
seguinte formas:

(01T [o(ar)o()e I 00T o) = (0] [6o(ar)n )] 0 + mos | ' (01T [golea)o2)bo ()] 0}

. 2
: <3');1> [t [[aty 01 [ooa)onta)on(@)*s0(w)°] 10} + O0)
(5.2.3)
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Observe que em cada termo aparece uma func¢ao de correlagdo do produto de campos livres. Para
calcular esses produtos precisamos determinar uma expressao para a ordenacao temporal desses campos.
Comecaremos pelo primeiro termo da expansado, onde temos a ordenagao temporal de apenas dois campos.

Nesse processo, é conveniente decompor o campo escalar livre como ¢g(z) = (()+) () + q[)((f)(x), onde:

3 A Pp
(()H(x)_/(zw) = "y e ¢()(x)_/(27r) Ve (o:24)

3 3
24/2wp 24/2wp

Tal decomposigdo é vantajosa pois ¢g+)(x) [0) = 0 e (0] d)(()_)(x) = 0. Desta forma, supondo que
29 > 29, temos:

Tlgo(e1)do(w2)] = T | (867 (@1) + 0§ (21)) (667 (@) + 6 (w2) )]
= 6" (21)05 (w2) + 05 (21)05 7 (22) + 65 (21)85 (@) + 657 (21)y ) (w2)

= 06" @1)0f" (@2) + 94 (2)06” (1) + 94 (@1)0 (@2) + 94 ()l (@2) + [0 (@1), 65 (22)]

(5.2.5)

Nos quatro primeiro termos todas as componentes de aniquilagdo estdo a direita e as de criacao a
esquerda, isto é, estao normalmente ordenados. O tultimo termo consiste em um comutador e é definido
como a de contracdo de Wick:

— 3 .
— (667 0), 67 @2)] = [ oefihgye 7, se af > af
bo(21)Po(72) = (5.2.6)

— 3 .
[ 7 (x2), 04 )(xl)} = [ astan e T, se af > af

onde estes comutadores foram calculados no capitulo 1 (equacdo 1.2.20). Fisicamente, a contragdo de
Wick representa a criagdo de uma particula em um ponto e sua aniquilagdo em outro ponto do espaco.
Com base na definicdo da contragdo e na ordenacao normal observada, podemos estabelecer a seguinte
relagdo:

1

T [¢o(z1)Po(x2)] = = do(x1)do(z2) + Po(x1)Po(x2) : (5.2.7)

Esse resultado é um caso especifico do teorema de Wick[17, 24], que afirma, em termos gerais:

T [¢o(z1)Po(x2)...P0(xn)] = : do(z1)Po(22)...¢0(xr) + todas as contragdes possiveis : (5.2.8)

Aqui, “todas as contragoes possiveis” se refere a uma soma de varios termos, onde cada termo corres-
ponde a uma das possiveis maneiras de contrair os n campos em pares. Utilizando este teorema, podemos
reescrever os termos da expansao perturbativa que realizamos (equagao 5.2.3). No primeiro termo, como
visto na equagao 5.2.7, temos apenas uma contracao de Wick e um produto normalmente ordenado, o
qual tem valor esperado no vacuo nulo. Portanto, ele é escrito como:

1 3 )
(0] T [0 (1) do(w2)] [0) = (0] do(1)o(2) [0) = / (%fg’zw)<> (5.2.9)

Essa grandeza é conhecida como o propagador de Feynman, pois descreve a propagacdo de uma
1

particula no espaco. Devido a recorréncia desse termo, introduzimos a notagao D;; = (0] ¢ (z;)¢o(z;) |0).
O segundo termo da expansao envolve um niimero impar de campos, o que significa que nao havera termos
com todos os campos contraidos e, consequentemente, todos os termos terao pelo menos um campo nao
contraido, tornando o valor esperado no vacuo nulo:

(O T [¢o(x1)¢o(w2)do(x)?] [0) =0 (5.2.10)

O terceiro termo envolve o produto temporalmente ordenado de oito campos e suas contribui¢do nao
nulas sdo:
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(O T [po(x1)do(w2)do()?¢o(y)*] [0) = 9D12Dgg Dy Dy + 6D12D3, + 18D13 Doy Dy Dy + 9D12 D2y Doy D,y

+18D14, D3y D2, + 18D1y D2y Dyy Doy + 9D1y D2y Doy Dy + 18D, Dy, D2,
(5.2.11)

E importante notar que na expansio perturbativa, as integrais sio realizadas sobre as varidveis z e
Y, e, portanto, termos como o terceiro e o sexto dardo a mesma contribuicao, pois podemos renomear
as variaveis x e y. O mesmo ocorrerd com o quarto e o sétimo, e o quinto e oitavo. Assim, somando os
termos equivalentes, obtemos:

/ d*z / d*y (0 T [do(21)do(x2)do(x)* b0 (y)?] |0) = / d'z / d*y[9D12Dyy D2y Dy + 6D12D3,

+ 36D14 Doy Dy Dy, + 18 D14 Doy Doy Dy, + 36 D14 Doy DY |
(5.2.12)

Através desses resultados (equagoes 5.2.9, 5.2.10 e 5.2.12), podemos obter a expansdo perturbativa
até a ordem A2 da equacdo 5.2.3. Consequentemente, também teremos uma expansao perturbativa para
a funcdo de correlagdo (Q|T [p(x1)d(x2)] Q) (equacdo 5.2.2):

1 A\ 2 1 1
QT Q) = : Dis—| = d*z | d*y|=D19DywDayy D —Di,D3
< | [¢(x1)¢(fﬂ2)] | > <O| 631'/}1 fj::) d4zgo(z)3 |0>{ 12 (ﬁ) / .’E/ y|:8 12 y=yy + 12 122y

1 1 1
+5D1:D2: D2y Dy + 3 D12D2y Das Dy + 2D1ID2yD§y} T 0(,\3)}
(5.2.13)

5.3 Diagramas de Feynman no espaco de posicao

Ao analisar a equacdo 5.2.13, podemos observar que o teorema de Wick nos permite expressar a
fungdo de correlagdo como uma soma de propagadores de Feynman. Com isso em mente, podemos
desenvolver uma representagao diagramatica para cada termo da expansao, onde os pontos x1, 2, x € y
sdo representados por pontos e os propagadores sdo representados por linhas que conectam esses pontos.
Assim, até a ordem A\? podemos construir os seguintes diagramas de Feynman:

T T2
D= ——9 (5.3.1)
N
22 1 1 T2
- <h> /d4x/d4y§D12DszyDyy = e—— o (5.3.2)
=Y
AN 4 1 1 L2
—= —D;D = e——m —9 3.
(]
A\ 2 1 1 T2
- (h) /d4m/d4y§D1ID2wD$yDyy = . (5.3.4)

A2 1 1 ( ) To
- (h) /d4x/d4yZD1mD2meDyy = .J;x Yy (5.3.5)

A\ 2 1 T Yy T2
- <h> /d4x/d4y§D1zD2yDiy = ~—x@—~ (5.3.6)
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Nos conseguimos construir um diagrama para cada termo da expansao perturbativa usando os pro-
pagadores de Feynman. No entanto, é interessante obter o termo da expansao a partir do diagrama, pois
isso nos permite gerar a série sem a necessidade de calcular os produtos ordenados temporalmente, o que,
na maioria dos casos, nao é trivial. Para alcancar esse objetivo, precisamos estabelecer algumas regras
adicionais para determinar os fatores que multiplicam os propagadores.

Geralmente, quatro regras sao definidas para relacionar os diagramas aos termos da série perturbativa:

1. Propagadores: Para cada linha que conecta dois vértices, temos um propagador associado:

T Y
o————e =D, (5.3.7)

2. Vértices internos: Cada vértice interno em um diagrama corresponde a um fator:
z A
= -2 / die (5.3.8)

3. Vértices externos: Cada ponto externo em um diagrama corresponde a um fator igual a 1:

o =1 (5.3.9)

4. Fator de Simetria: Dividir pelo fator de simetria do diagrama, o qual consiste no nimero de
permutacoes de vértices internos ou linhas que nao alteram o diagrama.

Este conjunto de regras é chamado de regras de Feynman no espaco de posicao para Hy = % Ik dxpo(r)3
[17, 19].

5.3.1 Bolhas de vacuo

Agora que estabelecemos as regras para relacionar um diagrama com cada termo da expansio per-
iX [too g4 3 -1
turbativa (equagdo 5.2.13), precisamos discutir o fator de normalizacao 4 (0] g3t [T ddo(z) |0) ¢ . De

maneira andloga ao que fizemos para o numerador da equagao 5.2.13, podemos expandir o denominador
da seguinte forma:

A

(0] e J13 d'o0(a)” |o>1;(3m) [ s [ @y 0IT [sn@ o] 0+ 00 (5:3.10)

onde utilizamos que as poténcias impares de A nao terdo termos totalmente contraidos e resultarao em
um valor esperado no vacuo nulo. Utilizando o teorema de Wick na expressao acima obtemos:

iy (oo A\ 2 1 1
(0] e JZ< d'xdo(@)* 10y = 1 (h) /d4m/d4y [SDMDWDW + upgy} + 0\ (5.3.11)

Através das regras de Feynman, essa expansdo corresponde a soma dos seguintes diagramas:

(0] e3 J2Z d'ado @ 10y = 1 4 :[,@—@y + @ Yy +00Y (5.3.12)

Esse tipo de diagrama, onde ndo ha vértices externos, é chamado de bolha. Note que as duas
primeiras bolhas desta expressdo aparecem no numerador como subgraficos nos termos 5.3.2 e 5.3.3,
respectivamente. Portanto, o fator de normalizagdo no denominador ird cancelar as bolhas que apare-
cem nos diagramas do numerador. Para visualizar esse cancelamento, vamos substituir a expansao de

(0] ¥ JIZ dego(@)® |0) na equagdo 5.2.13:

Dia— () [ d' [ dy| 1 D12Dyy DuyDyy + 25 D15D3, + D1, Doy Dyy Dy + ...| + O(X)

Q T (f) X1 (ZS T2 SZ = 2
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Utilizando que, ﬁ =1+ ~vx + O(¥?), teremos:

22 1 1 1
QT [p(z1)9p(x2)] 1) = {D12 — (h) /d‘*x/d‘*y[SDmDmeDyy + ﬁD12D§’;y + EDMD%DWDW + }

+O(>\3)}{1+ (2)2/d4x/d4y EDMDWDW + 11219(%?] ;;)O(AB)}

Realizando este produto, podemos ver que os termos com bolhas sdo cancelados. Desta forma, até a
ordem O()\?), obteremos a seguinte expressao:

A\? 1 1 1
Q| T [p(x1)p(22)]|Q) = Dyg — (h) /d4x/d4y {QDlngnycy + 7 D12D2y Dy Dyy + 2DMDQID‘,,L,ypyy} +0(\®)
(5.3.15)
Ty Z2 1 Yy T2 Z1 Z2 Z1 Y Z2
= e——e + + JI yL + . T
i3 +oo j4 3
= (01T [do(a)do(wa)e P T don@ o) (5.3.16)

Este resultado pode ser generalizado para a fungdo de correlacdo envolvendo o produto de n campos
e para outros tipos de interacdo[19]:

(T [6(1)6(@2)--d(wa)] 19) = 01T [do(@1)d0(@2)--.do(@a)e F W O o)y (5:3.17)

5.4 Amplitude de espalhamento e diagramas de Feynman no
espaco de momentos

Na secao anterior, estabelecemos as regras de Feynman no espago de posi¢ao. No entanto, desejamos
utilizar o método diagramético como uma alternativa para calcular amplitudes de espalhamento. Neste
caso, é conveniente expressar as regras de Feynman no espaco de momentos. Para alcancar esse objetivo,
utilizaremos a férmula de reducéo de LSZ e, por meio da expansdo 5.3.15 e da transformada de Fourier
do propagador de Feynman, seremos capazes de inferir as regras de Feynman no espaco de momentos.

Como visto no capitulo anterior, a férmula de reducao de LSZ para uma particula nos estados final e
inicial é (equagéo 4.2.25):

(b1 5 Ipo) = [ / d4x1eipm<mm+m2>] [ [ dazenr @, 4 )| QT ool |0) - (541

onde S é a matriz de espalhamento e pg e py correspondem ao momento da particula no estado inicial e
final, respectivamente. Substituindo a expanséo perturbativa da fungdo de correlagio (equagao 5.3.15):

(pr| S|po) = —/d‘lscleip"'”“(DI1 + m2)/d4a:26ipf'$2(ljm +m?)
% 4 4 |1 2 3
(5.4.2)

Nos estamos interessados na parte da matriz de espalhamento S = Z + 47 em que efetivamente temos
interacoes, isto é, no operador de transicdo i7. Deste modo, iremos desprezar o primeiro termo da
equacao acima, uma vez que ele consiste apenas na particula sendo propagada de um ponto para outro
no caso de uma teoria livre. Assim, podemos reescrever a equag¢ao acima como:

47



(pr| 1T |po) = —/d4mleip”'x1(le +m?) /d4wgei”f’x2 (O, +m?)
A 4 a |1 2 3
(5.4.3)

Como os termos consistem em produtos de propagadores de Feynman, para expressa-los no espaco
de momentos, basta substituir a transformacao de Fourier de cada propagador, a qual é derivada no
Apéndice F e é dada por:

d*p i ,
D,, = ip(z=y) 5.4.4
i / (2m)4 p2 —m? + iae ( )

onde p* é o quadrimomento associado ao propagador. Para ilustrar esse processo, vamos realizar os
calculos apenas para o primeiro termo dentro dos colchetes. Designando o quadrimomento de cada
propagador do primeiro termo dentro dos colchetes e substituindo sua transformacédo de Fourier, este
termo pode ser reescrito como:

Py
A
A\ 2 1 L1 T Y T3
K=- (h> /d4x/d4y§D1$D2yDiy =
—> —>
piEl pxg
~7
Pz

_ L 2/d4x/d4y/d4p$1 / d'p, / d'py /d‘*pm
2\ h (277)4 (27T)4 (271')4 (27?)4
eiPay - (21—2) gi(Pe—Dy) - (T—Y) oDy - (y—22)

B2, —m? )@ =m0 + i) (7 — 0 + i) (B, — 0 + )

2
:_1 é /d4px1 / d4p3: / d4py /d4px2 /d4xe—im<(pml—pm+py)/d4ye—iy.(pm_py_pm2)
2\ h 2m)* ) (2m)* ) (2m)* ) (2m)*

eiPx1 " T1 o= Puy T2

(P2, — m? +ie)(p2 — m? +ie)(p2 — m? +ig)(p2, — m? +ic)

1 /A ? d4pw1 d4px d4py d4p1'2 4 4
= —5 (h) /(2’”)4 / (271_)4 / (27T)4 / (271_)45 (pm — Dz +py)5 (pw — Dy _pwz)

eiPz1 L1 o= Puy T2

(p3, —m? +ie)(p3 — m? +ie)(py — m? + ie)(p3, — m? + ie)
(5.4.5)

Note que temos duas deltas de Dirac na expressdo acima correspondendo a conservagao de momento

em cada vértice interno do diagrama (z e y). Integrando sob p, e utilizando a primeira delta de Dirac,
podemos substituir p, = p, — p, na segunda, de modo a obtermos 0*(py, — Da,). Assim:

c=3 () S i i ] G oton oo

jdeiPry 1 o= iPay T2

(p3, —m? +ic)(p3 — m? +ie)((ps — psy)? — m? +ic)(p3, — m? + ic)
(5.4.6)

Substituindo este resultado e utilizando que (0 = —p? no espaco de momentos:
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<pf|ZT|p0> :_5 (h) /d4xle(Pz1+I)0) 1/d4x26 (Pzy+py) 2/ (271-)411 / (27T)4/(27T)421 (27T)454(pzl — Day)

i*(pg —m?)(p} — m?)
(P2, —m? +ie)(p2 — m? +ie)((pe — Pay)? — m? +ic)(p2, — m? + ic)

1A\ [ d*p, d'p, [ d'ps 1254 4 4
—_ = — 1 2 2 x x xr1 ~ Mz
2 (h) /(%)4 / (27T)4/(27r)4( e
*(pg —m?)(p7 — m?)
(2, —m? +ie)(p2 — m? +ie)((px — P, )> — M2 + ic)(p2, — m? + ic)

1 /A2 [ dips
i*(pg — m?)(p} — m?)

(pg —m? +ie)(p2 — m? +ie)((px — po)? — m? + ie)(p} — m? + ie)

+ ..+ 0N

+ ..+ 0N

+ ..+ 0N
(5.4.7)

A medida que ¢ se aproxima de zero, os termos no numerador se cancelam com o primeiro e o tltimo
termo do denominador. O cancelamento dos propagadores ligados aos vértices externos ocorre devido a
formula de reducao de LSZ. Fisicamente, as particulas iniciais e finais sdo reais, ou seja, elas devem estar
on-shell (p?> = m?). Isso faria com que os propagadores das pernas externas divergissem. No entanto, a
férmula de reducdo de LSZ elimina essas divergéncias e nos fornece apenas os resultados relacionados aos
estados fisicos observaveis. Deste modo, a equagao assume a seguinte forma simplificada:

. (AN [ dYpe ‘ i ;
(pfliT |po) = —5 (h) / @) (2m) 5% (po — ) SR a— R + .o+ (?()\3))
5.4.8

Sabemos que a relac@o entre o operador de transicdo e a amplitude de espalhamento é (py|i7 |po) =
2m)46@ (pg — pr) iM(po — pys). Portanto, ao substituirmos isto na equacéo acima obtemos:
D f f

. (AN [ dipe i i ,
iM(po = py) = =3 (h) / o) 0 =50 (o — o = £ 0) + .. +0(N) (5.4.9)

Comparando o resultado para o primeiro termo e seu diagrama 5.3.6, vemos que apenas os propaga-
dores internos contribuem para a amplitude, temos integrais apenas sob o momento indeterminado e cada
vértice contribui com um fator Z% Além disto, devemos lembrar também que existe uma conservacao de
momento em cada vértice interno. Desta forma, concluimos que as regras de Feynman do modelo ¢(z)3
no espago de momento para calcularmos a amplitude de espalhamento sao:

1. Porpagadores: Para cada linha que conecta dois vértices internos, temos um propagador associado:

. . ! 5.4.10
o = —F—— REN
— (p? —m? +ie) ( )
p

2. Vértices internos: Cada vértice interno em um diagrama contribui com o fator que consiste em

menos o produto da unidade imaginaria com a constante de acoplamento presente em Hy (—%):

=iz (5.4.11)

‘7 _ 4' —1 (5.4.12)

Aqui o circulo representa o restante do diagrama.
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4. Conservagao do quadrimomento: O quadrimomento deve ser conservado em cada vértice in-
terno do diagrama.

5. Integracao: Deve haver uma integral sobre todos os quadrimomentos indeterminados.

6. Soma: A amplitude total consiste na soma de todos os possiveis diagramas sem bolhas.

Essas regras nos permitem calcular amplitudes de espalhamento apenas com os diagramas possiveis
montados a partir da Hamiltoniana de interagdo deste modelo, eliminando a necessidade de realizar a
expansao completa e aplicar o teorema de Wick. Esse aspecto torna a representagdo diagraméatica uma
ferramenta altamente conveniente e eficaz.

5.4.1 Diagramas desconexos

Ao calcularmos as contracgoes de Wick na série de Dyson, diversos termos resultam em diagramas de
Feynman, sem bolhas, que nao sdo totalmente conexos, isto é, podem ser divididos em subdiagramas,
pois todos os pontos externos nao estdo diretamente conectados. Um exemplo de diagrama desconexo
que encontramos no desenvolvimento das regras de Feynman para a interacio ¢> é:

Analisando o diagrama acima e o termo da série de Dyson que ele representa, vemos que as integrais
em x e y sdo independentes e consequentemente podemos escrevé-las como um produto. Contudo, essa
nao é uma propriedade exclusiva do espaco de posi¢do, mas também esta presente no espago de momentos.
Para verificarmos isto, basta utilizarmos as regras de Feynman do espago de momentos que derivamos na

secao anterior:
T T2 py A
.—<?x yL = {ih / d%DMDm] [z’h / d%DzyDyy}

A i A i
- {Zh@?—mzwe)} {Zfz(p/?—muia)}

Note que, em ambos os espacos, a expressao atrelada ao diagrama consiste no produto de dois termos
independentes associados a diagramas conectados de primeira ordem na série de Dyson. Consequente-
mente, o elemento da matriz de espalhamento associado a este diagrama consistird no produto de dois
elementos de S de primeira ordem. Fisicamente, este diagrama nao representa um novo processo, mas
sim o produto de dois espalhamentos independentes que ja sdo conhecidos.

A propriedade que observamos neste diagrama é apenas uma consequéncia especifica de um axioma
da Teoria Quéntica de Campos chamado de principio de decomposigdo em clusters[25]. De maneira
geral, através deste axioma, demonstra-se que qualquer elemento da matriz de espalhamento associado
a um diagrama desconexo pode ser decomposto como o produto de elementos de S de ordens inferiores
associados a diagramas conectados. Como resultado pratico, isso implica que sé precisamos calcular
amplitudes de espalhamento ligadas a diagramas conectados, uma vez que todas as outras podem ser
expressas em termos destes. Desta forma, podemos restringir ainda mais a equagéo 5.3.17[19]:

(5.4.14)

(QIT [6(1)6(22)..-6(a)] 19) = (O] T [d0(w1)0(w2)-.-do(a)e™F 1% TN [0) i concctacos
(5.4.15)

5.5 Regras de Feynman para QED

Até o momento, empregamos o modelo de interacdo ¢> com o propésito de aprender a estabelecer as
regras de Feynman com base na Hamiltoniana de interacdo e também para usar diagramas no célculo de
amplitudes de espalhamento. Entretanto, para calcular o momento magnético de férmions, é necessario
derivar essas regras para a Eletrodindmica Quéntica (QED).

A teoria da eletrodindmica quantica é uma das teorias fundamentais da fisica de particulas, pois
descreve a interacdo entre particulas carregadas eletricamente e o campo eletromagnético utilizando
Teoria Quéntica de Campos. A QED é baseada no principio de que as particulas carregadas, como
férmions, emitem e absorvem particulas virtuais de luz, chamadas fétons, que sao responsaveis pela
interagéo eletromagnética. A Hamiltoniana da QED é dada pela seguinte expressdo[17]:
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Hoep = Ho+ H; = Hy + Qle| /d3x113(x)'y”w(x)AM(x) (5.5.1)

onde Hj ¢é a parte livre da hamiltoniana, v ¢ o campo espinorial de Dirac, A4, é o campo vetorial associado
ao féton e Qle| é a carga do férmion.

De maneira analoga ao campo escalar, a formula de reducdo de LSZ conecta a amplitude de espalha-
mento com o valor esperado do vacuo do produto ordenado temporalmente desses campos. Consequen-
temente, devido ao teorema de Wick, teremos um propagador de Feynman para cada um desses campos,
0s quais sao definidos como:

) = (Ol ) ) — oo L O 10), w0 > vy

See —y) = (014(@)bly) 10) = (O] T [v(a)b(y)] 10) {_<O| AR (5.5.2)
= (0l _ i {01 A @) A, () 10) 20 > 30

S,z — y) = (0] Au(@) A, (3) 0) = (0] T [A,(2) A, (3)] 0) {wm”wm“u”w’yomo (5.5.3)

Note que, ao contrario do caso escalar, no propagador de Feynman do campo de Dirac, encontramos
um sinal negativo quando yo > zy. Essa caracteristica é uma consequéncia da relacdo de anticomutacao
do campo fermionico, a qual introduz um fator de —1 para cada permutacdo de pares de campos neces-
sarios para ordenar temporalmente o produto. Como demonstrado no apéndice F, esses propagadores
correspondem as seguintes expressoes no espago de momentos:

G 7M e § —iGuw

= k) = b4
Sr(p) p? —m? +ic Sy (k) k2 +ie (5:54)

Assim como no caso do campo escalar, relacionaremos esses propagadores com uma linha ligando
dois pontos no diagrama de feynman. No entanto, para diferencid-los, adotaremos que o propagador do
campo de Dirac consiste em uma linha com uma flecha e o do féton uma linha ondulada:

e Férmion:

i(p+m)

R 5.5.5
— p2 —m? +ic ( )
p
« Féton: )
—iGu
-~ q* +ie (5.5.6)

q

Para cada férmion, h4 um antiférmion correspondente, como discutido no capitulo 2. A fim de
diferencia-los na representacido diagramatica, estabeleceremos a convencdo de que um férmion é repre-
sentado por um propagador com a direcado da flecha na linha coincidindo com a direcdo do momento,
enquanto que para um antiférmion, a direcao da flecha é oposta a do momento.

Com base nos resultados da secao anterior, podemos afirmar que o vértice interno é o elemento do
diagrama que representa o acoplamento dos campos, uma vez que ele consiste na multiplicacdo de —i
pelo fator de acoplamento presente na Hamiltoniana. Ao analisarmos a Hamiltoniana de interacdo da
QED (equagao 5.5.1), vemos que o fator de acoplamento para a interagdo entre dois férmions e um féton
é dado por Q|e|y*. Portanto:

= —iQlely" (5.5.7)

E importante ressaltarmos que, no cenério em que a interagdo ocorre entre um férmion e um campo
eletromagnético externo estatico, isto é, que independe das interagdes com o férmion, A, é aproximada-
mente apenas uma funcdo que representa o potencial classico associado ao campo externo, ndo sendo um
campo vetorial quantico. Consequentemente, A, ndo apresentard contracoes de Wick e aparecera apenas
como uma funcao multiplicando a amplitude. Tendo isto em vista, a regra do vértice na QED para este
caso em especifico é escrita como:
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@ = —iQlely Al (a) (5.5.8)
q

onde flff(q) é o potencial associado ao campo externo estitico no espagco de momentos. Além disto,
escrevemos o potencial com um sobrescrito “cl” para diferenciarmos do caso geral, no qual A, é o campo
vetorial quantico associado ao féton.

No caso do modelo ¢3, vimos que as pernas externas contribuem com um fator de 1, pois a férmula
de reducdo de LSZ para campos escalares faz com que as linhas externas representem estados de uma
particula on-shell, o que resulta no cancelamento dos propagadores que envolvem vértices externos. Na
QED, podemos ter linhas externas representando férmions ou fétons. No caso dos férmions, a férmula de
reducao de LSZ é semelhante & do campo escalar, com a principal diferenca sendo a presenga do espinor
u®(p). Portanto, além de cancelar o propagador de Feynman da perna externa de um férmion, a férmula
de LSZ introduz o espinor correspondente a esse férmion:

— @ (p) (5.5.9)
—>
p
— w(p) (5.5.10)
—>
p
Para antiférmions o resultado é similar:
— 5*(p) (5.5.11)
-
p
— *(p) (5.5.12)
N

A férmula de redugdo de LSZ para fétons ndo é trivial de ser derivada, uma vez que necessita do
formalismo de quantizacdo de campos de gauge [23]. No entanto, fisicamente ela garante que as linhas
externas sao estados on-shell de um féton. Além disto, ela introduz o quadrivetor de polarizagao do foton
como contribui¢ao da perna externa:

) (5.5.13)
q
=¢,(q) (5.5.14)
q

De maneira anéloga ao modelo ¢3, devemos impor a conservacio do quadrimomento em cada vértice,
integrar sobre todos os momentos nao determinados e somar sobre todos os possiveis diagramas sem
bolhas. Além disso, é importante destacar que os diagramas que estao relacionados pela troca de linhas
externas de férmions idénticos apresentam um fator relativo de —1 devido as relagdes de anticomutagao
dessas particulas.
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Capitulo 6

O momento magnético de Férmions

O momento magnético de férmions carregados é uma propriedade fundamental na fisica de particulas
e sua compreensao ¢é essencial para a validagao do Modelo Padrao. Neste capitulo, abordaremos o calculo
do momento magnético de férmions utilizando conceitos discutidos no capitulo anterior, como a teoria
de perturbagdo. Primeiro, calcularemos a amplitude de espalhamento de um férmion carregado por um
campo eletromagnético externo em nivel de arvore.

Em seguida, realizaremos o calculo do momento magnético em ordem zero, que nos leva a descoberta
de que o fator de Landé, g, é igual a 2, um resultado que foi obtido por Dirac[20] muito antes do
desenvolvimento do Modelo Padrdo. Por fim, exploraremos as correcdes de primeira ordem no célculo
do momento magnético, que sdo provenientes das interacoes entre o férmion e o campo eletromagnético.
Veremos como a teoria de perturbacdo e os diagramas de Feynman sdo utilizados para calcular essas
corregoes e como esses calculos sdo fundamentais para testar as previsdes do Modelo Padrao em relagao
ao momento magnético andémalo de férmions carregados.

6.1 A amplitude de espalhamento de um férmion por um campo
eletromagnético externo ao nivel de arvore

Ao longo desta segdo, calcularemos a amplitude de espalhamento de um férmion por um campo
eletromagnético externo em nivel de arvore. Para isto, consideramos um campo eletromagnético externo
estaciondrio, o qual é descrito por um potencial cldssico fixo A;l(x). Neste caso, a Hamiltoniana que
descreve a interagao entre o férmion e o campo é dada por[17]:

it = / PxQ|elinp A (), (6.1.1)

onde Qle| é a carga elétrica do férmion. Analisaremos a interagdo do campo fermibénico com campo
eletromagnético externo apresentada acima, o qual estd representado na figura 6.1. A fim de obtermos
a amplitude associada a este diagrama, iremos utilizar as regras de Feynman da QED que apresentamos

no capitulo anterior!:

— 2m)6 (p° — p°) iM©) = —iQlela(p )y u(p) A (q) (6.1.2)

Figura 6.1: Diagrama de Feynman em nivel de arvore, para o espalhamento de um férmion com um
campo eletromagnético externo e sua amplitude correspondente.

L Aqui estamos lidando com um campo externo cléssico e, consequentemente, devemos lembrar que o vértice da QED é
ligeiramente modificado neste caso, como discutido no capitulo 5.
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6.2 O momento magnético de um férmion a nivel de arvore

Nesta secao obteremos o momento magnético de um férmion em nivel de arvore. Para isto iremos
calcular o limite néo relativistico da amplitude de espalhamento de um férmion por um campo eletromag-
nético externo e entdo compara-la com a aproximacao de Born[20] da Mecanica Quéntica néo relativistica,
0 que nos permitird encontrar o potencial nao relativistico gerado por esta interacdo. Vamos considerar o

regime estatico, onde o potencial Aff(x) = (®(x), A(x)) independe do tempo e pode ser escrito no espago
de momentos como:

“+oo
1cl 4 i(p'—p)ox” gcl
A= [ a0 )

— 00

“+oo o, v
_ / d'z ¥ P (9(x), A(x))

7—&-00 P 0 +oo L j +oo o j
:/ e~ Po—P0)a" g0 (/ dBr e~ —p)jz ¢(x),/ B e~ —p)j A(x))
+0o0 +oo
= (2m)5(p° — p"°) (/ A3y 7P _p)'x¢(x)7/ APz 7P _p)'xA(x))
— o —o0o

= 2m3(" ") (30’ ~ p). A(p' - p)) (6.2.1)

Substituindo este resultado na amplitude de espalhamento (equagao 6.1.2):

iMO = —iQlel (a(p7 u(p)B(®' — ) + ()7 u(p) A;(p' ~ ) (6.2.2)

No limite néo relativistico (|p| << m), podemos expandir o espinor u(p) mantendo apenas o termo
de primeira ordem no momento e considerando p° = m:

u(p) = (%g) ~/m (8 N %g;g) (6.2.3)

Aplicando este limite ao primeiro termo da equagéo 6.2.2 e desprezando termos de ordem |p|2, temos:

a(p' )y u(p) = ul (p')u(p)
- (E’T(l - By g+ ”2/;2')) (El - pn}:;g) — ome'te (6.2.4)

Enquanto o segundo termo resulta em:

u(p')y u(p) = m (5’*(1 — B2y g1+ %)) (? é) (—?ﬂ‘ T)j) <Ei J_r gg@
=m (_5/1(1 —BL9ygi (14 "2'—7;;’)0—]’) (g N 3";;2)

. ) D - ! 5igd o
- ng/T gaj + UJM &= me/T pio 0~ + pio"o £ (6.2.5)
2m 2m 2m 2m

—_
+
"UI\D

Utilizando que as matrizes de Pauli satisfazem o'c? = §% 4 ic¥¥ gy

_ ; 7 +ickiploy,  pl —iekipoy
U(p’)vju(p)=2m€”[ o+ o 3

T4pl) ek (pl — p)o
(07 +p7) | it P)oi | o

= omet 6.2.6
mg 2m 2m ( )

Substituindo os resultados acima na amplitude:
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(p/j +pj) ie" (p}, — pi) o

iM = —iQlel <2m§’*§<i>(p’ —p) +2mg’" | o EA;(p' — p))
i <2m§ffg<i>(p’ ~p) 4 ometeEAP) A R i ) As(p — pou 6)

2m 2m
= —iQ|e| <2m§’*§ci>(p’ —p) + 2me’fe (' +p) éA(p/ —p) + 2imet T ((p"—p) < AP’ - p))£>

m 2m
(6.2.7)

No espaco de momento, sabemos que B(p’ — p) = —i(p’ — p) x A(p’ —p). Logo:
MO = Zi0le] <2m€¢£@(p )+ 2m§ﬁ§(p’ +p)-Alp-p) omet 7 B(p' - p) 5)

2m 2m

(6.2.8)

Note que o segundo termo nao depende do spin e na mecanica quantica nao relativistica ele esta rela-
cionado & contribuigdo da interagao eletromagnética para a energia cinética do férmion|[26, 27]. Portanto,
a fim de obtermos apenas o acoplamento do férmion com os campos elétrico e magnético, seguiremos
analisando apenas o primeiro e o terceiro termo da amplitude, que podem ser escritos como:

Hoe. B(p' —
iM© = —iQe] <2mg’fgci>(p _pl) - amE2S fﬂ(lp p)> (6.2.9)
Hoe . B(p' —
—2m (-iQ|eg’T§ni>(p _p) +iQle2- 28 QBW(LP p)> (6.2.10)

Essa é a expressao para o limite nao relativistico da amplitude de espalhamento de um férmion por
um campo eletromagnético estatico. Para encontrarmos o potencial que descreve esta interagao, podemos
comparar o resultado obtido com a amplitude de espalhamento da mecanica quéantica nao relativistica, a
qual é dada pela aproximagcao de Born:

o (/1T D)y = —iV (b — P)(2m)3(Fyp — Fyr) (6.2.11)
Lembrando que o (p’| T |p),, )6 (p° — p’°) iM, nés vemos que:

¢tee - B(p' —p)

V(p' —p) = Qle|®(p' — p) — Qle[2 T

(6.2.12)

onde os fatores 2m e £’¢ nao foram levados em consideragao na comparagao com a aproximagao de Born,
pois o primeiro provém da normalizacao relativistica que adotamos para os autoestados de momento e o
segundo garante a conservacao de spin. Note que o primeiro termo de V(p’ —p) é o potencial de Coulomb
e o segundo é a interacao do spin com o campo magnético, isto é:

£12¢-B(p' —p)
2m
Da teoria classica, sabemos que o acoplamento entre o momento magnético de um corpo e o campo

magnético é dado por V(p' —p) = —p - E(p’ — p). Portanto, se compararmos isto com a expressao
Vi(p — p’) que obtivemos para o potencial, temos:

Vel —p)=Qle|o(p—p') e Vip-p)=-Qle2

(6.2.13)

ng%g Q|€| /TU
- - hel 2.14
p=0Qle 2m 22m6 2§ (6.2.14)
Como S = 5’7%5, onde S é o operador de spin:
Qle|
=2——°8 2.1
2m (6:2.15)
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Esta expressao pode ser reescrita da seguinte forma:

pw=g (g'ﬂi') S (6.2.16)

onde g = 2 é o fator de Landé, ou constante giromagnética. Note que o resultado obtido para g na ordem
dominante esté de acordo com o calculado por Paul Dirac[20] antes do desenvolvimento do Modelo Padréo.

6.3 Correcoes radiativas para o espalhamento de um férmion
por um campo eletromagnético externo

Na secao anterior, calculamos apenas o termo de mais baixa ordem da amplitude de espalhamento para
determinar o momento magnético de um férmion carregado. No entanto, a amplitude de espalhamento
recebe contribuicoes de ordens superiores, as quais sao conhecidas como corre¢oes radiativas.

Na ordem seguinte ao nivel de arvore, nés temos a contribuicdo do termo atrelado ao diagrama de
Feynman 6.2. Tal diagrama é conhecido como corregao de vértice e é responsavel por gerar uma grande
variedade de novos efeitos, como o momento magnético anémalo do férmion carregado que sera calculado
nesta secao.

Figura 6.2: Diagrama de Feynman contendo a correcao de vértice para a ordem seguinte ao nivel de
arvore.

Na secao anterior, vimos que a amplitude de espalhamento, em nivel de arvore, é dada por:

2m)8 (p° — ') iM© = —iQlela(p’ )y u(p) AL (' — p) (6.3.1)

onde o termo —iQ\e|’y“/~lfj (p — p) estd associado ao vértice do diagrama 6.1. Deste modo, para calcu-
larmos a amplitude de espalhamento considerando a corregao de vértice (diagrama 6.2), modificaremos a
expressao acima para:

(2m)5 (p° — p°) iM = —iQlela(p’ T u(p)AS (p' — p) (6.3.2)

onde T* = 4# 4+ §T'* contém o termo a nivel de &rvore e a correcio de vértice. Como M = M + M) ¢
estamos interessados na correcao radiativa, iremos abordar somente o segundo termo da expressao acima:

(2m)5 (p° — p°) iMWD = —iQlelu(p’)sT u(p) AL (p' — p) (6.3.3)

Utilizando as regras de Feynman para a QED, apresentadas no capitulo anterior, o termo @(p")dT*u(p)
associado ao diagrama de correcao de vértice (Figura 6.2) é dada pela seguinte expressao:

oo gt i(F +m i(f+m —igu, .
a0 ut) = [ SR il e SO ) Ciglepyeyuty)
. e dlk v+ m)y (k+ m)y,
*l(Q|€D2 [W (27T)4U(P)(k/2 —m?2 +ie) (k2 —m? +ie)((k — p)? +i€)u( )
— _iQ2%e? / o a(p' (V" E v Fyw + my vy kv + my E +m27”7“%)u( )
= . () (2 —m? +i2) (k2 —m? + i2)((k — p)? + i2)
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Lembrando que f = v?kg e utilizando as seguintes identidades para as matrizes y*[17]:

VAP, = —29PtaP Py, = AgHP, ARy, = —29# (6.3.4)

obtemos:

too @tk

ap) (K = 2mlk+ k) + miar)

(k"2 —m? +ie)(k? — m? +ie)((k — p)? + ie)

()T u(p) = 20022 / up)  (6.3.5)

—oo (2m)*

A expressdo acima pode ser reescrita utilizando o método de pardmetros de Feynman|[17, 25] e manipu-
lagbes algébricas, conforme detalhado no Apéndice G. Como resultado, obtemos:

.Uuy v
u(p')oT"u(p) = 6Q s u(p' )y u(p) + dg u(p')i an

u(p) (6.3.6)

onde 6Q) ¢ e dg sao dados por:

© g4 ! 0(xy + @+ a3 —1)
_ 12,2 1 2 3
= dxidxodrs 4
Qs =iQ%e] / ( )4/0 T1drodrs 2 ie)?

( — %z“' + (1 — 1) (1 — z2) + m2(1 + 22 — 4x3)> (6.3.7)

S A §(zy +x2 + 23 — 1) Q%*a
= iQ%e> 4 2 2m? 1) = 3.
0g =1Q%¢ /_Oo (27r)4/0 dx1dzodrs Z—A1ic) m-xs(xs3 ) o (6.3.8)

Substituindo este resultado na equagao 6.3.3:

(28 (5~ ) M = ~iQll (507 s ulp L) + 03 W) Ty L) Al0)) (639

Para identificar os potenciais de interacao e comparar os resultados com os calculados a nivel de arvore,
é necessario calcular o limite ndo relativistico da amplitude acima. Na sec¢do anterior, ja calculamos este
limite para o primeiro termo. Agora, vamos encontrar o limite ndo relativistico do segundo termo, que
pode ser reescrito da seguinte forma:

nv N 07 q. - Jv -
a(p )i T u(p) A5l (q) = 00 )iZoLu(p) Af (q) + a(p )i u(p) A5 (q) (6.3.10)
Assumindo que o potencial eletrostético Af(x) = ¢(x) varia muito lentamente, entdo Ag(q) =

(27)0(q°)®(q) estard concentrado préximo a q = 0. Portanto, podemos aplicar o limite ¢ — 0 no
primeiro termo, o que implicard que ele pode ser desprezado. Além disto, no limite nao relativistico, a
energia ¢° do féton é negligivel e consequentemente temos que 07¥¢q, ~ o7%¢q;. Logo:

.0t cl ) Ujqu jcl
u(p')i— - =u(p) A, (@) ~ a(p’)i——=u(p)Aj (9) (6.3.11)
Como o = ek, 6" Ty o:
VNNl Tely N .Ejknﬁ(p/)o'nu(p)%/l;l(@ __u(p)ou(p) - (g x Ac(q))
ulp')i— = u(p) A (q) ~ i 5 =—i T (6.3.12)

Note que, no limite nao relativistico dos espinores (equagao 6.2.3):

i) Zulp) = m (et — Booy et 4 piey) T (L= 5008) _ o et
u(p)2u(p) m(g (1-B2) ¢f(1+ B2 )) 5 L1+ 88) 2m¢’1 € (6.3.13)
Substituindo este resultado na equagao 6.3.12:
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¢tge. (g x A(q))
2m

_ .o-lu'l/q’/ Acl .
U(p/)lmu(p)Au (q) = —4im

(6.3.14)

Utilizando este resultado na expressio da amplitude M) (equacio 6.3.9) e lembrando que flff(q) =

(2m)3(¢°) (®(a). Ala) ) :

- ) - Hee. (g x A
iMD = —iQlel <5Qf Ay Pu(p)(a) + 6Qr alp ) u(p) A (a) — dimdg S 2° (;:n A(q))>
(6.3.15)

Na sec@o anterior, vimos que o limite ndo relativistico dos dois primeiros termos resultam em (equagoes
6.2.6 € 6.2.4):

¢tge. (g x Aq))

u(p ) ulp)® = 2me1¢d e a(p' )y u(p)A(q) = —4im o (6.3.16)
Substituindo esses limites na equagio 6.3.15:
nHog. A
iMD = —iQle (5@ ; ameted(q) — (0Q + dg) dim 25 (;7‘: A(q))> (6.3.17)
Usando que B(q) = —iq x A(q):
Hoe. B
MO = —iQle <5Qf 2mé€d(a) — (6Q + 8g) 4m " 2e D 2§mB(")> (6:318)

Este é o limite nao relativistico da amplitude de espalhamento da correcao de vértice. Para encontrar-
mos a amplitude correspondente ao nivel de arvore mais a primeira ordem de corregao radiativa, podemos
utilizar que iM = iM© + iMD) . Utilizando os resultados 6.3.18 e 6.2.9:

¢t2¢-B(q)

o (6.3.19)

iM=2m [iQel(l +0Q;) ETER(q) +iQe|(1 + Qs + dg) 2

De maneira analoga ao que fizemos na se¢do anterior, iremos comparar este resultado com a aproxi-
magcao de Born para obtermos uma expressao para o potencial de interagao:

,&15¢-Bla)

V(a) = Qle|(1+0Qy) ®(a) — Qle|(1+0Qy +dg) 22— —

(6.3.20)
Note que o primeiro termo contém a interagao com o campo elétrico, enquanto o segundo esta associado
ao acoplamento com o campo magnético. Desta forma:

¢2¢-B(q)

Ve(a) = Qle|(1+6Qy) ®(a) e Vs(a) = —Qlel(1+0Qy +dg) 22—

(6.3.21)

A partir do potencial de Coulomb, observamos que a corre¢ao radiativa de primeira ordem proporciona
uma correcdo 6Q) ¢ para a carga em relacdo ao nivel da arvore. No entanto, ao calcularmos essa correcao
usando a sua definigdo (equagdo 6.3.7), nos deparamos com uma divergéncia. Embora isso inicialmente
pareca ser um problema, essa divergéncia pode ser eliminada por meio do processo de renormalizagio[17],
um tépico que nao sera abordado nesta monografia.

Uma vez que nosso foco estad exclusivamente no acoplamento do férmion com o campo magnético, a
renormalizacdo ndo se faz necessaria, e podemos contornar essa divergéncia ao definir a carga corrigida
como Qs = Qle|(14+6Q ) e reescrever o potencial de interacdo magnética em termos dessa carga corrigida:

- ¢12¢ - Bla)

Vi(a) = —Q2(1 + dg) S (6.3.22)
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onde o termo proporcional a (§Q)dg) foi desprezado por se tratar de uma corregio de segunda ordem.
Comparando com o potencial cléssico V(q) = —(u) - B(q) e utilizando que £'TZ¢ = (S) vemos que:

u=2(144dg) (262773;) S (6.3.23)

Ao analisarmos essa expressao, podemos perceber que a inclusdo das correcoes radiativas resulta em
uma corregao para o fator de Landé, que passa a ser ¢’ = 2(1+40,). Essa correcdo é responsével por gerar
0 que é conhecido como momento magnético anémalo do férmion, que é definido por:

g —2 Q%
= = 6 = 6.3.24
le 2 g 2r ( )
Como calculado no apéndice G. Para os léptons carregados (elétron, mion e tau), temos que Q = —1.
Logo:
_a —11 g _

a =g~ 116171491 10~ 7, I =e, pu, T (6.3.25)

™

Este é o valor da primeira correcéo radiativa para o fator de Landé do elétron, mton e tau. Atualmente,
no contexto do Modelo Padrao, os valores teéricos mais precisos previstos para os momentos magnéticos
andmalos do elétron e do mion sdo, respectivamente, a.*M = 115965218.073(28) 10~1[28, 29] e a, "M =
116591810(43) 107'1[30]. Ao compararmos com os resultados obtidos neste estudo, verificamos que o
valor calculado para o momento magnético anémalo do muon estd de acordo com o valor teérico do
Modelo Padrao até ao terceiro algarismo significativo, enquanto que para o elétron a coincidéncia é
observada até o segundo. No entanto, é valido ressaltar que esta discrepancia ocorre devido ao fato de
aHSM e a.”M levarem em consideracio correcdes da QED até a décima ordem, além de correcoes de
interacoes eletrofracas e também das que ocorrem via forga forte. Como exemplos dos tltimos dois tipos
de contribuigdes, a figura 6.3 apresenta, respectivamente, o diagrama da corregao eletrofraca de primeira
ordem e também a ordem dominante da polarizagao hadronica do vacuo.

Apesar de a;°™ ser o valor proveniente de uma previsio teérica, devido ao célculo perturbativo,
existem incertezas tedricas associadas a esta previsdo. Além disso, ndo conseguimos calcular as corregoes
dominantes provenientes da polarizacao hadrénica do vacuo apenas utilizando a cromodindmica quéantica
perturbativa (QCD). Para obtermos essa contribui¢do, é necessdrio combinar dados experimentais da
secdo de choque de processos envolvendo a aniquilagdo do par elétron-pdsitron em hadrons e a QCD
perturbativa[31].

(a) (b)

Figura 6.3: Diagramas de Feynman representando, respectivamente, a corre¢io eletrofraca de primeira
ordem e a ordem dominante da polarizagdo hadrdnica do vacuo, que contribuem para o calculo do
momento magnético anémalo do mton (I = p) e do elétron (I =e).

6.4 O Valor experimental de a,

Na secao anterior, discutimos como o momento magnético andmalo dos férmions surge no Modelo
Padrao e calculamos seu valor até a primeira ordem de corre¢ao radiativa. No entanto, apesar dos
sucessos do Modelo Padrao, o valor experimental de a, difere significativamente do previsto pelo mo-
delo (a, M = 116591810(43) 10~*1[30]). Em 2006, foi publicada a medida experimental do momento
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magnético andémalo do muon feita pelo Laboratério Nacional de Brookhaven (BNL), o valor obtido foi
a,BNL = 116592080(63) 10-11[32]. J& em 2023, o Laboratério Nacional Fermilab (FNAL) encontrou
a, FNAL = 116592055(24) 10~![1]. Considerando as respectivas incertezas dos valores medidos, vemos
que eles sao compativeis. Deste modo, o resultado experimental combinado é dado pela média de ambas
medidas:

a, " = 116592059(22) 10~ (6.4.1)

Com esse valor experimental, podemos calcular a diferenca entre o momento magnético anémalo do
muon medido e o previsto pelo Modelo Padrao, obtendo a#EXP —a#SM = (249448)x 1071, Esse resultado
corresponde a uma significAncia estatistica de aproximadamente 5.00[1], a qual pode ser visualizada na
figura 6.4. Portanto, podemos concluir que o Modelo Padrao falha na previsao do valor de a,,.

BNL g-2 |

FNAL g-2 b—e———

5.00

* i I —
Standard Model Experiment

Average

175 180 185 190 195 200 205  21.0 215
a, x 107 — 1165900

Figura 6.4: Valores experimentais obtidos para a, dos experimentos BNL E821 e FNAL Muon g-2, assim
como o valor teérico do MP[2].
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Capitulo 7

Uma extensao para o Modelo Padrao
e sua contribuig¢ao para qa

No capitulo anterior, discutimos brevemente a discrepancia entre o valor previsto pelo Modelo Padrao
para o momento magnético anémalo do mion e o valor experimentalmente medido. Chegamos & conclusao
de que o Modelo Padrao nao prevé corretamente o valor desta grandeza. Desta forma, visando explicar
e conciliar a previsdo tedrica com o momento magnético anémalo do muton obtido experimentalmente,
diversos modelos de nova fisica tém sido propostos[3]. Em geral, tais modelos propde a adi¢do de novas
particulas ao Modelo Padrao, de modo que elas gerem novas contribuicoes para a,, e expliquem a diferenca
em relagdo ao valor experimental.

Neste capitulo, faremos uma revisao de um modelo simplificado de nova fisica, conforme proposto
na referéncia [3]. Tal modelo consiste na adi¢do de um férmion carregado F' e uma particula escalar S
ao Modelo Padrao. Inicialmente, abordaremos a Hamiltoniana de interacao e exploraremos as regras de
Feynman pertinentes a esse modelo. Posteriormente, procederemos ao calculo da contribui¢ao de primeira
ordem para a corre¢ao radiativa do momento magnético anémalo do muion, resultante da inclusao dessas
novas particulas. Por fim, analisaremos quais as possiveis massas das novas particulas que explicam a
diferenca entre o valor experimental e o previsto pelo Modelo Padrao para a,,.

7.1 A Hamiltoniana de interacao do modelo simplificado de nova
fisica e suas regras de Feynman

Vamos considerar um modelo simplificado de fisica além do Modelo Padrao, o qual introduz duas
novas particulas: um férmion carregado denominado F e um escalar chamado S. O novo férmion F' estd
associado a um campo fermidnico ¥ g que é um singleto de SU(2)r, com uma representacao (1,1, —1)%
sob o grupo de simetria local SU(3)c x SU(2)r x U(1)y. Por outro lado, o campo escalar S estd
relacionado a um campo escalar que também é um singleto de SU(2)r,, com uma representagéo (1,1, 0).

Uma caracteristica importante a ser notada é que, devido ao fato de os novos campos serem singletos
de SU(2), eles interagem exclusivamente com o mtion de méo direita, j& que este também é um singleto.
Com base nesta propriedade, vamos fazer referéncia a este modelo chamando-o genericamente de Modelo
R. A densidade de Lagrangiana que este modelo adiciona ao Modelo Padriao é dada por[3]:

Lyp = 0,050"bs + V(i) — mp)pr — m3|os)> + (Arrostu, + hc) — V(ps) (7.1.1)

onde P = (0, +1iQle|A,). Note que a carga do novo férmion que aparece na derivada covariante é a
mesma do muon, uma vez que a carga deve ser conservada e o campo escalar é neutro.

A fim de derivarmos as regras de Feynman associadas a este modelo simplificado de nova fisica,
devemos focar na parte de interacdo da Lagrangiana apresentada. Analisando a expressdo de Lyp,
vemos que os trés primeiros termos contém as contribuigoes cinética e de massa para as novas particulas,
bem como a interacdo da QED para F. O quarto e quinto termo representam a interacdo entre os dois
novos campos e o muon. Quanto ao quinto termo, ele engloba potenciais que descrevem interacges do
campo escalar, mas que nao sao de nosso interesse nesta discussao. Portanto, a densidade de Lagrangiana
de interagao é:

(LNP)mt = _Q‘G‘ZEF’Y#wFAu + (ARQ/;FQSSil}uR + hC) - V(¢S) (712)
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O campo 1, consiste em um espinor de Weyl de méo direita, que por sua vez ¢ uma projecao
do espinor de Dirac do muion na representacdo espinorial do grupo de Lorentz. Desta forma, podemos
escrever 1, , = Pr,,, onde Pr ¢ o projetor na componente de méao direita. De maneira andloga, também
temos um projetor de P;, para a componente de mao esquerda. Definindo a matriz v° = iv%y'v2+3, a

qual possui as seguintes propriedades[17]:

) =7" (")P=1 {3’} =0 (7.1.3)

5 —_ 5 7’ . . ~ . ~
0s projetores sao escritos como Pr = “'TV e P, = IT'Y Além disto, devido a relagao de anticomutacéo

de 7° com as outras matrizes 7, temos a seguinte propriedade v*Pg = P;+*. Desta forma:

(LNP) i = —Qlelvry"vr A, + (ArYrdsPri, + h.c) — V(gs) (7.1.4)

A Hamiltoniana de um sistema pode ser obtida por meio da aplicacdo de uma transformacio de
Legendre na Lagrangiana[9]. No entanto, uma vez que (L p)in: depende unicamente dos campos e nao de
suas derivadas, essa transformacio se simplifica para (Hyp)int = —(LNp)int. Portanto, a Hamiltoniana
de interagdo do Modelo R é:

Hipy = —/d3$ (LNP)int = /dgx (Qle|lvry' A, — (ArVFdsPriby + hc) + V(ds)] (7.1.5)

A fim de calcularmos amplitudes de espalhamento neste modelo de nova fisica, devemos estabelecer
quais sao suas regras de Feynman a partir da Hamiltoniana de interacao utilizando o mesmo mecanismo
que discutimos no capitulo 5. Como este modelo consiste em uma extensdo do Modelo Padrao, teremos
as regras de Feynman da QED que apresentamos no capitulo 5.

Apesar de incorporarmos duas novas particulas ao Modelo Padrao, ja estamos familiarizados com
seus propagadores e pernas externas, uma vez que se tratam de campos de Dirac e escalar. Portanto, a
regra efetivamente nova estd atrelada ao vértice de interagdo dos novos campos com os férmions do MP.
Consequentemente, ela consiste em multiplicar por —¢ a constante de acoplamento do pentltimo termo
da Hamiltoniana 7.1.5. Assim, obtemos:

e
f = iArPr (7.1.6)

Essa nova regra de Feynman que derivamos serd essencial para o cdlculo de amplitudes que realizare-
mos na préxima secao.

7.2 Correcoes radiativas para o espalhamento de um férmion
do Modelo Padrao por um campo eletromagnético externo
associadas ao Modelo R

A inclusdo de um férmion carregado e um campo escalar ao Modelo Padrao, que interagem de acordo
com a Hamiltoniana 7.1.5, resulta na criagdo de um novo diagrama possivel (Figura 7.1) para a corregéo
radiativa de primeira ordem no espalhamento de um férmion do MP por um campo externo. No contexto
do Modelo R, essa correcdo no vértice inclui um loop que engloba as novas particulas acrescentadas
ao Modelo Padrao. Portanto, nosso objetivo é calcular a amplitude de espalhamento associada a esse
diagrama para determinar a sua contribuicdo para o momento magnético anémalo dos férmions.

Assim como no capitulo anterior (equagdo 6.3.3), vamos considerar a amplitude associada a este
diagrama como sendo:

(2m)5 (p° — ) iMYp = —iQlela(p')ST ' pulp) ASL (1 — p) (7.2.1)

Utilizando as regras de Feynman da QED apresentadas no capitulo 5 e as que discutimos na secdo
anterior, o termo @(p’)0T'y, pu(p) associado ao novo diagrama de correcao de vértice (Figura 7.1) ¢ dado
pela seguinte expressao:
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Figura 7.1: Diagrama de Feynman contendo a corre¢do de vértice de primeira ordem gerada pela intro-
dugdo de um férmion carregado e um escalar ao Modelo Padrao.

I ot e, K +mp) ik +mp) i(iAr Pr)u(p)
OTpte) = [ R e G S T
e [T d%k (I =) K + mp)y(k+mp) (I +7°)
= ~n /_Oo on P g mZ +ic) (k2 — m% + ie)((k — p)? — mZ + )
LN [T dk (K § 4+ miy") (I +°)
=-ig e E T e - m%F+ i) (k—p)2 —m3 + =)
(7.2.2)

A equagdo acima pode ser reformulada com o auxilio do método dos pardmetros de Feynman[17, 25]
e por meio de manipulagoes algébricas, conforme explicado em detalhes no Apéndice H. Dessa forma,
chegamos a seguinte expressao:

o*q,
a(p")ory pu(p) = 0Qnp w(p" )Y u(p) + dgnp a(p')i zmq

u(p) + O (u(p' )7’ u(p)) (7.2.3)

onde 6Qnp e dgnyp sao dados por:

/\2 +oo d4l 1 5(1’1 + T2 + I3 — ].) ].
5 =ik —— | dxidxod — P4 g?
Qnp =i 9 [m (27r)4/0 T1dT20T3 (2 —Anp 1 i) ( 5 +q T271
+ mias(2(z1 — x2) + x3) + m%) (7.2.4)
A% Foo d4l ! 5(171 + T9 + Tr3 — 1) 2
ognp = 17 [m (27r)4/0 dridradrs (2= Anp + i) dmyxoms (7.2.5)

Note que ndo incluimos explicitamente os termos proporcionais & matriz v°, j4 que esses termos
somente contribuiriam para o momento de dipolo elétrico do férmion[33]. Nosso interesse aqui estd
unicamente nas contribuigoes para o momento magnético andémalo dos férmions.

Substituindo o resultado 7.2.3 na equagédo 7.2.2:

g
2m)3 (p° — p°) iMYp = —iQle] [mp a(p )y u(p) + dgnp alp')i—

u(p)

2m
+0 (alp )y ulp)) | A (P - p) (7.2.6)

Da mesma forma que fizemos no capitulo anterior, iremos calcular o limite nao relativistico da equagao
acima para identificar os potenciais de interagdo por meio da aproximacao de Born. No capitulo anterior,
demonstramos que no limite nao relativistico temos:

a(p’)iggg” u(p) A (q) = yimEE ((217;: A%()) (7.2.7)
a(p' )y ulp) = 2me'Te (7.2.8)
#(0 ) u(p) A (q) = —im® 2S (37; A%(@) (7.2.9)
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Substituindo estes resultados na equagao 7.2.6 e utilizando que flff(q) = (27)30(q%) (i)(q), A(q)):

~ tae. A
iMGp = —iQrlel [6QNP 2mETED — (6Qnp + Sgnp) dim 2o (2071nx (q))}

+0 (a1 Pup) Al -p)  (12.10)

Usando que B(q) = —iq x A(q):

¢t2¢-B(q)
2m

iMp = —iQrlel léQNp 2me’TED + (5Qnp + Sgnp) 4m

+0 (ap e Al —p)  (12.11)

Este é o limite nao relativistico da amplitude de espalhamento associada ao diagrama da Figura 7.1.
Para obtermos o limite nao relativistico da amplitude de espalhamento total até a primeira ordem de
correcao radiativa, devemos somar a contribui¢do adicional do Modelo R ao resultado que ja obtivemos
para o Modelo Padrao no capitulo anterior (Equagao 6.3.19), isto é:

iMp =iMsn + z/\/l%;
—2m | —iQle| (14 6Qsn + 6Qnp) £Ted(q)

25’*%5-13(@

+iQle| (1 +6Qsm + 0gsm + 0Qnp + dgnp) o

} +0 (ﬁ(p’)w5u(p)z‘1§;l ¥ - p))
(7.2.12)

De maneira analoga ao que fizemos no capitulo anterior, iremos comparar este resultado com a apro-
ximagao de Born para obtermos uma expressao para o potencial de interagao:

,§15¢-Bla)
2m
(7.2.13)

V(q) = Qle| (1 +Qsa +0Qnp) ®(q) — Qle| (1 +6Qsn + gsar +0Qnp + dgnp)

Vale ressaltar que estamos omitindo a contribuicio dos termos proporcionais a matriz +°, que nos
forneceriam um potencial ligado a interacao do dipolo elétrico do férmion.

O primeiro termo deste potencial corresponde a interacao do férmion com o campo elétrico, resultando
em um potencial Coulombiano. Enquanto o segundo termo esté associado ao acoplamento com o campo
magnético. Desta forma:

Ve(a) = Qle| (14 0Qsn + 6Qnp) (q) (7.2.14)

,§15¢-Bla)

Ve(a) = —Qle| (1 +6Qsn + dgsar +6Qnp + dgnp) o

(7.2.15)

Analisando o potencial de Coulomb, notamos que a corre¢do radiativa de primeira ordem gera uma
correcao 0Qgsn + 0Qnp para a carga em relacdo ao nivel de arvore. Dessa forma, a nova carga é
Q' =Qlel(14+5Qsn +6Qnp). Utilizando a carga corrigida, podemos reescrever o potencial de interagdo
magnética da seguinte forma:

- ¢t2¢ - B(q)

Vi(q) = —2Q' (1 + dgsm + dgnp) (7.2.16)

2m

onde os termos de segunda ordem foram desprezados. Comparando com o potencial classico f/(q) =

—(p) - B(q) e utilizando que £'TZ¢ = (S) vemos que:

/
p=2(1+dgsm +dgnp) (Sn) S (7.2.17)
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Em comparagdo com a expressao obtida considerando apenas a corre¢ao radiativa de primeira ordem
no Modelo Padrao, temos um termo de correcao extra Ag’ = 2dgyp para o fator de Landé. Como
resultado, teremos uma contribuicao adicional para o momento magnético anémalo do mion. Utilizando
a definicao de a, apresentada no capitulo anterior, a contribuicao exclusiva do novo diagrama de correcdo
radiativa (Figura 7.1) é dada por:

Ag' AgmZ (24 3k — 657 + K3 + 6k 1nk)
A NP _ — — H 2.1
s 2 ognp 96m2m?% (1—k)4 (72.18)

2
onde Kk = %12‘1 Os passos detalhados para a derivacao desse resultado podem ser encontrados no Apéndice
S

H. E importante notar que este resultado estd em conformidade com o apresentado na referéncia [3].

Analise dos parametros de Aaﬁ’ P

Ao propormos este modelo simplificado de nova fisica, nosso principal objetivo é explicar a diferenca
entre o valor experimental do momento magnético anémalo do mion e a previsao do Modelo Padrao,
a qual vimos no capitulo anterior que é Aa, = aEXP — aﬁM = (249 + 48) x 107!, Deste modo, o
parametro de acoplamento do modelo, juntamente com as massas do novo férmion e escalar devem ser
tais que Aaﬁf P explique a diferenca Aa,, com uma significAncia estatistica de até 1o.

Utilizando o método dos minimos quadrados, a regido no espago de pardmetros, na qual a diferenca

é explicada com uma significAncia de 1o, é determinada pelo seguinte vinculo[34]:

) (Aay, — AaNP)H? NP
X (Ar, mp,mg) = 2—” <23 = (Aa, —V2.30a4,) < Aa,” < (Aay,+ V2.30A4,)

UAaM

(7.2.19)

A fim de investigarmos quais valores das massas do novo férmion e do escalar satisfazem os vinculos
acima, mantendo Ag fixo em 2.5, geramos um mapa de calor (Figura 7.2) que representa o valor de
Aa? para cada combinagio de massas mp e mg dentro do intervalo de [70,300] GeV. Ao analisar o
mapa gerado, observamos que a contribuicdo da nova fisica é mais significativa para massas menores.
Além disto, a regido que explica Aa, estd situada entre as linhas pontilhadas e nela temos que mg estd
no intervalo de [155,240] GeV e mp varia entre [125,190] GeV.

Ap =25

300

275

250

225

100 125 150 175 200 225 250 275 300
mp (GeV)

Figura 7.2: Mapa de calor da contribuicdo de nova fisica Aaﬁ[ P para cada combinacdo de massas mp

e mg dentro do intervalo de [70,300] GeV e com Ar = 2.5. As linhas pontilhadas indicam o menor e
o maior valor de AaiV P que explicam a discrepancia entre o valor de a,, experimental e o previsto pelo
Modelo Padrao com significancia de até 1o

Em uma segunda andlise, queremos estudar os valores da constante de acoplamento do modelo tal
que Aa)” = Aa, = (249 +48) x 107, isto é:
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drmg 6(1—r)*
Ap = A 7.2.20
" my \/ au(2+3l€—6ﬁ2+1‘£3+61‘£1nf€) ( )

Assim, utilizamos essa equagao para gerar um mapa de calor de A\p (Figura 7.3) para vérias combi-
nagoes de massas mp e mg dentro dos intervalos [100,1000] GeV e [100,1300] GeV, respectivamente. A
observacdo desse mapa indica que a constante de acoplamento necessaria para explicar Aa, aumenta a
medida que as massas das particulas crescem. No entanto, para garantir a validade da teoria perturbativa
que utilizamos no célculo, é vital respeitar a restricio A\g < 4w, o que implica um limite superior para
as massas do novo férmion e do escalar. Consequentemente, podemos observar que mg esta limitado a
aproximadamente 1200 GeV, enquanto mp ainda pode atingir aproximadamente 820 GeV.

225
12004
20.0
1000 F17.5
%
% 300 .é\)\ 15.0
S F12.5 5
0 AN
600 %
g -10.0
400 - 7.5
5.0
200
2.5

200 400 600 800 1000
mp (GeV)

Figura 7.3: Mapa de calor do valor da constante de acoplamento Az em que AaY? = Aa,, = (249+48) x
10~ para para cada combinacio de massas mr e mg dentro dos intervalos [100,1000] GeV e [100, 1300]
GeV, respectivamente. A linha tracejada indica os valores de massas onde a constante de acoplamento
atinge seu valor limite (Ag = 4) para a validade dos cdlculos perturbativos.
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Conclusao

Durante o desenvolvimento deste projeto foram estudados, através de livros texto [16, 17, 19, 22, 25, 4],
conceitos da Teoria Quéntica de Campos fundamentais para o calculo do momento magnético andmalo
do muon. Inicialmente abordamos a problematica de construir uma teoria quantica e relativistica para
o sistema de uma unica particula livre. Tal fato nos levou a desenvolver uma teoria em que o numero
de particulas é arbitrario. Fazendo uma reinterpretacdo da nossa base de estados nesta nova teoria, foi
possivel fazer uma analogia com um conjunto de infinitos osciladores harménicos desacoplados, o que
permitiu a construcdo de um formalismo baseado nos operadores de criacdo e aniquilacdo. Apods isto,
discutimos sobre causalidade e localidade de medidas dentro da mecanica quéntica, o que, inspirado no
eletromagnetismo classico, nos levou a necessidade de construir nossos observaveis utilizando campos
quanticos. Baseado em um conjunto de condi¢oes que desejadvamos para nosso campo escalar livre quan-
tico, como a garantia da causalidade, conseguimos escrever ¢'(x) em funcio dos operadores de criagdo
e aniquilacido. Além disso, estudamos o mecanismo de quantizacdo canoénica, o qual nos permite fazer a
transicao entre a Teoria Classica de Campos para a Teoria Quéntica de Campos.

No segundo capitulo, realizamos uma breve analise das representagoes do grupo de Lorentz, com én-
fase na representacdo espinorial. Esta representacao é particularmente relevante, uma vez que o campo
de Dirac, associado a particulas de spin 1/2, se transforma sob essa representacio. Posteriormente, abor-
damos a Lagrangiana que este campo obedece, encontramos as solugoes livres e utilizamos o mecanismo
de quantizagdo canonica para quantiza-lo. De maneira andloga a este capitulo, o terceiro aborda o campo
vetorial, associado ao féton.

No quarto capitulo, exploramos a teoria de espalhamento, introduzindo o operador matriz de espa-
lhamento que estabelece a conexdo entre a amplitude de espalhamento e a série de Dyson. Essa relacao
permite o calculo perturbativo de M. No entanto, reconhecemos a complexidade geral desse método.
Com essa consideragao em mente, no capitulo 5, desenvolvemos um método alternativo com base em
representagoes diagramaticas e regras especificas, estabelecendo uma conexao direta com os termos da
série de Dyson.

Utilizando os conceitos estudados, calculamos a amplitude de espalhamento de um férmion carregado
com um campo eletromagnético externo no Modelo Padrao e tomamos seu limite ndo relativistico para
compararmos o resultado obtido com a aproximacao de Born. Isso nos permitiu encontrar o potencial de
interagdo entre o férmion e os campos elétrico e magnético. A principio, fizemos esse processo em nivel de
arvore e obtivemos, através do acoplamento do férmion com o campo magnético, o momento magnético e
encontramos o fator de Landé g = 2. Em seguida, fizemos o processo andlogo, mas considerando também
a primeira ordem de correcao radiativa, o que nos levou a encontrar uma nova contribuicao para o fator
de Landé, a qual definimos como o momento magnético anémalo. Como resultado, obtivemos que o valor
do momento magnético andémalo do mion, na QED, é aproximadamente a, = 116171491 10~'1.

E importante ressaltar que o valor do momento magnético anémalo do mion que encontramos neste
projeto provém da amplitude calculada até a primeira ordem de correcdo radiativa, isto é, este ndo é o
valor previsto pelo Modelo Padrdo. Atualmente, o valor previsto é a,5™ = 116591810(43) 1071[30] e
leva em consideragao as correcoes da eletrodindmica quéntica até a décima ordem, corregoes eletrofracas
e da forga forte (polarizacao hadronica do vdcuo). Note que tal valor coincide até a quinta casa decimal
com o valor que calculamos no capitulo 6, o que demonstra que a correcdo de primeira ordem da QED
consiste na maior contribuicao para a,,.

Para finalizarmos o sexto capitulo, abordamos a discrepancia Aa,, = (249 & 48) x 107! entre o valor
experimental do momento magnético anémalo do mion (a, = 116592059(22) x 107! [1]) em relagdo a
previsao do Modelo Padrao, o que corresponde a uma significincia estatistica de 5. Portanto, concluimos
que o Modelo Padrao nao prevé corretamente o valor de a,. Tal fato nos levou a estudar um modelo de
nova fisica ja conhecido[3] que estende o Modelo Padréo adicionando um férmion carregado ¢ um escalar
que s6 interagem com o muion de mao direita.

A adicao dessas novas particulas resultou em um novo diagrama de Feynman para as correcoes radiati-
vas de primeira ordem. Seguindo os principios das regras de Feynman discutidos no capitulo 5, calculamos
a amplitude de espalhamento associada a este diagrama. Em seguida, de maneira analoga ao capitulo 6,
determinamos a contribuigdo exclusiva, Aafy P desse novo diagrama ao momento magnético anémalo do
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muon. Como resultado, obtivemos uma expressao dependente de trés parametros: as massas do férmion
carregado e do escalar, e a constante de acoplamento destas particulas ao mion de méao direita.

Para que essa nova contribui¢do para a,, explique a discrepancia entre o valor experimental e o previsto
pelo Modelo Padrao, examinamos quais valores de massa justificam a diferenca para uma constante de
acoplamento fixa em 2.5, resultando em mg no intervalo de [125,190] GeV e mp variando entre [155, 240]
GeV. Em uma segunda andlise, verificamos os valores da constante de acoplamento nos quais Aafy P =
Aa,, e observamos que, a medida que as massas aumentam, a constante de acoplamento necessaria
para satisfazer a igualdade também aumenta. Além disto, notamos que este vinculo adiciona um limite
superior de aproximadamente 1200 GeV e 820 GeV para as massas do escalar e do férmion carregado,
respectivamente.
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Apéndice A

Os comutadores do campo escalar
quantico livre

Nesta secao, iremos demonstrar que o campo escalar quantico livre,

d3p —ip-x ip-x T
(ZS(X, t) = m [6 ap +e ap] (A()l)
P

satisfaz as seguintes relagoes de comutacao:

[6(x,1), (v, )] = i0®) (x — y) (A.0.2)
[p(x,1).0(y,t)] =0 (A.0.3)
[d)(xa t)v (i)(yv t)] =0 (A04)

Vamos comecar calculando o primeiro comutador:

d’p

d 3/ ., o,
—ip-x ipz,t) 2 ( —ip’y, ip"y T/)
TSI (e7"Tap + e "al), dt/ TSN e apr + € Val ]

. ’ . . e . e
Nés sabemos que 4 ey = %eil(%’t’p V) = iwy e @ tTPY) = i e P Y Portanto:

IS
i)

[B(x, 1), d(y. t)] = l/

e
o

d*pd*p’ , » y
g { o "l 7(_. e P Va4 jwyeP Y T,)}
o) // 2m)32, fwplp ( ap + € ap) Wp'e ap +iwpre® Yay
Como visto na discussao de espago de FOCk7 [ap> a/p/] = [ana aI) ] =0e [ap7 ] - 5(p p ) LOgOZ
d*pdp’ ) L, ‘ »
et // 27132 Jopiy P (eﬂm@”} V]ap, al,] + e Te” P 'y[ap/,aLD
pWp
dspd?’ / Cinex i i —in'-
[¢(Xt // 27T QW (6 P-Totp y5(p—p)+ep e py5(p/_p)>
pWp
— p ( —ip-(z—y) ip~(x—y))
R =1 C e

O comutador estd sendo calculado para tempos iguais, ou seja e*# (*=¥) = ¢FP(*~Y)  Portanto:

60,0). 0030 = [ B (e 4 emim )

Como estamos integrando sobre todo o espago, a integral é simétrica e consequentemente é a mesma

se feita sobre d®p ou —d3p, o que implica que podemos trocar —p por p no segundo termo da integral.
Portanto:
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(o(x.0).60.0) = | Lo (et 1 oix)

(2m)32
dS

P ip-(x-y)

e 0.0ty = [ B

Note que a integral é justamente uma delta de Dirac. Logo:

[6(x, 1), $(y, 1)] = i6® (x — y) (A.0.5)

Fazendo o procedimento andlogo a este para calcular [¢(x,1), ¢(y, t)]:

d*p

) ) d3p’ - -
[D(x,t), d(y,t)] = [/ m (eﬂp-wap + elp-xan) ,/M (eﬂp Yap +€? -yaL/)]

d?’pd3 / _ . . i -~ +
[90x.1). // 2m)32, fwpwp {( "ap e ray). (e " ap t et yap’ﬂ

[6(x,1), Py, t)] = / (2:)32%) (eirr(xfy) _ efip-(xfy))

Como wp = w_p e estamos integrando sobre todo o espago, a integral é simétrica e consequentemente

¢é a mesma se feita sobre d®p ou —d>p, o que implica que podemos trocar —p por p no segundo termo
da integral. Portanto:

3
[6(x,1), By )] = / : P

27)32wp

[(Z)(X, t)a qj)(y? t)] =0 (AOG)

(eip-(x—y) _ eip~(x—y))

Fazendo o procedimento andlogo para calcularmos [gi)()g t), é(y, t)]:

d d3p i it d d3p/ i iyt
[¢( ) ¢(y7 )} [dt/w)(e p- aerep a ) dt/(Qﬂ-)g, (e P yap’+6p yap,)]

2wp
d’pd’p’ P oD o pipeE ot ; —ip’-y ; ip"y t
[b(x,1), S N {(—zwpe ap + iwpe“al) (—zwp/e ap + iwpe ap/)}
VWplpr
p ip-(x— b (x—
[qi)(x t), gb(y,t)} = / e wp (e p-(x—y) _ o—ip( y))

Novamente, trocando p por —p no segundo termo:

[6(x, 1), d(y, )] = / (zci)%?wp (eiP'<x—Y> - ez‘p~<x—y))

[qls(x7 t)a é(}“ t)] =0 (A07)
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Apéndice B

O calculo dos termos que compoe a
Hamiltoniana do campo escalar
quantico livre

Como vimos na terceira se¢do do segundo capitulo, a Hamiltoniana de um campo escalar quantico
livre é:

/d3 4 [Volx, O + 120, 1))
(B.0.1)

Utilizando a expressao que construimos para o campo escalar quantico livre em func¢ao dos operadores
de criacio e aniquilagao (equagao 1.2.23), podemos escrever essa Hamiltoniana em funcdo desses mesmos
operadores. No entanto, nesta secao explicitaremos os calculos de cada um dos termos que compde a
Hamiltoniana. O primeiro termo sera dado por:

1 1 ‘ d d*p d d3p’ - .
dxp(x,1)? = = /djx —/37 e~ Tap +ePrql /37 e g, 4 e Tl
/ P0x,1)? 2, ldt (27) % \/2wp [ ») at | (2m)% /2wy [ P P}

B A3 A3
/d3x¢xt = /// @xd'pd’p’ | d ﬂp“a;,%—iei”'maT de—li’ Tap + — d e gl
2m)32, /ey | dt dt dt att e
(B.0.2)

Nés sabemos que efP® = eFilwpt=PxX) ento Letire = deFilwpt=px) — Ly etilwpt=Px)  Por.
tanto:

dBxd3 dS / ) )
/d3x¢ (x,t)? /// 5 )22 pw = { iwpe_l(“’?t_p‘x)ap+iwpel(wpt_1"x)a£}
)32, /Wpps

. —i t—p’- . 1 t—p’-
[fzwp/e Hwprt=p x)ap/ +2wp/e’(‘”9’ P x)aI),]

1 d3xd*pd®p’ — ; 2 —i(wp— i(p—p')-
d3X¢ X t W |e z(wp+wp/)t62(p+p ) xapap, —e i(wp wp/)tez(p p’) xapa’r,
2 (2m)32, /wpp p

_ pilwp—wp)t —i(p—p')-x i(wptwp)t ,—i(p+p’)x 1 1
e\ PTr e apap + e e te ) aplp,

Note que em todos os quatro termos temos algo do tipo ﬁ [ dPxeFiP+P)x oy (2;3) [ dPxetiP—p)x
ou seja, temos d(p + p’) ou §(p — p’). Deste modo:

; /d?’xqb O, 8)" = _7// e d e wpwp [Tt (! 4 plapagy — e P S (p’ — pagal,
2 QW | Shad PYpP P p

_ei(wppr/)té(p/ - p)a;r)ap/ + ei(WPerp/)t(s(pl + p)anaL,
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Lembrando que wp = w_p, visto que wp = 1/ Ip|? + 142, podemos realizar a integral em p':

1 . d’p ) )
3 /d?’xqb(x,t)2 -5 / — @ [e‘zlwptapap — apaf, — alap + ezwptai)cﬁp}

d*p ; :
/d?’xgzﬁ x, )2 /2 [_%2) <€727.Wptapa_p 4 2iwnt T ab ) +w (—I—apaL —|—al,ap)] (B.0.3)

Fazendo o processo andlogo para o segundo termo da Hamiltoniana (equagao 1.3.23):

1 d3p : ; dgp/ - ! s !
~ [ B3x V/i e P T+ el - V/i e g, 4 e Tl
2 / [ (27)3 2wp [ P ») (2m)3 2wy [ ° p}

S pd'p ' ipw gt - ot
/// 27r32\/oW[ve Pap + Ve ap]'[Ve Pt + Ve'P ap,}

Nés sabemos que eFP® = eFi(Wpt=PX) entzo Vet ® = Veilwpl=PX) — ripeti(wpt=PX) Portanto:

1 d3 ds d3 ! ) )
: /d3X|V¢(X, t)| // / Xa'p {Z-pefZ(wptfp.x)ap _ ,L-pez(wptfp.x)af] .
2 2732, fwpWpy P

|:Zp€ i(wprt—p’ x)a , _Zplez(w 1t—p’x) L/i|

1 d3 d3 d3 ! ) )
3 /d3X|V¢(X, t)| /// 5 )22 p [ipe—Z(wpt—p.x)ap _ ipez(wpt—p.x)a;r)] .
)32, /Wpwp

1
3 [ Exlvoeor

1
5 [ Exlvoe.or

{ip e iwprt—p’x )a s —iplet@rrt= p'x) o f }
d>xd3pd3p’ , ) / , . ,
/dBX‘V¢ X, t /// 27(_ 32 pw = ( p/) |: _ e—i(wp—wp/)tez(p—p )-xapa; + e—l(wp+wp/)tez(p+p ).xapap’"i‘
V=P p’

, o D
in e iR Xl ol il )t ilp p)xaLap/}

Analogamente ao termo anterior, teremos uma delta de Dirac em cada termo, resultando em:

1 2 1 d3p Lw- 2 24w 2
§/d3x|V¢(x,t)| = _2/2wp {—|P| ap — [pl*e***"apa_p — |p|’e? pt“l»aip_ p[aap
_ = d p| T —2iwpt 21wpf T T (B 0 4)
=5 p|* apy +e€ apa_p + € pt al pap’ 0.

Por fim, nos resta calcular o tltimo termo da equagao 1.3.23:

1 d3p . - d3p/ " .
Explo(x,t)? = = /dgx /7 2[em g 4+ Pl /7 [eﬂp Ty + e'? ‘xa,T/]
/ we 2 21) %2y [ i v (27)3 \/2wpy P P

3 d3Xd3 d3 ! 2 . ipx t - . +
2 /d X P, = /// 27)32, fptg [ ap + e )] {e Ty e xap’}

Seguindo os mesmos passos obtemos:

1 d? p —2i w
3 /d3xu B(x,t)? = 5 / 2o u? [e Fertgna_p + apal + alap + e*Plal, Tp]
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Apéndice C
O operador de evolucao temporal

O estudo da evolucao temporal é essencial em qualquer teoria dindmica, incluindo a Teoria Quan-
tica de Campos (TQC). Nesta teoria, o operador de evolu¢ao temporal assume um papel fundamental,
permitindo-nos calcular como o estado quantico do sistema e os operadores evoluem ao longo do tempo.
Além disto, o operador de evolugdo temporal na representagao de interagao € utilizado para realizarmos
alguns calculos perturbativos. Tendo isto em vista, serd necessario abordarmos a construgao do operador
de evolugdo temporal e as diferentes representacées na mecanica quantica, de modo que possamos obter
a série de Dyson na representagao de interagao. Tal série nos permitira calcular o operador de evolugao
temporal de maneira perturbativa e futuramente desenvolver uma representacdo diagramética de seus
termos a fim de simplificar os calculos de amplitudes de espalhamento.

C.1 O operador de evolucao temporal

Suponhamos que temos um sistema o qual no instante ¢y se encontra no estado |1¥(to)). No entanto,
gostariamos de saber este estado em outro instante de tempo ¢, ou seja, queremos uma transformacéo
unitdria U(t,t,) que nos leve de |¢)(tg)) para |1)(t))

[4(t)) = Ul(t, t0) [¥(t0)) (C.L1)

No caso infinitesimal podemos escrever:

U(t+dt,t) [1(t)) = |(t + 6t)) (C.1.2)
(C.1.3)
Assumindo que dt é pequeno, podemos expandir |¢ (¢ + §t)) em uma série de Taylor ao redor de §t = 0

e desprezar os termos de segunda ordem:

e+ 6, 1) (2)) = o (0)) + 6t (1)
U(t + 6t, 1) [1b(t)) = {H&;ﬂ 1 (t)) (C.1.4)

Noés sabemos que o hamiltoniano é o gerador das translagoes temporais e que sua acdo em um estado
é dada por:

H0) W) = i [6(0) = = [b(0) = —+ 1 (©.15)

Substituindo isto em C.1.4:
Ute-+ 000 (o) = |1 poutt] o)
— U(t+6t,t)=1— %&H (C.1.6)

Note que este operador satisfaz a condigao de ser unitario:
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U(t+ 6t )UT (¢ + 6t,t) = [I - ;&H} {I + ;Létm] Sy %6t(HT — H) + 06t (C.1.7)

Como a Hamiltoniana ¢ um operador hermitiano e O(5t?) é desprezivel:

Ut +6t, U (t 4 6t,t) = I (C.1.8)
Além disto, ele apresenta as seguintes propriedades:
1. U(ty 4 0t1,t1)U(t1 + 6ty + ta, t1 + 0t1) = U(ty + 0ty + Ota, t1)
2. limgeo U(t + 0t,t) = I
3. Ut +6t,t) = U(t — 6t t)
Outra propriedade sobre o operador é que ele obedece a equagdo de Schrodinger, uma vez que |1)(t))

também obedece:

0

H(E) [9(0)) = ihe.

[Wb(t)) (C.1.9)

Utilizando que |¢(t)) = U(t, o) |9 (t0)):

H(OU (1 10) [(t0)) = ih- 2 U (1 t0) [ (1))

ot
0
= H()U(t,tp) = ihaU(Lto) (C.1.10)
Pela definicdo de derivada, nés temos que %U(t7 to) = limgso w. Portanto:
U(t+ ot tg) —U(t,t
H()U(t, to) = ih lim (£ 46t to) = U(t, to) (C.1.11)
5t—0 ot
Se mantivermos implicitamente que temos o limite de 6t — 0:
t+ 0t tg) — U(t, ¢
H(t)U(t,to) _ ZﬁU( + ot, 0) U( ) 0)
ot
Ut + 6t ty) = {I -~ ;&H(t)] Ult, to) (C.1.12)

Subtraindo dt em todos os instantes de tempo na equagdo acima, nds obtemos que:

Ult,to) = {1 - %&H(t - 515)} Ut — 5t to) (C.1.13)

Substituindo na equagao C.1.12:

Ut + 6t to) = {1 - ;&H(t)] [1 - %&H(t - 5t)} Ut — 6t 1) (C.1.14)

Podemos fazer esse procedimento recursivamente até chegarmos em U (tg, tg) = I:

Ut + 6t to) — {1 - ;&H(t)} [1 - %&H(t - 6t)} {1 - %&H(t - 257:)} Ulto, to)

Ut + dt,t) = [I — ;(%H(t)} [I - %&tH(t - 5t)} [I — %étH(t — 26t)} T (C.1.15)

E importante ressaltar que estamos trabalhando com o caso mais geral possivel, onde o Hamiltoniano
depende do tempo e [H(t), H(t')] # 0 para t # t’. Tal fato implica que ao realizarmos os produtos na
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expressao acima, os termos que contam com mais de um Hamiltoniano estardo ordenados temporalmente,
uma vez que o argumento temporal do operador H(t) sempre ird decrescer da esquerda para direita.
Calculando os produtos e organizando por ordem em ¢, obteremos a seguinte expressao:

Ut + 6t,to) =T + <—;> [H(t) + H(t — 0t) + H(t — 26t) + ] 5t + (—2)2 {H(t)H(t —8t) (C.1.16)

+H(t)H (t — 26t) + ... + H(t — 6t)H(t — 26t) + ] 5t + ... (C.1.17)

Para cada ordem em dt, nés podemos escrever a soma do produto dos Hamiltonianos utilizando
somatoérias:

U(t+0t,to) =1 + (—;) > H(t)+ (—;) > Z H(t)H(t) + ... (C.1.18)

t;=to ti=to t;.:to

Aplicando o limite de dt — 0, essas somas viram integrais e as variaveis t; se tornam continuas:

Ut ,tg) =1+ <;_L> /t: H(t)dt' + (;)2[: dt, /: dtoH (t1)H (t2) + ... (C.1.19)

Esta forma do operador de evolugao temporal é chamada de série de Dyson. No entanto, ainda
podemos escrevé-la de uma maneira mais compacta através do uso do operador de ordenagao temporal
(T'), o qual atua da seguinte forma[17]:

%/ / / dtydty...dt, T [H(t ) H(ts)...H(t,)] :/ /1.../n_ldtldtg...dth(tl)H(tg)...H(tn)
0 0 0 0 0 0 (0.1.20)

Utilizando o operador de ordenagdo temporal na série de Dyson, nés podemos escrevé-la da seguinte
maneira:

Ut to) = I + (—2) tH(t)dt+ (—2)2 %T Ut: dt, /t: dtQH(tl)H(tQ):| + ... (C.1.21)

to

Como T[I] =1 eT[[ H(t)dt] = [ H(t)dt:

Ult,tg) =T [e*%ffo d”’“’)} (C.1.22)

Esta é a solugao geral para o nosso operador de evolucdo em uma forma mais compacta e nos referi-
remos a ela como féormula de Dyson. A partir da solucdo geral, podemos extrair alguns casos especiais,
como por exemplo o operador de evolugdo temporal Uy(t,t) de um sistema cuja hamiltoniana Hy ndo
depende do tempo:

Us(t,to) =T [e*%Ho Jiy dt’}
UO(tvtO) =T [ei%Ho(tito)] = ef%HO(t*tO)
Apesar de termos encontrado uma expressao geral para o operador de evolugdo temporal, é complicado

calculé-lo quando temos um sistema com interacoes. Neste caso, iremos abordar o problema do ponto de
vista da representagao de interacao da Mecanica Quéntica, a qual discutiremos na préxima secao.

C.2 As representagoes na Mecanica Quantica
Nesta se¢ao iremos discutir brevemente as representagoes de Schrodinger e de Heisenberg da Mecénica

Quaéntica, de modo que possamos introduzir a representacao de interagao. Tal representacao é interessante
porque ela simplifica a dependéncia temporal dos operadores, pois, como veremos mais adiante, eles
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evoluem temporalmente segundo a parte livre da Hamiltoniana. Consequentemente, a representacao
de interagdo nos permite utilizar a expressdo dos campos livres que derivamos anteriormente apesar de
estarmos considerando um sistema que conta com interagoes. Além disto, a representacdo de interacéo
sera 1til para desenvolvermos alguns conceitos de teoria de espalhamento na préoxima secao.

Segundo a abordagem de Schrodinger, os estados dependem do tempo e evoluem segundo |¥(t)) =
U(t, to) |t(to)), enquanto que os operadores sdo independentes do tempo. O valor médio de um observével
A na representacdo de Schrodinger é escrito como:

as(t) = ((t)] Aly(t))

ag(t) = (W(to)| UT(t,t0) AU (t, to) |1(t0)) (C.2.1)
onde o operador de evolugao temporal age diretamente sobre os estados. Na representacao de Heisenberg,
sdo os operadores que dependem do tempo e nao os estados, ou seja, a evolugdo temporal é aplicada nos

operadores, de modo que A(t) = UT(t,t9)A(to)U(t,tp). Assim, o valor médio na visdo de Heisenberg é
escrito como:

an(t) = (VI AQ®) [¢)
ap(t) = (Y| UT(t, t0) A(to)U (¢, to) [¥)) (C.2.2)

Seja to o instante inicial, entdo temos que [ (tg)) = [¢) e A(tg) = A. Logo:

a(t) = as(t) = (P(to)| U (t,t0) A(to)U (t, to) [1(to)) = am(t) (C.23)

Este resultado nos mostra que os valores médios de um observavel é o mesmo em ambas as represen-
tagoes. Tal fato acontece pois a representagao de Schrodinger é equivalente a de Heisenberg, visto que a
diferenga entre elas consiste apenas na interpretacdo de quem esta evoluindo no tempo.

A representagdo de interagdo mistura conceitos da de Schrodinger e Heisenberg para construir um
formalismo que facilite a solucdo de sistemas onde conseguimos separar a hamiltoniana escrevendo-a da
seguinte maneira:

H=Hy+ H; (C.2.4)

onde Hy é a hamiltoniana que contém a parte livre do sistema e Hy é a que contém a parte de interagao.
Além disto, Hp é independente do tempo e possui solucdo exata, enquanto que H; pode depender do
tempo e nao sabemos resolvé-la de maneira exata. Na representacdo de interagdo, nods iremos definir
que os operadores evoluem temporalmente como se s6 houvesse a hamiltoniana Hy e estivéssemos na
representacao de Heisenberg:

Ap(t) = U§ (¢, to) A(to) Un(t, to) (C.2.5)

onde Uy(t, tg) é o operador de evolugao temporal associado a Hy. Os estados, assim como na representagao
de Schrodinger, também evoluirdo no tempo, porém da seguinte forma:

[Wr(t)) = Ur(t,to) [¥(to)) = Ud (£, t)U (L, to) [¥(to)) (C.2.6)

Note que se calcularmos o valor médio na representacdo de interagao e utilizarmos essas definigoes,
nods obteremos o seguinte resultado:

a(t)r = (Yr(t)] Ar(t) |¢r(t)
a(t)r = (W(to)| Ut (t,to)Up(t, to) U (¢, to) A(to) U (¢, to) U3 (t, to)U (¢, to) [ (t)) = a(t)s

Portanto, vemos que a representacao de interagao é equivalente as de Schrodinger e Heisenberg. Para
encontrarmos uma expressao para o operador de evolugdao temporal U;(t,tg) = Ug (t,t0)U(t,t0), vamos
voltar a definicdo da evolugao temporal dos estados na representagao de interacdo e fazer apenas uma
evolugao infinitesimal tqg — to + dt:

b1 (to + 6t)) = Ul (to + 0t, t0)U (to + 6t, to) [ (to)) (C.2.7)
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Na se¢ao anterior, nés vimos que infinitesimalmente, um operador de evolugao temporal pode ser
escrito como U (tg + dt,tg) = I — £6tH (to). Portanto:

Wr(to + 6t)) = [I + ;dtHO] [1 - ;&H(to)} ¥(to)) (C.2.8)

Mantendo apenas os termos de primeira ordem e utilizando que H(to) = Ho + H (to):
T 1
ortta+60) = [T+ L6t — L3t (1)) (o)
1
orto+ 60y = |1 - 2ot (a0 | o2

|1 (to + 5?2 —[9(to)) _ _%H,(m |4 (to))

Como tg é o instante inicial, ndés temos que [¢7(tg)) = |[¢(to)). Logo:

|1 (to + 6t)) — |¥1(to))
ot

= 4 Hilto) [91(t0) (€29)

Aplicando o limite de §t — 0, o lado esquerdo da equagdo acima corresponde a definicio de uma
derivada em t = ty. Portanto:

570D | = HIO )| = MO (0) = g ) (€210)
Utilizando que [¢;(t)) = Us(t, to) [¢1(t0)):
Hi (U (t o) = ithI(t,to) (C.2.11)

ot

Na secao anterior, nés vimos que a solugdo mais geral de um operador de evolugdo temporal que
obedece a equagao de Schrodinger é a férmula de Dyson, ou seja:

Ur(t,to) =T [e—% T ‘“’H'(t'q (C.2.12)

Esta é a expressao do operador de evolugao temporal na representacio de interagao.
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Apéndice D

Calculo da relacao entre secao de
choque e amplitude de espalhamento

Na se¢ao 4.2, nés vimos que a secdo de choque e a amplitude de espalhamento sao relacionadas pela
seguinte expressao:

n

_dpy // d’k; d’k; _ i(kK's—ks) b
do = (ks “(k’; "K' B B
’ / H (2m)*2E; j—l;Is (2m)3\/2E; (27)3 2E4¢J( e ) ) e
ZA '

2m)30W | ka+ks—> pp | 6@ [ Ky+kg—> ps | IM(ka ks — ps)l
f=1 f=1
(D.0.1)

Para simplificarmos esta expressdo, iremos calcular as integrais presentes nela.

Assumindo que a probabilidade (P(b)) de interagdo entre os pacotes A e B decai suficientemente
rapido com o aumento do pardmetro de impacto, podemos a integral em d?b pode ser calculada de —oco
até +oo. Além disto, como pardmetro de impacto pertence ao plano ortogonal a direcao k%, entdo nods
temos que:

1

27 i(k's—kg)b _ @ (k k’l D.02
7(%)2/“6 =6 (kg —K'g) (D.0.2)

onde o indice L indica que o momento pertence ao plano perpendicular a diregdo k*. Substituindo na
expressao de do:

n d3pf / / d3k . d3k/4 B
do = i y i (k;)8;(K;) | 0% (kg — K'5)
-:1}3 (27)3/2E; (2m)3, oy

2m) 100 | ka+ks =Y py | 6@ | Ky+ k= ps | IM(kaks = pp)l>  (D.0.3)
f=1 f=1

Note que, ao integrarmos o termo §(2) (kg — K g‘) em d’k';- e d’kj-, noés obteremos trivialmente que
k}L = kj- Consequentemente, nos resta apenas as integrais em dk’; e dkj3:

//d3 5O By + kg — pr @) (kg — k’,é)://dk'jdkga Ki+kg =Y p7 | 6(E4+Esz—> Ey)
f=1

f=1

//d3k’Ad3 5O | Ky + kg — pr @) (kg —Kp) = /dk §(Ey + Ep — ZEf

f=1 f=1

k=211 PF K
(D.0.4)

Utilizando que [dx 6(f(z)) = )df(lwi) ,onde f(x;) =0:
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-1
n a n

[ [ e (Kot ks Yo | 00 ) = | g ( Bt Fe - Y By
f=1

kg = ik

(D.0.5)

d3k/ d3k/ 5(4) k/ + kl _ zn: 5(2) kJ_ . k,J_ o 8E:4 aE/B
AT 7B A B pf (ki B) = Ok'? + ak’;
f=1 A

klz Z _,Z

/ 12 2 lz __ n zZ _ Lz 5 2 8E_/A _ k_,j _ k,l,i\z
Como E; = RS +mi e kg = Zlepf k', entdo nos temos que dE = 7\/@ = B e

oE, oE, kiZ
ﬁ = —aké;” = E, . Portanto:

n
k/ k,/z
//dSk’Aaz3 GO [ Ky + kg = pp | 0P (kg —K'g) = = Efj (D.0.6)
f=1 A B
. 2 _ K] )
Nés sabemos que v} = e Logo:
1
//d3k’ dBK6@W | By + kg — pr 5 (kg —Kp) = N vel (D.0.7)
= A~ Vg

Como nossos pacotes de ondas iniciais possuem apenas momento linear na direcdo do eixo z, este
resultado pode ser generalizado para:

1
PR PKs™ | Ky + k] (ki —Kp)= ———— D.0.8
// S pr 5) = VA — Vs ( )

Substituindo este resultado na expressao da se¢do de choque diferencial (equagao D.0.3):

" d*k 4 Pkp  |oalkd)Plosks) o 4w - 2
do = 27T 32Ef // @2m) '8 | ka+ ks = Y s | [M(kasks = py)l

2w 32EA 27T)32E3 |V_A—VB| =

(D.0.9)

No espago de momentos, os pacotes de onda ¢ 4 e ¢ que caracterizam o estado inicial, sdo construidos
de modo que suas funcbes de onda apresentem um pico estreito centrado em p 4 e pg, respectivamente.
Deste modo, todas as funcoes suaves de k4 e kg podem ser aproximadas por seu valor em p4 € pg-

n n

d’py (2m)* M (pa, ps = py) a3 kA d kB
- k k _
do f[[l (2m)32E, AEAEg[va — V5] // S [6a(k)[*5(ks)| "0 | ka + ks fz::lpf

(D.0.10)

Apesar de a delta de Dirac ndo ser uma funcao suave, k4 + kg pode ser aproximado para o seu valor

central p4 + ps, de modo que 6 (kA +ks -3, pf) ~ oW <pA +p5— 2oy pf). Consequente-
mente:

3 (2m)*6W (pa+ps — X f—1 pr ) IM(pasps — py)| Bk d3k
By ( ) / / 4 10l Plosics)

d =
o=|1I (2m)32E, AEAEg|va— Vs i

(D.0.11)

Utilizando que (¢pa¢p|dpads) = [ [ ‘(i ky 21271:5 |¢A(kA)| |¢B(k3)| =1:
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n n 1
(2m)"o - 2 (D.0.12
1;[ 27T 32Ef ) PA+ DB ;pf 4EAEB‘V,A*VB||M(pA’pB —pe)l” ( )

1 2
do = dII,, , D.0.13
o 4E.AEB|V.A_VB|‘M(pA bB _>pf)| ( )

Onde:

H @2m)*'sW [ pa+ps =D vy (D.0.14)

3
7=t 27T 2Ef =1

é chamado de diferencial de espago de fase invariante de Lorentz.

D.0.1 O casoden=2

Para compreendermos melhor o diferencial de espago de fase invariante de Lorentz, vamos calcula-
lo para o caso em que duas particulas de quadrimomentos p; e ps sdo espalhadas em outras duas, de
quadrimomentos ps e py, ou seja:

P1+ P2 — P3 + Py (D.0.15)
Neste caso, a expressao de dIl é

d*p3 d*py

H =
il (27)32E; (27)32F,4

(27)*6™) (p1 +p2 — p3 — pa) (D.0.16)

A delta de Dirac pode ser reescrita como () (p1+p2—ps—ps) = 53 (P1+PpP2—pP3—p4)d(E1+ Ey — Es — Ey).
Portanto:

d*ps d*pa
(27)32E; (27)%2E,4

dITy = (27)*6® (py + p2 — P3 — Pa) 0 (E1 + Bz — E3 — Ey) (D.0.17)

A fim de simplificarmos a expressao podemos ir para o referencial do centro de massa, onde p; = —p2
e F1 + E5 = Ec ). Deste modo:

am, — —Ps A’ (27)46®) (—p3 — pa) d (Ecnr — Es — Ed)
2 (27)32E; (27)32E, P3 — P4 cM 3 4
1 d’p3d’py
I, = —2 10 E3s+E,—E D.0.1
dIly 1622 B, E, 6" (ps +Pa) 6 (B3 + B4 — Ecm) (D.0.18)

Agora podemos integrar em d>py:

1 d®ps [ d®ps
dlly = §® 5(E3+E,—E, D.0.1
2 1672 Fj / E, ( +p4) ( 3+ Ly CM) ( 0 9)

A integral do termo 6 (ps + p4) nos garante que o momento total é conservado, uma vez que
pP3 = —pa. Logo:

1 d3p3
].67T2 E3E4

dlly = ) (Eg + FEy — ECM) (DOQO)

Em coordenadas esféricas, d°ps = pfcdpfdQ, onde py = |p3| = |pa|. Substituindo isto e integrando
em dpy:

dpf
dll; = 1672 dQ/ EsEs fé E3 + Ey — Ec]w) (D.O.Ql)
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Fazendo a mudanca de varidavel © = F5 + E4 — Ec)y, o diferencial dx pode ser escrito como:

dx d dEs dE4
dx = —dp dp Es+ E,— Ec dp ( + ) D.0.22
apy 1= Wi (B3 + E4 M) = dpy oy " dp, ( )
Utilizando que E3 = /p} +m3 e Ey = /p} +mi:
pf | Pr (B3 + Ey)
de —dps (2L L PFY _y B T fa)
v pf<E3+E4> I'PIEE,
EsE,
= dpf =dr—————— D.0.23
Substituindo a mudanca de varidvel na integral:
1 teo dx
dlly = —dﬂ/ ———pd (x D.0.24
2 1671'2 st — Eonr E3 4 E4pf ( ) ( )
Por conservagao de energia, Es + Fy = F1 + Ey = Ecpr. Logo:
teo dx
dll — (z D.0.25
2T 16 ECM ma+my—FEcm 4 ( ) ( )
+oo
Utilizando que f st ma— B 9 () = O(z) , onde O(z) é a funcdo degrau de Heaviside:
ma+ma—FEcm

1 oo
dll, = ——dQ-LL0(2)

16727 Ecpn ms-tma— B
_ 1 Py
dH2—167T2dQEC—M(®(+oo) O(ms +my — Ecar))
_ 1 Py
Ay = 155 g (O(F00) = O(=(Eon — ms = ma))) (D.0.26)

Como O(4+00) =1e O(—(Ecar —ms —my)) =1 — O(Ecy — ms — my), entao:

II 1-1 Econ — —
dlly = 16 Fonr ( +O(Ecy —m3 —ma)))
ps
= df} Econ — — D.0.2
dlly =d 167T2 Ec @( CM ms m4) ( 0 7)

Este é o diferencial de espaco de fase invariante de Lorentz para o espalhamento 2 — 2. Para
calcularmos sua se¢do de choque infinitesimal, basta substituirmos este resultado na equagao 4.2.16:

by 1 )
d = d O(Erny — _ I .
ofel Vs 1672 Ecas (Ecm —m3 m4)4E1E2|V1 _—y |[M(p1,p2 = p3,Dp4)]
do 1 ps 1 )
- - O(Ecym —ms3 — D.0.28
<dQ)CM 1672 Ecy 4E1E2|v1 — v2| |M(p17p2 p3,p4)\ ( CM — M3 m4) ( )

Nés vimos anteriormente que a velocidade relativa |vq; — va| pode ser escrita como:

P1 P2
— =|= - = D.0.29
[vi — o B B ( )
Utilizando que p1 = —pz2 e [p1| = |[p2| = po:
| | = Ip1| Lyl
Vi — V2| = |P1 B, B,
Vi — va| = b+ By
1 2 Po L E,
|V1 - V2| = Do Boum
FE{FEs
Ecum
_ - D.0.30
|vi —va| = po N ( )
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Substituindo este resultado na expressao da se¢do de choque infinitesimal:

do 1 Py ,
Q) onr O(Eom —ms — D.0.31
(dQ>CM 647T2p0E%M|M(p17p2 %p3,p4)\ ( oM — M3 m4) ( )

Essa é a secdo de choque infinitesimal de um espalhamento 2 — 2 no referencial do centro de massa.
Para o caso em que todas as particulas tenham a mesma massa m, a conservagao de energia nos diz que:

E\+E,=E;+E, — 2\/p3+m2:2\/p§+m2 = po = py (D.0.32)

Portanto, neste caso a se¢do de choque infinitesimal calculada no centro de massa se torna:

do 1 1 2
e Ecn —ms — D.0.
<dQ)CM 6472 EéM ‘M(plaPQ — p3ap4)| @( CM ms m4) ( 0 33)
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Apéndice E

A identidade algébrica associada a
férmula de reducao de LSZ

No capitulo 4, utilizamos a seguinte identidade para derivarmos a féormula de redugao de LSZ:

i / daePe™ (04 m?)o(x) = /Taglap(+00) — ap(—o0)] (£.0.1)
A fim de demonstrarmos esta identidade, iremos calcular o seu lado esquerdo da equacao acima. Note
que O+m? =92 +p2+m? =093 +w12,. Logo:
i / Az (O 4+ m?)g(x) = / dizie ™ (38 + w2) o(x) (.0.2)
Além disto, temos que:

iePu” (83 + wf,) o(x) = {ei”%“ (i@g + wpao) + iwpeip%" (0o + wp)} =0 [ei”“m“’ (100 + wp) (b(x)}
(E.0.3)

Deste modo:

o0

dwoa[) |:eiwpa:0 /d3we—ip.x (Za() +wp) (z)(l.):|
(E.0.4)

i/oi‘l:veip“””M (O+m?Ho(z) = /d4x80 [ei”““’“ (100 + wp) ¢(w)] = /

— 00

Observe que na integral temporal, o integrando consiste em uma derivada total no tempo, o que
implica que o resultado sé dependera do campo nos limites de integracio (z° = £00). Para continuar o
célculo, usaremos a expressdo do campo escalar, conforme discutido no capitulo 1:

3
o(x) = / (%)dg,\l;m [ak(xo)e—ik% +af{(x0)eik“wu} (E.0.5)

Substituindo este resultado na equacao E.0.4, a integral sobre as coordenadas espaciais se torna:

L . —ipX [+ d3k — ikt ikt x
/dgxeﬂp'x (100 + wp) ¢(z) = /dga:e ‘P (z@o—kwp)/m [ak(:co)e Han +a£(x0)e e

(E.0.6)

Como comentamos anteriormente, a regido relevante para a integral E.0.4 é 2° = 400 e nesta regido
os campos sdo aproximadamente livres, de modo que dyap (o) = 0. Logo:

, d3k 4 Wi +w o Wp — Wi o
d3 —ip'X (s — d3 —ip-x k P 0y ,—iktx, P T .0\ ikt
/ xe (100 + wp) () /7(277)3 / xe [(m ) ax(z”)e + <m ) ay(«”)e
d3k + i 0 Cilb—K)-x
:/(QW)S{(WI(TJ:IJ)ak(mO)e 1T /d?’xe i(p—k)

+ (pr_w(:k> a;r((l'o)ei“"‘wo /d3xei(p+k)'x}
(E.0.7)
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Utilizando que [ d3ze i P~K)* = (27)353(p — k):

[t ot o) o) = [ |50 10 (228 Y anaen e 4 550 10 (20 af e

wp tw —iwex® Wp — W— iwpa®
= <p2w:> ap(z®)e” et 4 (D\/QTJP) aL(xO)e P (E.0.8)

Como w_p = wp:

/d?’me_ip'x (100 + wp) O(z) = | /2wpap(x0)e_iwl’wo (E.0.9)

Substituindo este resultado na equagao E.0.4:

i/d4xeip“1“ (O4+m?)p(z) = /d4x80 {eip“w“ (100 + wp) qﬁ(x)} = \/2wp [ap(+00) — ap(—00)] (E.0.10)

Como querfamos demonstrar.
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Apéndice F

Derivacao de algumas regras de
Feynman

F.1 O propagador de Feynman do campo escalar

No capitulo 5, definimos o propagador de Feynman do campo escalar como:

— 3 . T1—
N (0] {QS(()ﬂ(ml), ! )(scz)} |0) = fﬁ%e‘”"(“ 2 se 29 > x9

Dij = (0] ¢g(z1)¢o(x2) |0) =
— 3 .
(01 [0 (22), 6§ (@1)] 10) = [ opiye™ ™ @2, se a§ > af

(F.1.1)
Com o auxilio da fun¢do degrau de Heaviside:
1 >
o) = ser=0 (F.1.2)
0, sex <0
a definicdo do propagador pode ser reescrita como:
D — / dp |:67ip~(a:17x2)@(m0 . :1:0) I efip-(m’gfm’l)@(x() _ xo)}
7= ] @) L o
d3 ) ) ) )
_ / (271_)3(I;w ) {efzwp(zgfzg)ezp-(xl7x2)@(1,(1) o 1,(2)) + efzwp(zgfz?)ezp-(xz*)n)@(:Eg _ 1,(1))] (F].?))
p

Como wp = w_p e estamos integrando sobre todo o espago, a integral é simétrica e consequentemente
é a mesma se feita sobre d®p ou —d®p, o que implica que podemos trocar —p por p no primeiro termo
da integral. Portanto:

d3p —ip-(x1—x% —iwp (2 —29 iwp (29—l
D;; = /(271-)3(2(”1))6 p-(x1—x%2) [6 (21 fz)@(x(l) _ l‘g) + eiwp(e1 2)@(338 _ 1‘(1))} (F.1.4)

Para simplificarmos esta expressio, utilizaremos a seguinte identidade[19]:

—iwp (2 —xJ) 0 0 iwp (29 —23) 0 0 . —2wP oo 0 eipo(m?—mg)
(& @(l‘l — .’172) + e @(m2 — xl) = ;L}Hé 27-[-2 . dp W (F15)
Substituindo em F.1.4:
d*p [T , 1 0(0_ 0 1
Di' -] d 0 —ip-(x1—x%2) ,ip" (z] —x3) F.1.6
J EI—I>I(1)/ (2m)4 [m pe € (P°)? — w3 +ic ( )
Utilizando que (p%)? — wf, =p? —m?:
d* '
D;; = lim P k ePr(@1=a2) (F.1.7)



F.2 O propagador de Feynman de Férmions

O propagador de Feynman dos férmions é definido como[17]:

o {<0| P(@)(y) [0}, @0 > yo (F.2.1)

Se(e—y) =B = O Te@aw o) = 1 T S R

Vamos calcular o caso xyp > yo utilizando as expressdes do campo de Dirac quantizados (equagbes
2.5.2 e 2.5.3):

2
e &Bp’ o -
Sp(x—y)= ) / (27); g P (o [bius(p)e Puz +dffvs(p)ezp”w]

e 8\/2E, (21)3,/2E,

{b;* u(p)eu + dn T (p) e " | o)

(F.2.2)
Utilizando que df, |0) = 0 e (0] d5T = 0:
22: d3p d?’p’ ; B! ok / t
see-n= > | B s () () (0050 T [0)  (F2.3)
L) @2m)3y2E, (2m)3 /2By PP
Como (0] b5b5, T [0) = (0 {b3, b5, T} [0) = (2m)36@) (p — p)5°":
S -9) = [ G ) (F24
FAE =Y (27)32E, -
Nés sabemos que u®(p)u®(p) = p + m. Logo:
Sp(x — )_/dgpe—ipu(w“—y“)( +m) (F.2.5)
PE=0= | an)s2E, v 2
Podemos reescrever esta integral utilizando a seguinte identidade[4]:
d5p : L d4p 7 : L
—ipu(at—y") _ —ipu (et —y") F.2.6
/ (27)32E, - / @r)Ap? —m2 +ic. (F-2.6)

Para provar esta identidade basta calcularmos a integral em p® no plano complexo e utilizar a férmula
de Cauchy. Substituindo este resultado em Sp(z — y):

dtp ip+m) e
Sr(z—y) :/(27r)4p2—m2+i€e P (2 =y") (F.2.7)

Note que o lado direito da equagdo acima é a transformacao de Fourier do propagador para o espaco
de posigao. Portanto, vemos que o propagador de Feynman para férmions no espago de momentos é dado
por:

- _ i(p+m)

Sr(p) (F.2.8)

Cp2—m24ie

Para o caso 3° > z° o processo é analogo.
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F.3 O propagador de Feynman do fé6ton

O propagador de Feynman dos férmions é definido como[17]:

1

8, (@ — ) = Au(x) A () — (0] TA, () A, () 0) = {<° Au@A,)10), 70 > o

(0] Ay (y) Au(2) 0) , yo > @0 (F.3.1)

Vamos calcular o caso z¥ > yo utilizando a expressio do capo do féton quantizado (equacio 3.1.16):

4k &3k’ 2 N s —ikaa® | s rine st ik
- [ | v o, O a0 st
s=r=1

{e;(k')aﬂleik;za +€h (k) ap T eik’am“} (F.3.2)

Utilizando que aj [0) = 0 e (0] ai’ = 0:

d3k K’ 2 o e
- // (27)32Ex (27)3\2E\ 2Ek,[ Z )" (0] ajap " |0) e Far" kay )} (F.3.3)

s=r=1

Como (0] agag " [0) = (0] [, a 1]10) = (27)?6°766) (k — K):

Sy(x —y) = / 278 2Ek [Z ke (@ =y )} (F.3.4)

Utilizando que 3°_, e (k)es (k)" = —g,w[17]. Portanto:

d’k —iko (¥ —y®
Sy(x—y) = guy/(QF)S(QEk)e (@ =")

d4k _ig/»“/ —ika (2™ —y®)
_ ke (@ F.3.5
/(277)4 K2+ i (F-3.5)

Note que o lado direito da equagdo acima é a transformacao de Fourier do propagador para o espaco
de posi¢ao. Portanto, vemos que o propagador de Feynman para o féton, no espaco de momentos, é dado
por:

8, (k) = 9 (F.3.6)

Para o caso y° > 2° o processo é analogo.
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Apéndice G
Calculo das correcoes radiativas

No capitulo 6, secao 6.3, vimos que parte da amplitude de espalhamento de um férmion por um campo
eletromagnético externo pode ser escrita como:

Lt (K ami s Kty
o P2 T2 1 ie) (k2 — m2 +ie) ((k — p)2 + ie)

a(p)or ulp) = 2iQ%* [

— 00

u(p) (G.0.1)

Para simplificarmos esta expressdo, podemos utilizar os pardmetros de Feynman[17, 25] (equagdo
G.0.2) a fim de transformarmos o denominador da expressdo acima em um polindmio de quarto grau em
k, elevado ao cubo. Tais pardmetros sao definidos como:

1 ! (n—1)!
. . = e R 1 . .2
A1 As. A, /0 du1dzs...dzy (2141 + 20A5 + ... + ann)”6 (Z i ) (G.02)

K2

Para n = 3, podemos fazer A; = (k"> — m? +ie), Ay = (k* —m? +ic) e A3 = ((k — p)? + ie)

1 ! 1
=2 | dzridwodxsd —1)—= G.0.3
(K2 — m? + ie) (k2 — m2 + i) ((k — p)2 + i¢) /0 nidepdasd(@+ ozt o =g (G03)
Onde:
D =z (K? —m?) + 29(k* — m?) + x3(k — p)* + (21 + x2 + x3)ic (G.0.4)
Com este truque, nés podemos reescrever a equacao G.0.1 da seguinte forma:
oo gtk [t NH
a(p") 6T u(p) = iQ262 [m (271_)4/0 dxydxodrs 26(x1 + 29 + 3 — l)ﬁ (G.0.5)
Onde:
N = 2a(p ) by ¥ — 2m(k + k)" + m*+*)u(p) (G.0.6)
O primeiro passo para calcularmos a(p’)oT*u(p) é fazer a seguinte mudanca de varidvel:
l=k+xoqg— x3p (G.0.7)

onde ¢ = k' — k. Para realizarmos tal mudanca, precisamos reescrever o denominador em fungao desta

nova variavel. Para isto, temos que simplifica-lo. Devido a delta de Dirac presente na integral, temos que
1 + 29 + 23 = 1, a expressdo de D (equagdo G.0.4) pode ser escrita como:

D = x1(k? —m?) + zo(k* — m?) + x3(k — p)? +ic (G.0.8)

Para eliminarmos &’ da equagdo, podemos utilizar que k' = k+ ¢ e consequentemente k'? = (k+¢q)? =

k? + ¢® + 2kVq,. Assim:
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D = 21 (k* + ¢ + 2k¥q, — m?) + xo(k? — m?) + x3(k* + p* — 2k"p,) +ic
= k* (21 + 22 + x3) + 2kY (22 — w3p) ) — m* (21 + 32) + w20” + 2%p® + ie
= k? + 2k (x2q — 3D)p — m?(21 + T2) + 22q® + x3p* +ic (G.0.9)

Agora vamos subtrair [2 = (k + z2q — x3p)? = k% + 2kv(z2q — x3p), + 23¢* + 23p? — 22023p"q, dos
dois lados da equagao acima:

D-1?= —m2(x1 +x2) + z2q® + 23p? + ic — x%qQ - x%pQ + 2x0x3p" q
= ¢xo(1 — 13) + pPu3(1 — x3) + 2w0w3p¥q, — M2 (1 — a3) + ic (G.0.10)

Como p é o quadrimomento do férmion associado ao campo de Dirac de massa m, nds temos que
p? = m?. Logo:

D —1? = ¢*za(xy + x3) — m?(1 — 23)% + 22023p"q,, + i
= ¢*wy1m9 — m2(1 — 23)% + 2023(q* + 2p7q,) + ic (G.0.11)

Utilizando a conserva¢do de momento nos vértices do diagrama 6.2, nés temos que p’ = p + ¢, o que
aliado ao fato de que p? = p'?> = m?2, nos permite obter a seguinte identidade:

P =p"+¢+2p"q
m? =m® + ¢ + 2p"q,

¢ +2p"q, =0 (G.0.12)

Aplicando esta identidade na equacao G.0.11:

D —1? = ¢*zy29 — m?*(1 — x3)? +ic (G.0.13)
Por convencdo, vamos definir uma nova grandeza A = —q¢?z129 + m2(1 — x3)%
equagao:

Substituindo na

D—1”=—-A+ie
— D=101"-A+ic (G.0.14)
Apés aplicarmos a mudanca de varidvel em D, o préximo passo € reescrever o numerador N* em

funcao de . Para isto, podemos substituir na equacao G.0.6 que k¥’ = k + g e também k = | — qzs + z3p,
pela defini¢do de [. Assim, podemos expressar N* da seguinte forma:

N# = 2a(p’) [(I"y — da + pra)y" (17, — (1 — x2) + pr3) — 4m(l — gz + prs)” — 2mg" + m*y*] u(p)

= 20(p) [P "1y + Uy (= (1 = ) + pg) + (—gfwa + paa)y" 19" + (—gwa + prg)y" (=4 (1 — 22) + pas)
+my* — 2m(2l — q(1 — 225) — 2pz3)*]u(p)

(G.0.15)
Para simplificarmos esta expressdo, é importante notarmos que:
+oo d4l 1M
—— =0 G.0.16
|, e (G010

Isso ocorre porque a integral é calculada em um intervalo simétrico e o integrando }3—“3 é uma funcao
impar em relagao a [, uma vez que D é par e [* é impar. Com este resultado, nés podemos ver que qualquer
termo do numerador proporcional a I* ndo contribuird para o resultado final. Consequentemente, podemos
desprezar os termos lineares em [* na expressao de N* (equagdo G.0.15):
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N# = 2a(p)) [I"7A 1Py, + (— gz + prs) v (—d(1 — 22) + pas) + m*y* — 2m(—q(1 — 222) — 2pz3)*]| u(p)

(G.0.17)
Outra propriedade que nos permite simplificar N* é que a integral:
+oo d4l IH Y
h G.0.18
/_ w (2m)* D3 ( )

nao deve depender da direcao de I* no espaco dos quadrimomentos, pois todas as componentes de k*
sao integradas sob todos os valores possiveis. Isto implica que a integral deve depender apenas da sua
contracdo escalar (2. Portanto, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

Too g4y mp Too g4l 1 12
G vy ot
| s =) i (G.0.19)

onde o fator % aparece devido a g"¥ = diag(—1,1,1,1). Tendo isto em vista, nés podemos utilizar que
MY = ig“”l2 em N*. Portanto:

N* = 2a(p’) [igup%ﬁ”%ﬁ + (— g2 + pas)y* (—¢(1 — z2) + pas) + m>+* — 2m(—q(1 — 2z2) — 2px3)" | u(p)

= 2u(p) [;lz’y“ + M* 4+ m2y* —2m(—q(1 — 2x5) — 2px3)* | u(p) (G.0.20)

Para que tenhamos uma visualizacao limpa, iremos nos ater ao segundo termo da equacao acima e
depois retomamos a expressao completa:

M*" = 2u(p’)(—gz2 + pr3)y (—¢(1 — x2) + pas)u(p) (G.0.21)

Utilizando que pu(p) = mu(p) no iltimo termo do segundo paréntesis e que p = p’ — ¢ no primeiro
parénteses:

M* = 2u(p’)(—gxo + p'zs — das)y" (—¢(1 — z2) + ma3)u(p) (G.0.22)

M* = 2u(p’)(—¢(z2 + x3) + mas)y" (—¢(1 — z2) + mas)u(p) (G.0.23)

Lembrando que z1 + 3 + x3 = 1, nds temos que x5 + x3 = 1 — x1. Logo:

M = 2u(p’)(—¢' (1 — x1) + ma3)y* (—¢(1 — x2) + mz3)u(p)
=2u(p') (¢ gy’ V77 (1 — 21) (1 — @2) + mgy w5 (1 — z1) + my*gas(1 — x2) + m*z39" Ju(p)
(G.0.24)
Note que o produto de matrizes v* do primeiro termo podem ser escritas como[17]:
VAN = gy + gy — gt — i€ PP (G.0.25)
onde v° = i7%y14243. Deste modo:
(P ) gy VY ulp) = quap (979" + g y" — gPr At — i€V P y,0)
= a(p')(2¢"¢ — ¢*+")u(p)
= u(p))(2¢"p — 2¢"p — ¢*+")u(p)
= u(p')(2¢"m — 2¢"m — ¢*+")u(p)
= u(p')(—=¢*y")u(p) (G.0.26)
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onde utilizamos que ql,qpie"”“”vgfy‘r’ = 0, pois temos a contracdo de uma matriz simétrica com outra
antissimétrica. Substituindo este resultado na equagao G.0.24:

MP = 2u(p" ) (®y*(1 — 1) (1 — z2) + mgy"zz(vr — 1) +my* v ques(l — x2) + m2z3y")u(p) (G.0.27)

Utilizando a algebra de Clifford y#~v" + v”~* = 2¢g"*” no terceiro termo:

M* = 2a(p ) (@®y*(1 — 1) (1 — x5) + mgy rs(ry — 1) + m(2¢" — ¢v*)z3(1 — 22) + m2ziy" Yu(p)
=2u(p')(*y*(1 — 21)(1 — @2) + mgy*xs(x1 + 22 — 2) + 2ma*z3(1 — z2) + m x5y )u(p)
=2a(p") (" (1 — 21)(1 — x3) — mgy"zz(rs + 1) + 2mgte3(1 — z2) + m2z3y)u(p)  (G.0.28)

Note que:

u(p') gy u(p) = a(p")(p’ — p)y* ulp) = a@’)(my" — py*)u(p) (G.0.29)

Através da algebra de Clifford, nés temos que py* = 2p* — 4#p. Logo:

a(p’) gy u(p) = a(p’)(my* — 2p# + my*)u(p) = a(p")(2ma* — 2p" )u(p) (G.0.30)

Substituindo este resultado em M* (equagdo G.0.28):

a(p) [*7" (1 = 21) (1 = 22) — m(2my* — 2p")as (w3 + 1) + 2mgta3(1 — 22) + m*z3y"] u(p)

a(p’) [y (?(1 — z1)(1 — 22) — mPz3(x3 + 2)) + 2¢"ma3(1 — z1) + 2pmas(zs + 1] u(p)
(G.0.31)

Agora iremos retornar para o numerador N* substituindo o resultado acima na equagdo G.0.20 e
reorganizando-a;:

N = 2a) o (<57 (1= )1 = aa) (1= = 200) ) + 2~ 1)
+2mg"[z3(1 — x2) — (1 — 232)]]u(p) (G.0.32)

Utilizando que 1 + 22+ +3 =1 e que ¢ = p’ — p, obtemos que:

N# = 2u(p") [v* <;l2 + (1 —21)(1 — z2) + m?(1 — x2 — 23:3)) +m(p' +p)as(zs — 1) + mg" (2 — z3)(x2 — z1)]u(p)
(G.0.33)

Note que o tltimo termo é uma funcao impar em x5 e 7 e D é uma funcdo par dessas duas varidveis.
. H(2— — . . sy .
Deste modo, quando integrarmos este 24" 2=28)(@2=21) o) 11 intervalo simétrico em 1 e s, o resultado
) D ’

deve ser 0. Portanto, podemos desprezar o tltimo termo da equagao acima:

N* = 2a(p') [1* (—iﬂ (=) (L =)+ mP(1 - af 23:3)) +m(p + p)' (s — 1)]u(p)

(G.0.34)
Pela identidade de Gordon[17], nds temos que:
Ay — (! (p' +p)* a"qy
!y ut) = ate') | PP 7 g
o q,
= a(p)(p' + p) u(p) = 2ma(p’) { Ho_ 1273} u(p) (G.0.35)

Substituindo este resultado na equacao G.0.34:
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1 v
N* = 2u(p’) [V“ (—212 +¢*(1—21)(1 — m2) + m*(1 + a3 — 4363)) + 2m2i02n;]

“xz(ws —1)| u(p)
(G.0.36)

Inserindo esta expressio e a de D (equagdo G.0.14) na equagdo G.0.5, nds temos a mudanga de varidvel
de k para [:

+o0 d4l

1
1) -1
/ dridradrs 2 (1 + 22 + 73 )

WMMW@*”yg/ @n? J, 7 A tie)

—00

2a(p") [v“( - %lQ +¢* (1 —21)(1 — z2)

nv
+m?(1+ 23 — da3)) + 2m2i02773"x3(x3 - 1)} u(p)
(G.0.37)

Definindo as seguintes fungoes:

(1 +z2+ 23— 1)

, oo gty ! 1
Qr = ZQ2\6|2/ @t /0 dridrodrs 4 (—212 + (1 —21)(1 — z2) + m2(1 + 23 — 4x3)>

(12 — A +ie)3
(G.0.38)
dg = iQQeQ/Jroo Cm/ldx dxodx 45(361 ez tas 1) 2m2r3(zs — 1) (G.0.39)
9= U G L N (PR Ny S .
a expressdo de @(p')éT u(p) pode ser reescrita como:
— I\ ST _ — I\ N
u(p')oT u(p) = 6Qs a(p’)y*ulp) + o9 a(p’)i——=u(p) (G.0.40)

Esta é a expressao simplificada que utilizamos no capitulo 6.

G.0.1 Calculo da corregao dg

Além de simplificarmos a expressdo de @(p’)oT*u(p), também iremos calcular a fungdo dg que nos
dard a corre¢do para o momento magnético. Partindo da defini¢do de dg (equacio G.0.39):

too gyt O0(xy + a2 +235—1)
6:,22/ /ddd4 1 2 3 IYmnlra(xra — 1 .0.41
g=1iQ% . 2ot ), 214220473 2 A+ ic) m”zs(zs —1) (G.0.41)
Fazendo o limite € — 0 e utilizando o = ji
iQ* [ o 1
dg = ?a/o dridzedrs 0(z1 + 2 + 33 — 1) 2mPas(z3 — 1) /_oo d4lm (G.0.42)

Para resolvermos a integral em [ iremos utilizar um truque chamado de rotacdo de Wick[17]. Tal
método consiste em rotacionar o contorno da integral em [° por um angulo 5 no sentido anti-horério,
ou seja, mudar o contorno do eixo real para o eixo imaginario. No entanto, isto s6 é possivel devido ao
integrando cair suficientemente rapido para |lo| grande e o contorno nao interceptar os polos ao longo
da rotagdo. A grande vantagem deste truque é que ele permite realizarmos a integral em coordenadas
esféricas, pois transforma [ em um quadrimomento Euclidiano, contornando o sinal negativo presente na

métrica de Minkowski. Para realizarmos esta rotagdo, basta fazermos a mudanca de variavel:

P =i% 1=l G.0.43
E

Aplicando a rotagdo de Wick integral em I:

R Y
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onde [ df)y a drea da superficie de uma esfera em quatro dimensoes, a qual sabemos que vale 272, Fazendo

a mudanca de varidvel w = [2 + A e consequentemente dw = 2l pdlp:

oo 1 teo w—A
4 — T — ) 2
/ d l(l2 “AP 2im /A dw 3

+oo
= 72i7r2/ dw(w™3 — Aw™3)
A

A oo
= —2n? (—w_l + w_2>

2 A

1

_ _i2
= —ir A

Substituindo este resultado na expressao de ay (equagao G.0.42):

2 1 2
2 —1
0g = @/ dridxadrs 6(x1 + x9 + 23 — 1) M

™ Jo

Como o féton ndo tem massa, entdo ¢ = 0, o que implica que A = m?(1 — x3)?

dg = / drydxodrsd(xy + o + 23 — 1)

1— 3
d d
/ s / = ay) (1- 173)

:7/ dSC3£ZJ3
™ Jo
Q2

(1 — 1'3)

2

(G.0.45)

(G.0.46)

. Portanto:

(G.0.47)

Como discutido no capitulo 6, este é o valor da corregdo radiativa para o momento magnético de um

férmion carregado.
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Apéndice H

Calculo das correcoes radiativas
além do Modelo Padrao

No capitulo 7, vimos que a amplitude relacionada ao diagrama 7.1 é dada por:

(2m)5 (p° — ) iMiy} = —iQrela(p) ST pu(p) A5l (0 — p) (H.0.1)
Onde:
. N [T ik (K'y" K +mi") (L +9°)
/ o _ R / F
wpPTNpup) =15 | ) G T TR ik i)k~ p) — it i) )

(H.0.2)

Utilizando os pardmetros de Feynman[17], podemos reescrever o denominador da expressdo acima
como:

1 ! 1
=2 dx1drodrsd —1)——
R TR P, e s g
(H.0.3)
Onde:
Dnp = x1(k? —m%) + 2o(k* —m%) + x3((k — p)? — m%) + (z1 + 22 + x3)ic (H.0.4)
Com este truque, podemos reescrever a equacao H.0.2 da seguinte forma:
~ )\2 +oo d4k 1 NH
a(p')ory pu(p) = 171{ - (277)4/0 dxidradrs20(z1 + 22 + 23 — 1)Dgi (H.0.5)
Onde:
N& p = a(@ ) (K" +mzy™) (1 +7°)u(p) (H.0.6)

Analogamente ao caso do Modelo Padrao, o primeiro passo para calcularmos @(p")0I'y pu(p) ¢é fazer
a seguinte mudanga de variavel:

l=Fk+x0q — x3p (H.0.7)

onde g = k' — k. Para reescrevermos o denominador em func¢ao desta nova variivel é preciso simplificd-lo
primeiro. Devido a delta de Dirac presente em H.0.2, temos que x7 + 22 + 3 = 1 e consequentemente a
equacgao H.0.4 pode ser escrita como:

Dnp = x1(K? —m%) + 2o(k* — m%) + x3((k — p)? — m%) +ic (H.0.8)
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Para eliminarmos k&’ da equacdo, podemos utilizar que k' = k + g e consequentemente k2 = k? 4 ¢> +
2kYq,. Assim:

Dnp = x1(k* 4+ ¢* + 2k"q, — m%) + 2o(k* — m%) + x3(k* + p* — 2k"p, — m%) + ie
= k(21 + 2 + x3) + 2K (22q — w3p)y, — mp (21 + 22) + 22¢° + w3(p® — mT) + ie
(H.0.9)

Agora vamos subtrair [ = (k + x2q — x3p)? = k? + 2kv(x2q — x3p), + 234> + 23p? — 222w3p¥q, dos
dois lados da equagao acima:

Dyp—12 = fm%(xl +x9)+ z2q® + xg(p2 - m%) + i — x%qz — x%pz + 2x0x3p" q
= ¢*xo(1 — x3) + p?a3(1 — x3) + 22023p" @, — ma(1 — a3) — x3M% + ic (H.0.10)

Como p é o quadrimomento do férmion associado ao campo de Dirac de massa my, nés temos que
p? = mfc. Logo:

Dnp — 17 = ¢*xo (1 + x3) + mfzacg(l — x3) + 2w0w3p”q, — mE(1 — x3) — x3M% + ic
= ¢®w129 + 2ow3(q® + 2p”q) + x3(M% — mft(l —x3) —m%) —m% +ie (H.0.11)

Utilizando a conserva¢do de momento nos vértices do diagrama 7.1, nés temos que p’ = p + ¢, o que

aliado ao fato de que p? = p'2 = m?c, nos permite obter a seguinte identidade:

PP=r"+¢+2q
m2 :mQ +q2+2puqu

¢ +2p"q, =0 (H.0.12)

Aplicando esta identidade na equagdo H.0.11:

Dnyp — 2 = q2331582 + xg(m% + m?c(l — $3) — mQS) — m% + 1€ (HOIS)
Para simplificar as notacdes, vamos definir uma nova grandeza Apgs = —¢*T129 — ch(m% + mfc(l —
x3) —m%) + mi:
Dnp —1? = —Apgs +ic
= Dyp =1— AFpgg +ic (H.O.l4)

Apés aplicarmos a mudanga de varidvel em Dy p, 0 proximo passo é reescrever o numerador Nf.gg em
funcao de [. Para isto, podemos substituir na equacao H.0.6 que k' = k + g e também k = | — g2 + z3p,
pela defini¢do de I. Assim, podemos expressar NA; , da seguinte forma:

Nigs = u(@') [(1P7, + (1 — x2) + pra)y* (Vv — daz + paz) + mEr*] [1+°Tu(p)
u(p") 1Py 1 vy + 1Py (d2 + ps) + (—g(1 — z2) + pr3)y" 1"y, + (¢(1 — 22) + pr3)y" (—gz2 + pas)

+ mzy"][1 4 7°Ju(p)

(H.0.15)
Para simplificarmos esta expressao, é importante notarmos que:
+oo d4l M
——=— =0 (H.0.16)
/—oo (277)4 D?\/P

I
impar em relacdo a [, uma vez que Dpgg € par e [* é impar. Com este resultado, nés podemos ver que
qualquer termo do numerador proporcional a I* nao contribuiré para o resultado final. Consequentemente,

podemos desprezar os termos lineares em [* na expressao de Nk (equagao H.0.15):

Isso ocorre porque a integral é calculada em um intervalo simétrico e o integrando é uma funcao
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Nip =a(p') [Py "1y + (f(1 = 2) + pas)y" (—gas + prs) + mia*] [+ 5 Ju(p) (H.0.17)

Outra propriedade que nos permite simplificar N\, é que a integral:

+o0 d4l IHY
H.0.18
[ G (1019
nao deve depender da direcdo de [* no espago dos quadrimomentos, pois todas as componentes de k*
sdo integradas sob todos os valores possiveis. Isto implica que a integral deve depender apenas da sua
contracdo escalar (2. Portanto, podemos reescrevé-la da seguinte forma:

+oo d4l v +o00 d4l 1 l2
—_— = - opv Y
/—oo (2m)* D3 /_OO 2nid? Do (H.0.19)

onde o fator i aparece devido a g"¥ = diag(—1,1,1,1). Tendo isto em vista, nés podemos utilizar que
MY = 1g"[? em Nlgg. Portanto:

N = 00) | 1073720l 4 (g1 = 22) 4 )2 (g + ) + ] 1-497Julo)

I

) HW (41— w2) o+ prs)y” (g + ps) + m%v”] u(p)

_ 1
+ ) {_27’”2 + (g(1 = w2) + pa)y" (—gws + pus) + m%vu} Youlp)
_ 1 B .
=u(p’) [27142 + MY p +miy* | ulp) + O (a(p)¥ u(p)) (1.0.20)
onde utilizamos que ¢*v,v"v, = ¥'y"v, = —29*. Para que tenhamos uma visualiza¢do limpa, iremos

trabalhar separadamente no seguinte termo:

My p = ﬁ(p’)(g(l — x3) + pas)y* (dza + prs)u(p) (H.0.21)
(H.0.22)

/

Utilizando que pu(p) = myu(p), u(p')p’ = u(p')myep=p' — ¢

My p = a(p")(d(1 — 2 — x3) + mpxz)y" (—dws + msrz)u(p)
= a(p) [~quqoy' V' xows + mygy ez — mpy grozs + m?x%w“} u(p) (H.0.23)

Como demonstrado no célculo da corregéo para o Modelo Padréo (equacio G.0.26), a(p')q.q,v" vy u(p) =
ﬂ(p/)(_qz’yﬂ)u(p). Portanto:
My p = a(p) [¢*y" 2wy + mypgnwser — myy¥ goaws +miady" ] u(p) (H.0.24)

Utilizando a algebra de Clifford v#~v" + v/~* = 2¢g"” no terceiro termo:

My =u(p) [q2’y“aﬁ2x1 +mypgytrzry —myp(2¢" — ¢y )zoz3 + mfmgy“] u(p)

=au(p’) [qz'y“;vgxl +mypgytes(zy + x2) — 2mypqtrows + m?:r%’y“] u(p) (H.0.25)

Nés ja vimos que u(p')gv" u(p) = u(p')(2my* — 2p*)u(p) (equacio G.0.30). Logo:

MK p =u(p) [qQ’y"xgxl +my(2myH — 2pH)xs (21 + 22) — 2mypqFxoxs + m?m%’y“] u(p)
= u(p') [qgv“wgml + m?’y“xg(Q(ml + x9) + x3) — 2myppHas(xi + x2) — 2qu”x2m3] u(p) (H.0.26)

Lembrando que ¢* = (p' — p)*:
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MR p = a(p') [y zows +min as(2(xr + x2) + x3) — 2mypwoxs(p’ + p) — 2myp"as(ze — 21)] u(p)
(H.0.27)

Note que o ultimo termo é uma funcdo impar em x5 e 1 € Dpgg é uma funcdo par dessas duas

2myptas(za—x1)
3

variaveis. Deste modo, quando integrarmos este em um intervalo simétrico em x1 e x3, 0

NP
resultado deve ser 0. Portanto, podemos desprezar o ultimo termo da equacao acima:

My = a(p) [qQ'y“xgxl + m?w“a:g(Z(xl + xg) + x3) — 2mszoxs(p’ —|—p)“] u(p) (H.0.28)

Pela identidade de Gordon[17], nds temos que:

u@%ﬂ+pwwm:2mMﬂﬂ¢u47;$}mm (H.0.29)

Substituindo este resultado na equacao H.0.28:

_ . oMq,
My p = ua(p') [q27“$29€1 + miy w3 (2w + @2) + 13) — AmGTams (7“ —1 2173 )} u(p)

o*q,
=a(p) [,yu (P21 + m?cxg(Q(xl —x2) + x3)) + 4m§x2x3 i 277;] } u(p) (H.0.30)

Agora iremos retornar para o numerador N4, substituindo o resultado acima na equagao H.0.20 e
reorganizando-a:

1 Noiatd
Nip =1u(p') {,yu <212 + ¢Pxozy + m§x3(2(g¢1 —x9) +x3) + m%) + 4m§mgx3 i 2”;11/

}wm+owww%@)
(H.0.31)

Inserindo esta expressao e a de Dy p (equacao H.0.14) na equacao H.0.5, temos a mudanga de varidvel
de k para [:

A [teeatt ! §(z1 4 20 + 23 — 1) 1
a(n ) oTH —_ ;R 2 = (! pl _ =72 2
a(p)oTy pu(p) =i 5 /_oo (27r)4/0 dzidrodrs (2~ Apps +ic)? {u(p){w ( 2l + ¢“xoxq

uv
+ mfcxg(Q(ml —g) +x3) + m%) + 4m?cx2x3 zUchle,} u(p) + O (a(p)y°u(p)) }
(H.0.32)

Definindo as seguintes funcgoes:

A2 oo g4 ! 0(x1 + 20+ 23 —1) 1
5 =i dzydaod - P+ ¢ Fog(2(wy — Z
Qnp =1 5 /_oo (27r)4/0 T1drodry (% — Aprg 1 i0)? ( St T ramy +myas(2(z1 — 22) + x3) + mp
(HL.0.33)
22t gt ! S(x1 4+ 29 + 25 — 1)
Sgnp =i dxydaod 4m H.0.34
gNp =1 2 | (27T)4/0 L1a4T20T3 (2~ Apps +i2)° M X223 ( )
a expressao de (p")oI"y pu(p) pode ser escrita como:
_ _ _ .o*q, _ 5
a(p')oTY pulp) = 0Qup w(p')y"u(p) +dgnp a(p)i——=u(p) + O (@(p')y u(p)) (H.0.35)

Esta é a expressao simplificada que utilizamos no capitulo 7.
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H.1 Calculo da contribuicao dgyp

Além de simplificarmos a expressao de u(p")6I"y pu(p), também iremos calcular a fun¢do gy p que nos
dara a contribuicdo do diagrama 7.1 para a corre¢do para o momento magnético. Partindo da defini¢ao
de dgnp (equagdo H.0.34) e fazendo tomando o limite e — 0:

2

. >‘R ! (S(.’El—l—l'g—l-a?g—l) 2 /—i-oc 4 1
—t dxidzoda: 4 Al H.1.1
22(271_)4/0 r1ax20T3 (12 —AFFs+i€)3 MmyZT23 . (12 —AFFS)S ( )

dgnp =

No apéndice G, demonstramos através da rotagdo de Wick que para uma funcdo A que nao depende
de I:

/+ood4l1——' 21 (H.1.2)
. (lz—A)?’_ (e A N

Deste modo, como Appg também nao depende de I, podemos substituir este resultado na equacao
H.1.1:

ToX3

dgnp = (1 + 22+ 23— 1) (H.1.3)

Arrs

Como o féton nao tem massa, entdo ¢ = 0, o que implica que Apgg = m%f:cg(m%er?(lfx:s) —m%).
Portanto:

/\2Rm2- 1 XToX
Sgnp = o | duzduadrd ~1 >
INP = g2 0 Tadvadidler + oz + a3 )m% —az(mz +m3(1 —23) —m3)

)\%m 1 T 1—z3

— f 3

= Soutng |, T JAE

s /0 m*5—$3(m*5+m*5(1—”33)—1) 0
S S S

_ )\%mf / ds z3(1 —x3)2

16m2m ;:g — 3 (mF + (1 —a3) — 1)

(H.1.4)

Considerando o limite em que as particulas além do Modelo Padrao sdo muito pesadas, temos que
2 2
mg > mp, e consequentemente & = 0. Além disso, vamos definir £ = 7. Assim:
S S

Apm3 [t r3(1 — 23)?
5 _ 7 d 3 3
gNp 167T2m%/ “ k—x3(k—1)
_ )\%m?p /1d x3 n (k—2) K 1 1
© 167m2m2 3 k—1 k120 k—1)3 (23(k — 1) — K k—1)3
S J0
ARm; 1 ! (k—2) [* K ! 1 1 !
- - drga? + "2 g - [ g - d
m%g{ el A el R e e re R }
ARmy 1 (k—2) K ! 1 1
= — d — H.1.5
lﬁwzmg{ 3(K—l)+2(li—1)2+(ﬂ—1)3/0 xs(ﬁ:—xg(n—l)) (/1—1)3} ( )
Fazendo v = k — z3(k — 1) e du = —(k — 1)dz na pentltima integral:
ANgm3 T 1 (k—2) K S| 1
f
= —_ d _———
OINP = {522 3/{—1+2f£—12+n—14/1 Yu T k1)
5L
Ry S G N SR U
C16mm3 [ 3(k—1)  2(k—1)2  (k—1)* k—1)3
s L
OARME [—2(k— 1) +3(k — 2)(k — 1) + 6k Ink — 6(r — 1)
©16m2m% | 6(k — 1)
ARm3 (24 3k — 6K% 4 k% + 6k 10 k)

= H.1.6
96m2m?, (1—k)* ( )
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Como discutido no capitulo 7, essa contribuicao representa uma corre¢ao radiativa ao momento mag-
nético de um férmion do Modelo Padrao quando adicionamos um férmion carregado e um escalar a esse
modelo.

99



Bibliografia

1]

D. P. Aguillard et al. Measurement of the Positive Muon Anomalous Magnetic Moment to 0.20 ppm.
8 2023.

T. Aoyama et al. The anomalous magnetic moment of the muon in the Standard Model. Phys.
Rept., 887:1-166, 2020.

Peter Athron, Csaba Baléazs, Douglas H. J. Jacob, Wojciech Kotlarski, Dominik Stéckinger, and Hye-
jung Stockinger-Kim. New physics explanations of a,, in light of the FNAL muon g — 2 measurement.
JHEP, 09:080, 2021.

Sidney Coleman. Lectures of Sidney Coleman on Quantum Field Theory. WSP, Hackensack, 12
2018.

Wolfgang Rindler. Relativity: special, general, and cosmological. American Association of Physics
Teachers, 2003.

Jun John Sakurai and Richard L Liboff. Modern quantum mechanics. American Association of
Physics Teachers, 1986.

Vladimir Fock. Konfigurationsraum und zweite quantelung. Zeitschrift fir Physik, 75(9):622-647,
1932.

Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu, and Frank Laloe. Quantum Mechanics, Volume 1, volume 1.
1986.

Jerry B Marion. Classical dynamics of particles and systems. Academic Press, 2013.

Herbert Goldstein, Charles Poole, and John Safko. Classical mechanics. American Association of
Physics Teachers, 2002.

Ruben Aldrovandi and JG Pereira. Classical fields. 2004.
Francis E Low. Classical field theory: electromagnetism and gravitation. John Wiley & Sons, 2008.

Jorge José and Eugene Saletan. Classical dynamics: a contemporary approach. American Association
of Physics Teachers, 2000.

Anthony Zee. Group theory in a nutshell for physicists, volume 17. Princeton University Press, 2016.

Howard Georgi. Lie algebras in particle physics: from isospin to unified theories. Taylor & Francis,
2000.

Anthony Zee. Quantum field theory in a nutshell, volume 7. Princeton university press, 2010.
Michael E Peskin. An introduction to quantum field theory. CRC press, 2018.

Young Suh Kim and Marilyn Noz. Theory and applications of the Poincaré group, volume 17.
Springer Science & Business Media, 1986.

Matthew D Schwartz. Quantum field theory and the standard model. Cambridge university press,
2014.

Ramamurti Shankar. Principles of quantum mechanics. Springer Science & Business Media, 2012.
Valery Rubakov. Classical theory of gauge fields. Princeton University Press, 2009.

Horatiu Nastase. Introduction to quantum field theory. Cambridge University Press, 2019.

Mark Srednicki. Quantum field theory. Cambridge University Press, 2007.

100



[24]

[25]
[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

Matthew D. Schwartz. Quantum Field Theory and the Standard Model. Cambridge University Press,
Cambrigde, UK, 3 2014.

Steven Weinberg. The quantum theory of fields: Foundations. Cambridge university press, 2002.

Wolfgang Pauli. Zur quantenmechanik des magnetischen elektrons. In Wolfgang Pauli, pages
282-305. Springer, 1988.

James M Wilkes. The pauli and 1é vy-leblond equations, and the spin current density. Furopean
Journal of Physics, 41(3):035402, apr 2020.

D. Hanneke, S. Fogwell, and G. Gabrielse. New measurement of the electron magnetic moment and
the fine structure constant. Phys. Rev. Lett., 100:120801, Mar 2008.

Tatsumi Aoyama, Toichiro Kinoshita, and Makiko Nio. Theory of the anomalous magnetic moment
of the electron. Atoms, 7(1), 2019.

B. Abi and et al. Measurement of the positive muon anomalous magnetic moment to 0.46 ppm.
Physical Review Letters, 126(14), apr 2021.

Michel Davier, Andreas Hoecker, Bogdan Malaescu, and Zhiging Zhang. Reevaluation of the hadronic
vacuum polarisation contributions to the Standard Model predictions of the muon g — 2 and «(m?%)
using newest hadronic cross-section data. Fur. Phys. J. C, 77(12):827, 2017.

G. W. Bennett and et al. Final report of the e821 muon anomalous magnetic moment measurement
at BNL. Physical Review D, 73(7), apr 2006.

Kevin R. Lynch. Extended electroweak interactions and the muon g - 2. Phys. Rev. D, 65:053006,
2002.

P. A. Zyla et al. Review of Particle Physics. PTEP, 2020(8):083C01, 2020.

101



