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"Olhar o céu, as nuvens, a lua e as estrelas realmente faz com que eu me sinta calma e
esperangosa.”
(Anne Frank)



Resumo

Tendo em vista que a bibliografia de relatividade geral é quase que totalmente res-
trita a lingua inglesa, este trabalho de conclusdo de curso, escrito na forma de uma
monografia, tem como objetivo servir de referéncia sobre relatividade geral na lingua
portuguesa. Para tanto, este trabalho cobre um pequeno resumo sobre a histéria da
astronomia e da gravitacdo. Além disso, revisamos os principais conceitos da fisica
newtoniana e da relatividade especial. Cobrimos um capitulo inteiro sobre a matema-
tica dos espacos curvos e discutimos os principais motivos pelo qual a relatividade
geral foi formulada através de uma interpretacdo geométrica da gravidade. Nos tulti-

mos capitulos, abordamos solucdes da relatividade geral e suas aplicagdes.
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1 Prefacio

Caro leitor, este trabalho de conclusdo de curso foi realizado pensando em voce,
estudante de fisica e matematica que deseja aprender sobre relatividade geral, mas ndo
estd muito confiante em por onde e como comecar. A literatura sobre relatividade geral
é extensa e rica, mas esta limitada a lingua inglesa. Mesmo que vocé seja capaz de ler
em inglés, muitas vezes estes livros ndo conseguem se fazer entender, se perdendo na
didética, fazendo com que o tema parega mais complexo do que realmente é. Por isso,
ao invés de cativar o leitor, mostrando o qudo incrivel e bonita a fisica pode ser, acaba
frustando e espantando a maioria dos leitores.

Entretanto, antes de tudo, preciso confirmar que a teoria geral da relatividade é
mesmo complexa e dificil. Mas ndo é impossivel. Como tudo na vida, exige-se esforco.
Lembre-se do efeito Dunning-Kruger: se estiver achando algo facil é porque prova-
velmente ndo o entendeu direito. Mas, se estiver se sentindo um esttpido, é porque
estamos avangando. Admitir ignorancia é um passo importante na obtengdo de conhe-
cimento. O que pode aprender quem acha que sabe tudo? Mas nédo se sinta mal, com o
tempo e dedicagdo conseguira ter a confianca de dizer que domina o assunto, mesmo

admitindo que é terrivelmente complexo.

Depois de ter criticado a maioria dos livros-texto de fisica, que muitas vezes se
esquecem da diddtica, reconheco que coloco este trabalho em uma posicdo de expecta-
tiva maior do que deveria. Nao sou nenhum especialista em didética e nunca dei uma
aula. Mas, tenho a vantagem de, enquanto escrevo este texto, ainda sou um estudante
universitario exatamente como vocé. Ainda luto com a completa confusdo quando ndo
entendo uma matéria. Ainda sinto a pressdo e ansiedade para ter as melhores notas,
as vezes esquecendo que o principal objetivo é aprender. Depois de ter estudado sobre
relatividade geral por um ano inteiro durante a minha graduacao, as principais difi-
culdades do tema ainda se encontram frescas na minha mente. Ndo prometo que este
texto seja facil e nem de longe o melhor sobre o tema, mas o escrevi pensando que seria
o livro que eu gostaria de ler se este fosse 0 meu primeiro contato com a relatividade

geral.

Para que vocé seja capaz de entender as proximas paginas, é esperado que do-
mine o cdlculo diferencial e integral em uma e varias variaveis, bem como algebra
linear. Também é recomendado que vocé tenha estudado mecéanica cléssica e eletro-
magnetismo. Nada mais é necessdrio para aprender relatividade geral. Devo lembrar
que este texto tem a pretensdo de ser apenas uma introdugao a relatividade geral. De-
pois de 1é-lo, creio que consiga atacar os aspectos mais complexos da teoria através de

livros mais avangados, se tiver interesse. Espero que este trabalho seja ttil para vocg,



que possa expandir os seus horizontes sobre o nosso maravilhoso universo, e que o

ajude a conquistar os seus objetivos na vida.



2 Introducido

A gravidade é uma das quatro forgas fundamentais da natureza, junto com o
eletromagnetismo, a forga forte e a forca fraca. O eletromagnetismo lida com eletrici-
dade, magnetismo, atra¢do e repulsdo de cargas, imas e luz. A forga forte é a interagdo
entre os quarks e glions no interior dos 4tomos que mantém os ntcleos estdveis. A
forca fraca é a interagdo que explica os processos de decaimento radioativo. E a gravi-
dade é a forca de atragdo que mantém os planetas girando ao redor do Sol e as estrelas

unidas as suas galéxias.

A forga forte e fraca sdo interagoes restritas a escala subatomica. Isso acontece
porque sdo fendmenos que enfraquecem muito rapidamente com a distancia. O eletro-
magnetismo afeta tanto as menores quanto as maiores escalas. Estd presente sempre
onde existe um acimulo expressivo de cargas. Mas como a maior parte da matéria é
neutra, ou seja, as cargas positivas sempre estdo muito proximas das cargas negativas,
o eletromagnetismo ndo consegue competir com a gravidade na escala dos planetas,

estrelas e galaxias.

Pode passar despercebido para a maioria das pessoas, mas a gravidade é uma
forca realmente fraca, a mais fraca de todas. Levante qualquer objeto com as méaos e
vocé terd vencido toda a forca gravitacional da Terra com este gesto! Para qualquer
interacdo envolvendo particulas fundamentais, a gravidade é tdo ténue que pode ser
desprezada. Entretanto, como a gravidade é uma forca que alcanga longas distancias
e cujo efeito é perceptivel em grandes acimulos de matéria, ela reina soberana nas

maiores escalas do universo.

Pensamentos sobre a origem da ordem natural provavelmente sdo tdo antigos
quanto a espécie humana e inspiraram a religido e a filosofia tanto quanto a ciéncia.
No passado, tinhamos maior contato com a natureza, entao observagf)es como: o0 Sol
sempre nasce no leste e se pde no oeste, a posi¢do do Sol relativo ao fundo estelar
muda com o passar do tempo e se repete em um periodo de tempo chamado ano, a
Lua muda de aparéncia com o passar dos dias conforme as suas fases, organizar o
tempo nos ajuda a saber quando é o momento de plantar e de colher e quando vai ser
a proxima cheia do rio. Esses padrdes pareciam estar dizendo alguma coisa para os
nossos ancestrais. Eles estavam longe de serem bobos. Por isso, os antigos se preocu-
pavam tanto em construir estruturas astronémicas para marcar a passagem do tempo

no calendério. Era uma questdo de sobrevivéncia.

O primeiro que sistematizou um modelo de universo foi Aristételes, no século

IV a.C. O seu universo estava centrado na Terra, como é sensato deduzir, j& que o



10

chdo nos parece muito firme e parado, e o Sol, a Lua e as estrelas parecem girar ao
nosso redor. Segundo Aristételes, a matéria que modela a Terra é constituida de quatro
elementos: fogo, égua, terra e ar. O céu e o resto do universo eram compostos do quinto
elemento chamado éter. Para ele, um objeto s6 pode se mover se existir uma forca que
o impele continuamente. Se a forga cessa, entio 0 movimento acaba. E claro que lhe
faltava o conceito de inércia e de atrito. A explicagdo de gravidade para Aristoteles
era muito simples: alguns corpos tém um lugar natural que é a Terra, portanto, sdo
atraidos para ela; enquanto outros corpos tem um lugar natural que é o céu, por isso
se afastam da Terra, como os gases. Para ele e muitos gregos, o Sol e os planetas eram
esferas perfeitas que descreviam movimentos circulares perfeitos ao redor da Terra.

Aparentemente, Aristételes gostava bastante de circulos.
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Figura 1 — Sistema geocéntrico. Harmonia Macrocosmica, Andreas Cellarius, 1660.

Entretanto, havia um sério problema com o sistema geocéntrico de Aristoteles.
Haviam sete planetas que ndo se comportavam como as outras estrelas, que descre-
viam circulos perfeitos no céu. Os planetas sdo Mercurio, Vénus, Marte, Japiter e Sa-
turno. Urano e Netuno sé foram descobertos apds a invengdo do telescopio. Ainda
assim, é notdvel que os antigos identificaram os planetas e a ordem correta deles. Sao
chamados de planetas, ou seja, errantes em grego, pois seu movimento pelo céu é erra-

tico. Marte, por exemplo, e os outros planetas externos, exibem um movimento retré-
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grado pelo céu, se movendo junto com as outras estrelas, mas de repente se movendo
para tras antes de voltar na direcdo original. Para resolver este problema, o matematico
Ptolomeu no século II d.C. construiu um sistema complicado baseado em epiciclos e
deferentes, onde o planeta se move em uma o6rbita circular (epiciclo) ao redor de um
ponto que se move em um circulo ao redor da Terra (deferente). Impressionante que o
modelo ptolomaico é relativamente preciso para as observagdes que se dispunham na
época. Por isso, e por questdes filosoficas e religiosas, o modelo acabou sendo adotado

pela Igreja Catodlica e sobreviveu por toda a Idade Média sem contestacdes.

O modelo geocéntrico s6 foi desafiado no século XVI com o surgimento do mo-
delo heliocéntrico, muito mais simples. Embora a ideia ndo fosse original, remontando
a Aristarco de Samos no século III a.C., foi Nicolau Copérnico quem criou um mo-
delo aceitdvel, colocando o Sol no centro do universo e a Terra e os outros planetas
girando ao seu redor. Com este modelo, Copérnico foi capaz de calcular os raios das
6rbitas dos planetas e o periodo orbital com uma precisdo notavel. O modelo helio-
céntrico também explicava de um modo mais satisfatério o movimento retrégrado de
Marte e dos outros planetas externos. Por estar em uma 6rbita mais afastada do Sol, o
planeta externo se move mais lentamente do que a Terra. Portanto, quando a Terra ul-
trapassa o planeta externo, o planeta é visto no céu como se estivesse se movendo para
trds. Apesar do sucesso em explicar as observagdes, a obra de Copérnico irritou muita
gente. Em 1600, o defensor do modelo heliocéntrico Giordano Bruno foi queimado na

fogueira por ordem da Igreja Catolica.

Entretanto, o modelo de Copérnico possuia algumas pequenas falhas quando
postas a prova com observagdes meticulosas. Os dados astrondmicos mais precisos an-
tes da invengédo do telescépio foram coletados por Tycho Brahe durante toda a sua vida,
a olho nu, mas com instrumentos precisos e um método rigoroso. Usando destes da-
dos, Johannes Kepler, com um imenso amor pela perfeicdo matematica e um profundo
respeito pela observacédo, decidiu melhorar o modelo de Copérnico. Sua principal mu-
danga foi abandonar a ideia das 6rbitas circulares em favor das 6rbitas elipticas. Suas
trés leis possuem uma notavel concordancia com os valores atuais de periodo orbital,
raio e excentricidade das 6rbitas dos planetas. As trés leis de Kepler sdo as seguintes:

1° Lei: "As drbitas descritas pelos planetas ao redor do Sol sio elipses com o Sol em um

dos focos.”
2% Lei: "A reta que liga o planeta ao Sol descreve dreas iguais em tempos iguais.”

3% Lei: "Os quadrados dos periodos de revolugdo de dois planetas quaisquer estdo entre
si como os cubos de suas distdncias médias do Sol.” Ou seja, se T é o periodo, o tempo que
o planeta leva para completar uma 6rbita, e R é o raio médio da 6rbita, entdo T?/R3 =

constante para todos os planetas.

A primeira lei desafia a ideia da perfei¢do circular que remonta aos gregos an-
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Figura 2 — Modelo heliocéntrico. Harmonia Macrocosmica, Andreas Cellarius, 1660.

tigos. Kepler se remoeu muito antes de aceitar que deveria abandonar as 6rbitas cir-
culares frente as observagdes. Sua aceitacdo da realidade ao invés do dogma é a base
da ciéncia moderna. A segunda lei descreve a mudanca na velocidade dos planetas em
seu trajeto em torno do Sol. Quando préximos ao Sol, o planeta se move mais rapida-
mente do que quando afastado, quando desacelera. Ja a terceira lei relaciona as 6rbitas
e periodos orbitais entre os planetas. Tanto a segunda quanto a terceira leis faziam
Kepler imaginar se poderia existir uma forca originada no Sol que fazia os planetas
se moverem do jeito que o fazem. Entretanto, Kepler nado foi capaz de identificar esta

forca corretamente.

A grande revoluc¢do na astronomia veio quando a tecnologia se tornou uma
extensdo dos nossos olhos, expandindo enormemente o universo possivel de ser ob-
servado, quando Hans Lippershey inventou o telescépio em 1608. Galileu Galilei, logo
que ficou sabendo, criou a sua prépria versdo muito mais poderosa e apontou para o
céu. Com o telescopio, Galileu observou as crateras e montanhas da Lua e as manchas
no Sol, provando que os objetos celestiais ndo sdo tdo perfeitos e distintos da matéria
terrena quanto se pensava. Galileu também percebeu que existem uma infinidade de
estrelas que ndo sdo visiveis a olho nu. Também descobriu quatro estrelinhas muito
préximas de Japiter que, com o passar do tempo, mudavam de posi¢do e pareciam gi-
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Figura 3 — A primeira lei de Kepler afirma que os planetas se movem em elipses com
o Sol em um dos focos. A segunda lei de Kepler diz que a linha que liga
o Sol ao planeta descreve dreas iguais em tempos iguais. Ou seja, o planeta
leva 0 mesmo tempo para percorrer as dreas cinzas, que sdo iguais. Portanto,
o planeta é mais rapido quando préximo ao Sol e mais lento quando mais
distante do Sol.

rar ao redor do planeta. As quatro estrelinhas eram as luas Ganimedes, Europa, Calisto
e o, que foram uma evidéncia contra 0 modelo geocéntrico que insistia que tudo gi-
rava ao redor da Terra. Outra grande descoberta foi a observagdo que Vénus tem fases
iguais as da Lua, fato que é inexplicavel pelo modelo geocéntrico. Galileu defendeu
com unhas e dentes o0 modelo heliocéntrico e ndo teve medo de irritar pessoas tdo po-
derosas como o Papa. Por essa heresia, o idoso Galileu foi obrigado a se retratar pela

Igreja Catolica e ficou em prisdo domiciliar até o final da vida.

A primeira teoria da gravidade realmente bem-sucedida foi formulada por Isaac
Newton, no século XVII. Além da gravitacdo, Newton langou as bases da dinamica do
movimento dos corpos no livro mais famoso da ciéncia moderna junto com A Origem
das Espécies de Charles Darwin, Principios Matematicos de Filosofia Natural, publi-
cada em 1687. Newton também fez contribui¢bes para a 6ptica, como a sua descoberta
mais famosa, que a luz branca é composta de todas as outras cores. Como se ndo fosse
o bastante, Newton inventou o calculo diferencial e integral, essencial para o avanco
da matematica e da fisica.

Na fisica newtoniana, o espago e o tempo sdo entidades separadas e fixas. O
espaco é euclidiano, tridimensional e plano, ndo afetando o movimento dos corpos
e ndo sendo afetado por eles. O espaco de Newton é como um palco para todos os
acontecimentos do universo. O tempo é uma constante, seguindo a mesma taxa para

todos os observadores que tem um relégio para acompanhar.

Para Newton, a gravidade é uma forca de atragdo entre massas que age a dis-
tancia. Esta for¢a é maior quanto maior sdo as massas e diminui se aumentarmos a

distancia elas. Com a Lei da Gravitagdo Universal e as suas leis da dindmica, Newton
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conseguiu derivar as leis de Kepler que governam o movimento dos planetas ao redor
do Sol. Esta é facilmente uma das maiores facanhas da histéria da ciéncia!

Com a sua nova fisica, Newton foi capaz de explicar com precisdo as marés,
causadas pelo gradiente da forca gravitacional da Lua sobre a Terra. Usando da fisica
newtoniana, Edmond Halley identificou e calculou a 6rbita do cometa que foi denomi-
nado em sua homenagem, e previu com sucesso a proxima vez que ele apareceria nos
céus. No século XIX, John Couch Adams e Urbain Le Verrier independente, usando
as leis de Newton, previram a existéncia de um planeta que estava perturbando a 6r-
bita de Urano. Nao demorou até que Netuno fosse descoberto na regido do céu muito
proxima ao que foi calculada. Para coroar todo esse sucesso, ndo foi necessdrio nada
mais do que a fisica newtoniana para langar satélites ao espaco e chegarmos até a Lua

e além.

Figura 4 — Foto da Terra nascendo atrds da Lua durante a missdo Apollo 8. NASA,
1968.

Entretanto, no século XIX, uma anomalia na 6rbita do planeta Mercurio foi des-
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coberta. F a precessdo do periélio, ou seja, o ponto da 6rbita mais préximo do Sol (perié-
lio) mudava ligeiramente de posicdo (precessdo) com o passar do tempo. Na verdade,
todos os planetas apresentam a precessdo do periélio, mas em Merctrio este efeito é
o maior de todos e possivel de ser mensurado. A maior parte da precessdo do perié-
lio de Merctrio é completamente explicada pela perturbacdo gravitacional provocado
por outros planetas do sistema solar. Entretanto, ainda haviam 43 segundos de arco de
precessdo que careciam de explicacdo. Foi proposto a existéncia de um planeta mais
interno e préximo ao Sol, que poderia influenciar a érbita de Merctrio, chamado de
Vulcano. O planeta hipotético nunca foi encontrado. Mas, no inicio do século XX, Al-
bert Einstein provou que a sua nova teoria da gravidade poderia explicar a anomalia.
Foi o primeiro de muitos sucessos da relatividade geral, culminando com a confirma-

¢do, durante o eclipse em 1919, da deflexdo da luz pela gravidade do Sol.

Na relatividade geral, o tempo e o espago sdo tratados de forma diferente da
teoria de Newton, pois sdo entidades fisicas dinamicas conectadas, formando um con-
tinuum espago-tempo, que respondem a presenca de matéria e energia de forma a se
curvar. A curvatura do espago-tempo, por outro lado, afeta 0o movimento das particu-
las, causando o que aparenta ser a for¢a da gravidade. Nas palavras de John Wheeler:
"O espago-tempo diz a matéria como se mover e a matéria diz ao espago-tempo como
se curvar"(WHEELER, 2000).

Figura 5 — Buraco Negro supermassivo no centro da galdxia M87. Event Horizon Te-
lescope collaboration et al. 2019

Mas o que levou Einstein a conceber a relatividade geral? Ele queria conciliar a
gravidade com a relatividade especial, desenvolvida em seu ano miraculoso de 1905,

quando publicou quatro artigos que lancaram as bases da fisica moderna. Como ve-
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remos com mais detalhes, na relatividade especial, nenhuma interagdo pode acontecer
mais rdpido do que a luz. Entretanto, na teoria de Newton, o campo gravitacional
pode mudar instantaneamente. Além disso, a gravitacdo newtoniana ndo é invariante
sob uma transformacédo de coordenadas arbitrdria, ou seja, ndo tem a mesma aparéncia

para todos os observadores.

Apesar de ter sido substituida pela relatividade geral como a teoria da gravi-
dade padrao da fisica, a teoria de Newton ainda é muito precisa e amplamente uti-
lizada. Na verdade, a teoria de Newton é um caso particular da relatividade geral,
quando o campo gravitacional é fraco, estético e as velocidades sdo muito menores do

que a velocidade da luz.

Porém, existem fendmenos astrondmicos que s6 podem ser explicados usando a
relatividade geral. Por exemplo, o desvio para o vermelho no espectro das galdxias des-
coberto por Edwin Hubble nos anos 1920. Fato que é explicado pela expansdo do uni-
verso, que é uma previsdo da teoria de Einstein. Outro fendmeno importante previsto
pela relatividade geral sdo as ondas gravitacionais, perturbag¢des que se propagam pelo
espago-tempo na forma de ondas, detectadas em 2015 pelo experimento LIGO. Além
disso, existem os buracos negros, formados quando estrelas massivas, no fim das suas
vidas, colapsam sobre si mesmas. A descoberta de explosdes de raios-X nos anos 1960
deram f6lego ao estudo dos buracos negros que antes eram apenas uma curiosidade
tedrica da relatividade geral. Os buracos negros sdo feitos de pura geometria e, em-
bora atualmente tenhamos certeza da sua existéncia, ainda ndo os entendemos com-
pletamente. Nao se preocupe, veremos mais detalhes sobre estes objetos fascinantes

nos proximos.
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3 Espaco e Tempo Newtoniano

Na disciplina da fisica chamada mecanica, o objetivo principal é compreender
o movimento dos corpos e, se tivermos sucesso, sermos capazes de realizar previsdes

a respeito da evolugdo futura de uma determinada particula ou sistema de particulas.

Para tanto, devemos comegcar com a defini¢do bésica de posi¢do. A posigdo de
um corpo nada mais é do que a sua localizagdo no espaco. Entretanto, surge uma ques-
tdo importante: a sua localizagdo em relacdo ao qué? Antes de pensarmos em posicdes,
devemos decidir um ponto onde tudo pode ser medido em relacdo a ele. Ndo existe
uma escolha certa ou errada, pois, pelo que sabemos, o universo ndo possui um centro
definido. Mas temos de ser inteligentes, escolhendo um referencial que facilite a solu-
¢do do problema em que estamos trabalhando. Por exemplo, se estamos estudando o
movimento parabdlico de um projétil, é natural colocar o nosso referencial no ponto
em que o projétil partiu quando foi langado, pois as equagdes sdo simplificadas. Da
mesma forma, se queremos descrever o movimento de um planeta em torno do Sol,
é natural definirmos o referencial no centro do Sol (ou melhor, no centro de massa

compartilhado entre o planeta e o Sol), pois as equagdes ficam muito mais f4ceis.

Definido o ponto que usaremos de referencia, podemos juntar trés réguas, ou
trés hastes de tamanho bem definido para criarmos trés eixos. Para fazer isso, colamos
uma haste na outra de forma que fiquem mutualmente perpendiculares, ou seja, uma
haste deve fazer um angulo de 90° em relacdo a outra, como mostrado na Figura 6.
Desta forma, criamos trés eixos, que chamamos de altura, largura e profundidade, ou

simplesmente x, y e z.

Depois que os trés eixos foram construidos, partindo de um ponto O, podemos
definir a posi¢do de um ponto P em relagdo a O. Como fazemos isso? Fécil, vamos an-
dar até P, partindo de O e seguindo apenas caminhos que sejam linhas retas paralelas
aos eixos. Por exemplo, partindo de O, podemos andar sobre o eixo x até uma distan-
cia Ax, depois seguimos numa linha reta paralela ao eixo y até uma distancia Ay e,
finalmente, seguindo uma linha reta paralela ao eixo z percorrendo uma distancia Az
chegamos em P. Portanto, o ponto P estd localizado na tripla ordenada (Ax, Ay, Az).
Mas como sabemos a distancia que percorremos em cada reta? Simples, carregamos

uma régua conosco e medimos nossos passos.

O fato de precisarmos de trés ntimeros para especificar posi¢des quer nos dizer
alguma coisa sobre o espago. Quando se diz que o espaco é tridimensional, se quer
dizer que qualquer sistema de coordenadas que podemos imaginar e que seja capaz

de definir rétulos para cada ponto no espago, especifica a localizagdo dos pontos em
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Figura 6 — Sistema de coordenadas que pode ser usado como referencial para definir
posig¢des e distancias.

relacdo a uma certa origem O com uma tripla de nameros.

Mas, a menos que uma particula esteja sempre parada (em repouso) em um
mesmo ponto relativo a origem O, devemos saber a posi¢do da particula em um deter-
minado instante de tempo. Aqui fica a divida: o que é o tempo? Sejamos pragmaticos,
o tempo é o que um relégio mede. Mas, o que é um relégio? E qualquer coisa ou me-
canismo que tenha um movimento repetitivo e que completa este movimento em um
intervalo de tempo constante. Veja, o quanto a nossa defini¢do é redundante. O fato
é que ninguém sabe direito o que é o tempo além do que a nossa biologia e o senso
comum nos dota. Sabemos que ele passa sem parar e nunca volta, mas ndo queremos
entrar em detalhes filos6ficos. O importante é que tenhamos um reldgio confidvel e
conectado ao nosso referencial para que sejamos capazes de descrever o movimento

com o passar do tempo.

3.1 Principio de Relatividade de Galileu

E extremamente injunsto chamarmos a mecanica cléssica de mecanica newtoni-
ana, ja que muitos outros grandes cientistas tiveram a sua contribuigado. Por isso que
Newton disse: "Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros de gigantes". Um destes
gigantes com certeza foi Galileu, o criador do principio da relatividade. Sim, Galileu é

o autor do principio da relatividade e ndo Einstein.
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Em seu livro, "Didlogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo", Galileu
defende o sistema heliocéntrico, argumentando contra uma suposi¢do dos apoiadores
do geocentrismo. Para eles, a Terra deveria estar parada, ja que se ela se movesse,
perceberiamos o seu movimento, sentiriamos o vento soprando em nossos rostos, os
passéros e qualquer objeto jogado para o alto seria deixado para trds pelo movimento
da Terra. E intuitivo supor estas coisas, mas Galileu rebateu com o experimento do
barco. Encerrado dentro da cabine de um barco sem visdo para o exterior, esteja o
barco parado ou em movimento uniforme sem solavancos, tudo dentro da cabine se
comportara normalmente. Moscas, borboletas e outros animalzinhos voadores voardo
na mesma velocidade em todas as dire¢des. Ao saltar de pés juntos para o alto, vocé
aterrissard no mesmo lugar que estava. Se jogar algo para o seu amigo, ndo precisard
de mais ou menos forga para jogar em uma direcdo ou em outra. Um objeto solto do
alto do mastro, quando visto por um observador no barco, caird em linha reta. Logo,
um observador dentro do barco, sem uma janela para observar o exterior, ndo sabera
se 0 barco estd em movimento ou parado (NUSSENZVEIG, 2013).

Esta é uma experiéncia que todos noés ja tivemos. Se vocé estiver em um avido
em voo, que se move em linha reta e ndo esté acelerando ou desacelerando, tudo dentro
do avido acontece como se ele estivesse parado e, se os comissdrios de bordo permiti-
rem, vocé até pode caminhar normalmente. Nada indicara que vocé estad voando a 800
km/h em relacdo ao chao. Este é o famoso principio de relatividade de Galileu: "os resulta-
dos de qualquer experimento realizado por um observador em um sistema referencial
inercial ndo dependem da sua velocidade relativa para outros observadores que nao
estdo envolvidos no experimento". Em outras palavras, as leis da mecanica sdo idén-
ticas em todos os referenciais inerciais. Portanto, é impossivel detectar o movimento
retilineo e uniforme em relagdo a outro referencial inercial com base em qualquer ex-

periéncia realizada.

Mas, o que é um referencial inercial? A resposta mais simples, sdo os referenciais
que se movem em velocidade constante uns em relagdo aos outros e cuja segunda lei
de Newton tem a forma mais simples, F = ma. Perceba que a lei de Newton nesta

forma ndo é véalida em referenciais ndo-inerciais, ou seja, acelerados.

Em um referencial inercial, na auséncia de forgas, a aceleracdo é nula. Nao é o
caso para referenciais acelerados. Pense que vocé estd em um carro em movimento,
sentado no banco do passageiro, e de repente o motorista pisa no freio. Vocé sentird
uma for¢a o puxando para frente e o cinto o pressionara. Mas, na visdo de um referen-
cial inercial no chao, ndo existe uma forca o projetando para frente. Para ele, tudo que
existe é o efeito da inércia que faz com que o seu corpo tenda a seguir um movimento
retilineo e uniforme. Entretanto, na sua visdo como passageiro, sentird uma forca, mas

vocé esta em um referencial acelerado, logo se trata de uma forca de inércia.
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Outro exemplo de forca de inércia é a forca centrifuga. Imagine-se novamente
em um carro que esta fazendo uma curva. Vocé sentird uma for¢a puxando o seu corpo
para o lado. Visto por um referencial inercial, ndo hé forca alguma, apenas o efeito da
inércia que faz com que o seu corpo tenda a manter a dire¢do da velocidade original.
Outro exemplo de forca de inércia é a for¢a de Coriolis que desempenha um papel
importante no clima no planeta ja que, como a Terra gira em seu proprio eixo, estamos

em um referencial rotativo, ou seja, acelerado.

Os referenciais inerciais sdo privilegiados, pois ndo precisam de forcas de inér-
cia para uma descricdo completa do movimento. Basta a segunda lei de Newton e veja

porqué.

Suponha um referencial inercial S. Um referencial S’ que se move com veloci-
dade constante u em relagdo a S também é um referencial inercial. Isso é l6gico, pois o
quadro S’ ndo acelera em relacdo a S, entdo uma particula livre ainda descreverd um
movimento retilineo e uniforme em relagéo a S’. Supondo que a origem dos dois refe-
renciais coincidam no instante inicial e S’ se move apenas na diregdo x, como podemos
observar na Figura 7, podemos deduzir a seguinte relagdo entre as coordenadas de S e
S

x' =x—ut (3.1)
y' =y (32)
7 =z (3.3)
t'=t, (3.4)

chamadas de transformagoes de Galileu. Derivando a Equagdo 3.1 em relagdo ao tempo,
temos:
v =v—u, (3.5)

conhecida como a lei de composigio de velocidades. Esta lei faz muito sentido. Por exem-
plo, imagine que vocé estd em um trem em movimento com uma velocidade u se-
guindo na dire¢do norte. Se vocé jogar uma bola com velocidade v’ na mesma diregéo,
qual serd a velocidade v para um observador parado fora do trem? Seguindo a l6gica,
a velocidade da bola v serd a soma da velocidade do trem u com a velocidade da bola

em relagdo ao trem v/, v = v/ + u.

Derivando a Equagdo 3.5 novamente em relagdo ao tempo, e lembrando que u
é uma constante, temos
a =a. (3.6)

Ou seja, a aceleragdo é igual para todos os referenciais inerciais. Implicando que a forca

também serd igual para todos os referenciais inerciais:

F'=TF, (3.7)
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Figura 7 — Eixos dos referenciais S e S’ com origens em O e O/, respectivamente. O
referencial S’ se move com velocidade u na dire¢do do eixo x em rela¢do a S.

pois as massas sdo constantes. Portanto, dizemos que a segunda lei de Newton, F =
ma, é invariante sob transformacgdes de Galileu. Como a segunda lei de Newton ndo
muda nos referenciais inerciais, a fisica e todos os experimentos realizados devem ser
idénticos para todos os referenciais inerciais, pois ndo existem referenciais inerciais

privilegiados. Novamente, o principio de relatividade de Galileu.

3.2 Espaco e Tempo de Newton

Vimos que os referenciais inerciais sdo especiais, ja que preservam a forma da
lei de Newton e ndo apresentam forcas de inércia. Também vimos que os referenciais
inerciais sdo aqueles que se movem com velocidade retilinea e uniforme em relagéo a
outros referenciais inerciais. Mas esta defini¢do é redundante, ja que precisamos definir
um referencial inercial primordial para encontrar os outros referenciais inerciais. Mas,

se este referencial inercial primordial realmente existe, como encontré-lo?

Para Newton, os referenciais inerciais ndo sdo acelerados em relagdo ao espago
absoluto. Entretanto, ndo temos acesso aos movimentos absolutos em relacdo ao es-
paco absoluto. Portanto, Newton diz que a melhor aproximacgédo é definir referenciais
inerciais como aqueles que se movem uniformemente em relacdo ao referencial ligado
as estrelas distantes, ditas fixas. E 6bvio que na maior parte das situagdes nao precisa-
mos ser tdo meticulosos. Se a situagdo for adequada, podemos aproximar a Terra ou o
centro de massa do sistema solar como um referencial inercial, por exemplo, quando o

efeito da forgas de inércia forem despreziveis.

Em sua obra-prima, Principios Matemaéticos de Filosofia Natural, Newton ini-
cia fazendo algumas defini¢des muito importantes antes de introduzir as suas Leis da
Dinamica. Ele comega falando sobre o tempo. Em suas préprias palavras: "O tempo
absoluto, verdadeiro e matematico, por si mesmo e por sua prépria natureza, flui uni-

formemente sem relagdo com qualquer coisa externa". Entdo, Newton continua, agora
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definindo o espago: "O espago absoluto, em sua prépria natureza, sem relagdo com
qualquer coisa externa, permanece sempre similar e imével"(NEWTON, 2008).

Nestas defini¢des, Newton estabelece o palco onde todos os eventos do uni-
verso se desenrolam. O espago newtoniano é euclidiano, ou seja, plano. O tempo é
absoluto. Dois observadores portando relégios previamente sincronizados irdo medir

o mesmo intervalo de tempo entre eventos.

Definimos um evento como um ponto (x,y,z) no espago que acontece em um
tempo t. No espago e tempo absolutos de Newton, quaisquer dois eventos ocorrendo
ao mesmo tempo para um observador, sdo simultdneos para todos os observadores.
Portanto, existe uma fatia absoluta de espago onde todos os eventos sdo simultaneos

para um determinado momento do tempo, que chamamos de superficie de simulta-

Tempo
Espaco

neidade.

Futuro /,Shnuhéneo

/

Pe

Passado

Figura 8 — Espaco e tempo na fisica newtoniana. Dado um evento p, todos os outros
eventos estdo no futuro de p, ou no passado de p ou sdo simultaneos a p. Es-
sas possibilidades sdo mutualmente exclusivas para todos os observadores
(WALD, 2010).

3.3 Gravitacdo Universal

A lei da gravitagdo universal, formulada por Newton, afirma que a forga gravi-
tacional de atrac¢do entre duas particulas, de massa m; e my, é proporcional ao produto
das massas e inversamente ao quadrado da distancia, 7 = 7] — 77, entre as particulas:

= Gm1m2
F=—7-—1, 3.8
; (33)
onde G = 6,67.10~11 Nm?/kg? é a constante gravitacional universal. O vetor 7} =
(x1,y1,21) € a posigdo da particula de massa mq e 7 = (xp,Y2,22) é a posi¢do da parti-

cula de massa mjy. Lembre-se, o versor 7 é a normalizagdo do vetor 7:

-
Il
==y

, (3.9)
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onde r = /(x1 — x2)2 + (y1 — ¥2)? + (21 — 22)? é a magnitude.
Para calcularmos a aceleragdo gravitacional § que uma particula de massa m;
sofre devido a influéncia gravitacional de m;, usamos a segunda lei de Newton:

Gmlmzf,

> (3.10)

mlg:—

Podemos cancelar m; dos dois lados da equagdo, de modo que a aceleracdo gravitaci-

onal ndo depende da massa que estd sofrendo a atracdo gravitacional:

S Gmy
g=— 2 7. (3.11)

Este fato é conhecido desde Galileu - cujo experimento na torre de Pisa provavelmente
ndo passa de lenda, assim como Newton e a maga. Galileu observou que todos os
corpos caem na Terra com a mesma aceleracdo. Isto faz com que a gravidade seja uma
forca realmente especial. A forca elétrica, por exemplo, depende da carga elétrica 4.
Entretanto, a gravidade depende da prépria massa inercial da segunda lei de Newton.
Esta observacdo, que a massa inercial e gravitacional sdo idénticas, levou Einstein a
supor que a gravidade é uma efeito que decorre da prépria geometria do espago. No
Capitulo 6 veremos isso com mais detalhes.

Exercicio 1. Usando a lei da gravitacdo universal e a expressdo para a forga

centripeta
2
mov
F=—, 3.12
= (3.12)

derive a terceira lei de Kepler para uma 6rbita circular de raio R.

Para uma fonte gravitacional consistindo de um grupo de particulas, a Equacdo

3.11 serd a soma da contribuicado vetorial de cada particula:
7= —Gz%ry. (3.13)
i i

Para uma distribuicao continua de massa, tomamos o limite do continuo onde o soma-
torio se torna uma integral e m; se torna um diferencial de massa dm. Como dm = pdV,

temos que realizar uma integral sob todo o volume da distribui¢do de massa:

. r/ ?/
g=—c [Py (314)

Exercicio 2. Usando a Equacdo 3.11, mostre que a aceleragdo gravitacional § é
um campo conservativo, ou seja,
Vxg=0. (3.15)
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Dica: use coordenadas esféricas.

Todo campo conservativo pode ser escrito como o gradiente de um campo esca-
lar. Entdo, a aceleragdo gravitacional pode ser escrita em funcao de um campo potencial
D:

3=-Vo. (3.16)
Trabalhar com fungdes escalares é muito mais facil do que com vetores. Seria incrivel
se conseguissémos encontrar uma equacao diferencial para o potencial ®. O leitor fa-

miliarizado com a eletrostética deve se lembrar da lei de Gauss na forma integral para
o campo elétrico E:

/ E.da5= 9 (3.17)
S €0
onde a integral é realizada em uma superficie fechada.

O campo gravitacional é, em todos os efeitos, idéntico ao campo elétrico da
eletrostatica, com a diferenga que a carga gravitacional é a massa e que a gravidade é
sempre atrativa, pois as massas sdo sempre positivas. Portanto, podemos deduzir uma
lei de Gauss para a gravidade, onde a integral de superficie da aceleragdo gravitacional

deve ser proporcional a massa no interior da superficie:
/ 3-dS = —4nGM, (3.18)
S

onde o fator 471G deve ser colocado para ser possivel deduzirmos a acelera¢do devido
a uma particula pontual, Equagdo 3.11. Substituindo a Equacédo 3.16 e lembrando que
dM = pdV:

/S VD - dS = 47G /V odV. (3.19)

Agora, vamos usar o Teorema do Divergente:
/(6 F)dv = /ﬁ-d§, (3.20)
1 S
para podermos igualar as integrais de volume dessa forma:
/ (V2®)dV = 471G / odV. (3.21)
14 1

Se as integrais sdo realizadas no mesmo volume, entdo a igualdade continua valida, e

encontramos a Equagdo de Poisson para a gravidade:

V2® = 471Gp. (3.22)
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Exercicio 3. Usando a Equacdo de Poisson, mostre que o potencial para uma

particula,

O = _GTM, (3.23)
satisfaz a Equacdo de Laplace,

Vid =0, (3.24)

ou seja, a Equagdo de Poisson no vdcuo, em uma regido do espago onde p = 0.

Exercicio 4. Vamos resolver o problema de Kepler, onde temos o movimento de
um planeta com massa m em torno do Sol de massa M, devido a interagdo gravitaci-
onal. O sistema de coordenadas natural para o problema sdo as coordenadas polares.

x -z . V- 2
O vetor aceleragio é duas vezes a derivada no tempo da posigio 7 = 4 (r#), onde os

dr
versores das coordenadas polares sdo:

7 = cos (0)% +sin (0)y (3.25)
0 = —sin (0)% 4 cos (0)7. (3.26)

Calcule a aceleracdo, tomando o cuidado de derivar os versores no tempo. Usando

a Equacgédo 3.10, vocé devera encontrar duas equagdes, uma para cada componente ve-

torial:
m(i — r6%) = — G]r\fm (3.27)
m(rf + 2i0) = 0. (3.28)
Verifique que a segunda equagao pode ser simplificada desta forma:
d, 5. dL
E(mr ) = i 0, (3.29)

onde L é o momento angular do planeta, que é uma constante, é conservado durante

todo o movimento. Substituindo 6 de L = m?6 na primeira equagio, encontramos:

12 GM

S Rt (3.30)

#

1

Fazendo a seguinte substituicio r — u~ ", e usando a regra da cadeia, prove

que:
ir__Lin -

‘ d*r L?u? d%u
=— : (3.32)

a2 m? dg2



3.3. GRAVITACAO UNIVERSAL 26

Substitua a tultima expressdo na Equagao 3.30, para encontrar uma equagdo di-
ferencial de u em funcdo de 6:

d?u B GMm?

e (3.33)

Verifique que esta é a equacdo do oscilador harmoénico mais uma constante e

tem como solucgao:

GMm?
u(6) = Acos (0) + 2 (3.34)
Em termos de r(6), temos a equacédo da elipse com excentricidade e:
1
r(0) = i (3.35)

17 (ecos (0) + 1)’

provando a primeira lei de Kepler.
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4 Relatividade Especial

A teoria especial da relatividade surgiu no inicio do século XX, junto com a
mecanica quantica. As duas teorias apareceram na tentativa de explicar dois experi-
mentos que desafiavam as teorias cldssicas: o experimento de Michelson-Morley e a
radiagdo de corpo negro. A relatividade especial foi criada a partir dos trabalhos de
Hendrik Lorentz, Henri Poincaré, Albert Einstein, Hermann Minkowski e outros. Mas
a necessidade de reformular a mecanica cldssica surgiu um pouco antes, com o eletro-

magnetismo.

4.1 Velocidade da Luz

Todo os fendmenos elétricos e magnéticos cldssicos podem ser resumidos nas

quatro Equacdes de Maxwell:

V. E=F 4.1)
€0

V-B=0 4.2)

. 0B

L . oF

V x B =y (]—Feog), (4.4)

onde E e B sdo os campos elétricos e magnéticos, respectivamente. A densidade de
carga elétrica é p e a densidade de corrente é . As constantes €y é a permissividade do

vacuo e g é a permeabilidade do vacuo.

Vamos analisar cada uma das equagdes. A primeira, lei de Gauss para a ele-
tréstatica, diz que o campo elétrico é gerado por uma fonte de densidade de carga. A
segunda equacgdo, a versdo da lei de Gauss para a magnetostatica, afirma que ndo exis-
tem monodpolos magnéticos. A terceira equagdo, conhecida como lei de Faraday, diz
que um campo elétrico pode ser induzido através da variacdo de um campo magné-
tico. Finalmente, a dltima equagdo, chamada de lei de Ampere, afirma que um campo
magnético pode ser gerado através de cargas em movimento, ou a variagdo de um
campo elétrico. O tdltimo termo da lei de Amperé, chamada de corrente de desloca-
mento, é uma correcdo de Maxwell colocada na mao que permite a existéncia de um

fendmeno muito importante: as ondas eletromagnéticas.

No vécuo, sem a presenca de cargas elétricas (p = O e J=0),as equagdes de
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Maxwell se tornam mais simétricas:

V-E=0 (4.5)
V-B=0 (4.6)
- - 0B
VXE= - (4.7)
I oE
= —. 4.
V x B Ho€o Y, ( 8)
Tomando a lei de Faraday, vamos aplicar o rotacional:
Lo o ~ 9B o - =
VX(VXE)——VXE——g(VxB). 4.9)
Usando a identidade:
V x (VxE)=V(V-E)- V2, (4.10)

sabendo que o divergente de E é zero no vacuo e substituindo o rotacional de B da lei
de Ampere, temos: B

V2E = yoeoaz—E. (4.11)

ot

Esta é uma equacio de onda para o campo elétrico E. Fazendo o mesmo procedimento,
agora para o campo magnético, calculando o rotacional da lei de Ampere, encontra-
mos a mesma equagao de onda para B. As condicdes das equagdes de Maxwell dizem
que o campo elétrico deve estar acoplado com o campo magnético, oscilando em fase
perpendiculares a dire¢do de propagacdo, formando as ondas eletromagnéticas. Ana-
lisando a forma da Equacéo 4.11, vemos que a velocidade de propagacdo das ondas

eletromagnéticas é:

1
c= ~3.10° m/s. (4.12)

v/ H0o€o

Quando James Clerk Maxwell viu este valor, sabia que se tratava da velocidade de

propagacdo da luz. A concluséo foi natural: a luz é uma onda eletromagnética.

Entretanto, surge uma questdo importante: ¢ é a velocidade da luz em relagdo ao
qué? As Equagoes de Maxwell ndo especificam um referencial na qual a velocidade da
luz é c. Se tratando de uma equagdo de onda em uma corda, por exemplo, sabemos que
a velocidade da onda é a sua velocidade de propagacdo em relagdo a corda. Da mesma,
a velocidade do som ¢é a sua velocidade em relagdo ao meio em que se propaga, ou seja,
o ar. Qual o meio em que a luz se propaga? A luz pode se propagar no vacuo, sabemos
disso, pois vemos a luz de estrelas e galdxias distantes que atravessa o espaco vazio.
Portanto, os fisicos no final do século XIX e inicio do XX achavam que deveria haver
um meio invisivel pelo qual a luz se propaga, que permeia todo o espago, chamado

éter.

Se a luz respeita a lei de composigao de velocidades e c é a velocidade da luz

em relacdo ao éter, entdo qualquer observador com velocidade v em relagdo ao éter
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deve medir uma velocidade da luz ¢’ = ¢ — v. Mas, resumindo a histdria, o éter nunca
foi detectado. Para deixar tudo mais misterioso, nenhuma variagdo desse tipo foi de-
tectada na velocidade da luz. Em especial, o experimento de Michelson-Morley foi de
suma importancia. Neste experimento, foi usado um interferometro, aproveitando da
velocidade de translagdo da Terra em torno do Sol, para medir uma pequena alteracdo
na velocidade da luz. Se a luz realmente respeitasse a lei de composi¢do de velocida-
des, seria possivel medir uma varia¢do na velocidade da luz durante diferentes épocas
do ano, ja que a Terra estaria se movendo em diferentes dire¢des em relacdo ao éter. O
resultado foi negativo. A luz simplesmente ndo respeita as transformagdes de Galileu

e despreza a lei de composicao de velocidades.

Ainda houveram tentativas engenhosas para salvar o éter. Lorentz, por exem-
plo, sugeriu que o vento de éter causava uma contracdo no comprimento do brago
do interferdometro, explicando o resultado negativo de Michelson e Morley. Porém,
lembre-se da Navalha de Occam: entre duas hipéteses igualmente possiveis, escolha
a mais simples, ou aquela com o menor nimero de suposi¢des. O universo prefere a
simplicidade. Se o éter ndo foi detectado, pode ser porque ele nado existe. Nao hd di-
ferenga entre um éter indetectavel e um éter inexistente. Se a luz ndo sofre variagdo
em sua velocidade, deve ser porque é uma constante para todo mundo. Foi examente
esse pensamento que levou Einstein a postular o principio da universalidade da velocidade
da luz: "a velocidade da luz relativo a qualquer observador inercial é ¢, independen-
temente do movimento da fonte da luz relativo ao observador"(SCHUTZ, 2022). Este
pequeno postulado nos levou a uma completa reformula¢do dos nossos conceitos de

espago e tempo.

4.2  Transformacdes de Lorentz

O primeiro conceito newtoniano que é revisto com a relatividade especial é a
simultaneidade absoluta. Considere dois referenciais inerciais, S e S’, onde S’ se move
com velocidade u em relagdo a S. Suponha que no instante inicial, as origens O e O’
coincidem. Imagine que, neste instante, é emitido um sinal que se propaga em todas
as dire¢des, fazendo uma frente de onda esférica centrada em O = O’. Por causa do
principio da universalidade da velocidade da luz, S e S’ verdo a frente de onda se expandir
com a mesma velocidade, logo, a esfera estara centrada em O para S e em 04 para s’
"Como é possivel que a mesma esfera tenha dois centros diferentes?", foi o paradoxo
que Einstein pensou (NUSSENZVEIG, 2014).

Para responder esta questdo, devemos antes nos perguntar o que é uma frente
de onda? E uma superficie de simultaneidade em que todos os pontos recebem o si-
nal luminoso ao mesmo tempo. Logo, se a esfera da frente de onda ndo é igual, ou

seja, a superficie de simultaneidade dos dois referenciais ndo é a mesma, entdo resol-
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vemos o problema. E claro, resolvemos o problema ao custo de abandonarmos a ideia
de simultaneidade absoluta.

Tudo isso parece bizarro, mas pense nisso: como podemos realmente saber que
dois eventos distantes sdo simultdneos? S6 podemos saber que um evento aconteceu
quando a informacédo sobre ele, seja luz visivel, ondas de rddio, etc, chega até nos.
Partindo disso, Einstein nos mostra uma forma de saber quando dois eventos sdo si-
multaneos. Se um evento A, que acontece no ponto P4 no instante t 4, marcado pela
emissdo de um sinal luminoso, e um evento B acontece em Pg no instante tg e também
emite um sinal luminoso, dizemos que A é simultaneo a B se os sinais luminosos se
encontram no ponto médio do segmento de reta que liga os pontos P, e Pg. E uma de-
finicdo totalmente razodvel, se vocé parar para pensar. Mas, perceba que ela depende
do ponto médio do segmento P4 Pg que, por sua vez, depende do referencial. Logo, re-
ferenciais inerciais diferentes, em estados de movimento distintos, irdo ter uma nogao

diferente de simultaneidade.

Imagine dois observadores, Jodo e Maria, sendo que Jodo estd sentado no centro
de um trem em movimento e Maria estd parada ao lado dos trilhos. Imagine também
que, no exato momento em que Jodo estd passando por Maria dois raios caem nas ex-
tremidades opostas do trem. Os raios sdo sinais luminosos dos eventos A e B. Maria,
que estd no centro das distancias entre os raios, vera as luzes ao mesmo tempo, e con-
cluird que os raios cairam no mesmo instante, ou seja, os eventos A e B sdo simultaneos.
Agora, veja as coisas pelo ponto de vista de Jodo. Ele esta viajando em dire¢do ao sinal
luminoso de um raio e se distanciando do sinal luminoso do outro raio. Como a luz
tem uma velocidade finita, Jodo verd primeiro o raio relacionado com o evento A e de-
pois o raio relacionado com o evento B. Concluird, portanto, que o evento A aconteceu
antes do evento B, logo, ndo sdo simultaneos. Se houver outra personagem na historia,
Joana, viajando em um trem na dire¢do contrdria a Jodo, ird concluir que o evento B
aconteceu antes do evento A. Quem esta certo? Todos, no seu préprio ponto de vista.
Esta é a relatividade da simultaneidade, que desafia os conceitos preestabelecidos de

tempo, presente, passado e futuro.

Precisamos de um novo arcabougo matemadtico para descrever os eventos na
perspectiva do principio da constancia da velocidade da luz. Por onde come¢amos?
Um bom comeco é encontrar uma transformacao entre referenciais inerciais que possa
substituir as transformacdes de Galileu. Um 6timo ponto de partida é analisar o pro-
blema do inicio da secdo, onde temos os referenciais S e S, com S’ se movendo com
velocidade uniforme v, onde as origens O e O’ coincidem no instante inicial. Para um
sinal luminoso emitido em O = O’ no instante t = ' = 0, a frente de onda ir4 se ex-

pandir como uma esfera com raio r = ct em S e raio v’ = c¢t' em S/, com velocidade ¢
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para ambos os referenciais. A frente de onda deve satisfazer as equagoes das esferas:

x> + y2 +22 -2 =0 (4.13)
X2 +y? 427 - 2?2 =0. (4.14)
Uma transformacdo entre coordenadas (t,x,y,z) — (#,x',y,z’) deve satisfazer essas

equagdes. Podemos levar boas pédginas de dlgebra trabalhosa, até encontrarmos o re-

sultado que leva o nome do seu descobridor: as transformagoes de Lorentz

X = v(x — ot) (4.15)
y =y (4.16)
7 =z (4.17)
f =1 (t - C%x) ) (4.18)

onde v = 1/+/1 — v2/c% é o fator de Lorentz. Apenas observando, podemos notar uma
grande diferenca entre as transformacoes de Lorentz e de Galileu. Em Lorentz, o tempo
ndo é absoluto, mas é transformado e depende de ¢ e x, 0 que justifica a relatividade
da simultaneidade. Perceba também que, quando v < ¢, as transformagdes de Lorentz
tendem as transformagdes de Galileu. Ou seja, os efeitos relativisticos s6 se tornam
relevantes quanto mais v se aproxima da velocidade da luz. Além disso, as transfor-
macdes de Lorentz s6 fazem sentido quando v < c¢. Aparentemente, a velocidade da

luz é um limite de velocidade c6smico.

Exercicio 5. Mostre que a equacdo de onda EM é invariante sob transformacgdes
de Lorentz, ou seja, mantém a mesma forma em todos os referenciais inerciais. Dica:

use a regra da cadeia
0 odxod  otod

5 ox ox + P (4.19)

Usando as transformagdes de Lorentz, podemos derivar novos fendmenos fas-
cinantes. Por exemplo, vamos calcular o intervalo de tempo At’ que se passa para S’ em
fungdo de At que é o quanto se passa em S. O intervalo de tempo At’ é simplesmente
a diferenca entre dois tempos, t/, e t;; medidos no relégio de S, ou seja, At' = t; — t/,.

Usando as transformagdes de Lorentz, temos:

0
At =t —t, =(tg —ta— 2 (8 —x4)) (4.20)

— A = (At - C%Ax) : 4.21)
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O intervalo Ax é simplesmente a distancia que o referencial S’ percorreu no tempo At,
ou seja, Ax = vAt. Portanto,

A = (1 - 0—2) At (4.22)
= 2 .

A =1 J1— ZA 423
= At = —C—zt. (4.23)

Perceba que, para v ndo nulo, At' < At. Este é o fendbmeno conhecido como dilatagio
temporal: rel6gios em movimento batem mais lentamente do que rel6gios em repouso.
Este é um fendmeno muito observado nos raios césmicos. Sabemos que as particulas
muons sdo produzidos quando raios césmicos colidem com os dtomos da atmosfera
e uma fracdo deles chega na superficie. A vida média em laboratério, o tempo que o
muon leva para decair, é tdo rapido que, mesmo um muon viajando a uma velocidade
préxima a da luz, ndo conseguiria chegar na superficie a tempo. Entretanto, a vida
média é um tempo que deve ser tomado no referencial de repouso do muon. Para o
referencial na Terra, o tempo é muito maior, devido a dilatagdo temporal, tornando

possivel a deteccdo do mtion na superficie.

Além da dilatagdo temporal, existe outro fendmeno intrigante. Suponha uma
barra em movimento, com comprimento préprio medido em seu préprio referencial

de repouso de Iy = x; — x/,. Usando as transformagdes de Lorentz:
lo=xp—xy =v(xp —xa —0(tp — ta)). (4.24)

Perceba que para fazer uma medigdo, é necessario que as duas extremidades da barra
estejam em xp e x4 no mesmo instante, ou seja, simultaneamente, de modo que tp =

t 5. Portanto,

lo="v(xp—x4) =71 (4.25)
)
= 1=1/1- 5. (4.26)

Observe que, para v ndo nulo, I < Iy. Esta é a contragio de Lorentz-Fitzgerald: o compri-

mento de uma barra em movimento é menor do que o seu comprimento préprio.

Exercicio 6. Usando as transformacgdes de Lorentz, derive a lei de composicao

de velocidades relativistica:

le—Z)

A S 427
MX 1 o C%ux ( )
! u]/
A 428
V= 5= Gux) (4:28)
W= (4.29)
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A partir do Exercicio 6, perceba que, diferente da lei da composigdo de velo-
cidades das transformacoes de Galileu, as transformagoes de Lorentz afetam todas as
componentes da velocidade. Isso acontece porque, para calcular a velocidade uy, por
exemplo, fazemos dy’/dt'. Embora dy' = dy, dt’ # dt.

Outro fato interessante dessa nova lei de composigdo de velocidade é vermos o
que acontece quando u, = ¢, ou seja, o referencial S mede a velocidade da luz. Fazendo
uso da Equagdo 4.27, temos que 1), = ¢. Ou seja, a velocidade da luz é uma constante
para todos os referenciais inerciais, obedecendo o principio da universalidade da velo-
cidade da luz de Einstein.

4.3 Espaco-Tempo de Minkowski

Vimos que medicdes de tempo e comprimentos sdo relativos e dependem do re-
terencial. Entretanto, nem tudo é relativo na teoria da relatividade. Suponha dois even-
tos, A = (ta,Xxa,ya,2z4) € B = (tg,xp,yp,zg) em S. Calculamos o intervalo espago-

temporal entre esses dois eventos:
As? = —CPAF + Ax* + Ay + AZ?, (4.30)

onde At =ty —tp, Ax = x4 — xp, etc. Agora, calcule as coordenadas dos eventos A e
B em S’, de acordo com as transformacoes de Lorentz. Substitua os eventos transfor-

mados na Equagdo 4.30. Vocé deve obter:
As* = — A% 4+ Ax? + Ay + A2 (4.31)

O intervalo espago-temporal é igual em todos os referenciais inerciais. Esta é a invari-

dncia do intervalo espago-temporal entre dois eventos:
As? = As"?, (4.32)

que destaca uma estrutura absoluta para todos os referenciais inerciais da relatividade

especial.

Vale notar que o intervalo espago-temporal é como a férmula para determinar
distancias entre pontos na geometria eucliadiana, com a diferenca que o coeficiente de
At? é sempre negativo. Em alguns livros vocé verd os sinais trocados, coeficientes nega-
tivos para as coordenadas espaciais Ax, Ay e Az, e sinal positivo para At. Isto é apenas
uma convengdo que terd o mesmo resultado no final das contas. O importante é que
a coordenada temporal e as coordendas espaciais tenham essa diferenca, que expressa
que o tempo é fundamentalmente diferente do espago, ja que ele sempre passa e nunca

podemos ficar em repouso em relagdo ao tempo. Além disso, devemos multiplicar o
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tempo pela velocidade da luz ¢, que é uma constante em todos os referenciais inerciais
e serve de fator de conversdo de unidades de tempo para comprimento.

Agora, suponha que os eventos A e B estejam infinitamente préximos. Logo, os
deltas serdo convertidos em diferenciais e teremos a seguinte estrutura invariante sob

transformagdes de Lorentz:
ds* = —c*dt? + dx* + dy* + dz*. (4.33)

Esta é a métrica do espaco-tempo de Minkowski, e contém toda a informacao acerca da
estrutura do espaco e tempo na relatividade especial. Veja o que Minkowski disse de-
pois de descobrir esta estrutura elegante: "Daqui por diante, o espaco, e o tempo, como
entidade separada, estdo fadados a se dissiparem em meras sombras, e somente uma
espécie de unido dos dois preservard uma realidade independente."(NUSSENZVEIG,
2014)

Futuro
o - Cone de luz futuro
Separagdo tipo espaco P
Cone de luz passado
Passado

Figura 9 — Estrutura causal do espaco-tempo de Minkowski.(WALD, 2010)

O espago-tempo de Minkowski é plano, ja que ndo exibe curvatura, mas é pseudo-
euclidiano, pois o coeficiente da coordenada temporal é negativo e é possivel termos
intervalos ds® negativos. Para particulas com massa, que s6 podem viajar com veloci-
dades menores do que a velocidade da luz, pois o fator de Lorentz se torna complexo
quando v > ¢, temos que o deslocamento espacial é sempre menor do que o desloca-
mento temporal e, portanto, ds?> < 0:

v? < ¢? (4.34)

dx\?> [dy\> [dz\?
(E) + (d_jo + (E) < (4.35)
dx? + dy2 + dz? < 2dr? (4.36)
dx? + dy* + dz? — 2dt* < 0 (4.37)

ds? < 0. (4.38)
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Trajetorias de particulas massivas cujos intervalos espago-temporais entre even-
tos da trajetoria sdo negativos sdo chamadas de linhas de mundo tipo-tempo. Particulas
sem massa, como o féton, viajam sempre a velocidade da luz, logo descrevem trajeto-
rias onde o deslocamento espacial é igual a deslocamento temporal, entéo ds?> = 0, cha-
madas linhas de mundo tipo-luz ou tipo-nulas. Para particulas exéticas que viajam mais
rapidamente do que a luz, chamadas tdquions, nunca detectadas, viajariam em traje-
térias cujos eventos tem uma separagio espacial maior do que temporal, logo ds?> > 0

e sdo chamadas linhas de mundo tipo-espago.

No espago-tempo de Minkowski, a superficie absoluta de simultaneidade da fi-
sica newtoniana é substituida por uma nova estrutura de causalidade. Como nenhuma
particula conhecida pode viajar mais rdapido do que a luz, entdo as linhas de mundo
tipo-nulas sdo o jeito mais rapido que uma informacao pode ir de um evento até outro.
Se tracarmos um diagrama de espago-tempo, onde ct e x sdo eixos dispostos em angulos
retos, a luz viajaria em um angulo de 45°, pois sua trajetéria serd x = J=ct. Particulas
massivas necessariamente viajam em trajetérias no diagrama de espago-tempo com

um angulo menor do que 45°.

Portanto, para cada evento p, podemos tracar cones de luz, como na Figura 9.
Como nenhuma informagdo pode viajar mais rdpido do que a luz, os cones de luz se-
param eventos que podem estar relacionados casualmente com p dos que ndo podem.
Qualquer particula massiva partindo de p ird viajar dentro dos cones de luz. Eventos
fora dos cones de luz sdo separados espacialmente e ndo possuem uma relagdo causal
com p. Eventos dentro dos cones de luz sdo divididos entre o passado (que pode ter
causado p) e o futuro (que p pode ter causado).

Linha de mundo de uma - "T

particula
-
Vi
. Cones de luz

\\
&

LV |

/'\

Figura 10 — A linha de mundo de uma particula é a sua trajetéria no espago-tempo,
que deve estar dentro dos cones de luz de cada ponto da trajetdria, pois as
particulas ndo podem viajar mais rdpido do que a luz.(CARROLL, 2019)
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4 4  Quadrivetores

Por simplicidade, daqui em diante, adotaremos unidades onde ¢ = 1, ou seja,
1s = 3 x 10® m. Nestas unidades, a velocidade é uma quantidade adimensional e a
energia serd igual a massa. Para voltarmos as unidades convencionais, devemos usar

anéalise dimensional.

Um evento qualquer pode ser descrito por um quadrivetor x* = (¢, x,y,z). Um
diferencial entre dois eventos infinitamente préximos, dado pelo quadrivetor dx* =

(dt,dx,dy,dz). Usando essa notac¢do, podemos escrever a Equacao 4.33 assim:

3 3
ds? = Z Z Huvdxtdx”, (4.39)
u=0v=0
onde x0 =, x! = x, x%2 = ye x> =z e Nyv € uma matriz 4 x 4 chamada de tensor
meétrico:

-1 0 00

0 100
— 4.40
Ty 0 010 (4.40)

0 001

Esta é uma boa hora para introduzirmos a convengio de Einstein: omitimos o
somatodrio, assumindo que indices superiores e inferiores repetidos indicam um soma-

tério implicito. Usando desta convencdo, o intervalo espaco-temporal se torna

ds? = Huvdxtdx". (4.41)

Usando a notagdo de matriz, podemos escrever a transformagdo de Lorentz

desta forma:

t/ vy —yv 0 0 t
! — 00
=177 7 * (4.42)
y 0 0 160 Y
4 0 0 01/ \z
Agora, com a notacdo de quadrivetores, fica muito mais simplificado
=AYy, (4.43)

onde A é a matriz das transformacdes de Lorentz. Os quadrivetores se transformam,

de um referencial inercial para outro, exatamente como as coordenadas:

AV =AM AV, (4.44)

O tensor métrico 77, também pode ser usado para realizar o produto escalar

entre dois quadrivetores. Por isso, a Equac¢do 4.41 nada mais é do que o produto escalar
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do vetor dx* = (dt,dx,dy,dz) consigo mesmo, ou seja, o quadrado da norma do vetor

que separa dos eventos infinitamente préximos.
Suponha dois quadrivetores com componentes A¥ = (AY, Al, A%, A3) e B} =

(B%,B!,B?,B%).0 produto escalar entre eles é definido assim:

AFB, =,y A¥B" = —A°B° + A'B! 4 A%B* + A3B°. (4.45)

Lembremos, o produto escalar, como o préprio nome ja diz, é um escalar, por-
tanto é um invariante sob transformacgdes de Lorentz, assim como o intervalo espago-
temporal. Por invariante sob transformacgdes de Lorentz, significa que é uma constante

em todos os referenciais inerciais.

A notagdo A¥B, para o produto escalar é muito util, pois também define ou-
tro objeto chamado vetor dual ou, simplesmente, um vetor com indice inferior. Por

exemplo, o vetor dual By, é definido:
By = 1, B". (4.46)

Ou seja, podemos abaixar o indice de um vetor usando o tensor métrico.

Exercicio 7. Usando a Equacdo 4.46, mostre que By = —BY, By = B!, B, = B%e
B; = B3.

Analogamente, podemos subir um indice usando o inverso da métrica:

B! = 4B, (4.47)

Exercicio 8. Usando a Equagao 4.47, mostre que 7""17,p = ég .Onde ég é o Delta
de Kronecker, definido por
1 =
sh=] seh=V (4.48)
Osep #v

Portanto, 7" € a inversa de 1.

Se os vetores se transformam de um referencial inercial para outro de acordo
com a Equagdo 4.44, como serd que um vetor com indice inferior se transforma? Um
bom palpite é que o vetor com indice inferior se transforma com a inversa da matriz

de transformacgao de Lorentz

Ay = AAV,A A (4.49)
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!/
onde A* y/Ay o= (52‘. Para verificar a validade do nosso palpite, vamos calcular o pro-

duto escalar entre A¥ consigo mesmo,
AFA, = AV A, (4.50)

Tanto para as coordenadas de S quanto para S’ o quadrado da norma é uma constante,
ja que é um invariante de Lorentz. Usando a Equagdo 4.44 e a Equagédo 4.49, temos

AFA, = A ,APAY Ay (4.51)
= AFA, = (AY A ,)APA, (4.52)
= AlA, =5, AP A, (4.53)
= AlA, = AMA,. (4.54)

Provamos que o nosso palpite estava correto e os vetores duais se transformam com a
inversa da matriz de transformacdo de Lorentz. Lembrando que indices inferiores e su-
periores implicam um somatoério, sio chamados de indices mudos. Logo, na Equagédo
4.54, AP‘AP, e AMA A querem dizer a mesma coisa.

Exercicio 9. Mostre que a inversa da matriz de transformagio de Lorentz A" o

na qual A" V,AV/ 0= (55 , é amatriz de transformagio A" , onde substituimos v por (—0).

45 Mecanica Relativistica

Comecamos definindo o tempo préprio T como o tempo que passa no proprio
referencial de repouso de um observador, ou seja, é o tempo que o observador vé em
seu relogio durante a trajetoria. Portanto, em seu referencial de repouso, o observador
s6 se desloca no tempo, dx’ = dy' = dz’ = 0. Entdo, ds'> = —dt2. Usando a invariancia
do intervalo espago-temporal, em um referencial inercial que vé este observador se
movendo:

—dt? = —dt? + dx* 4 dy* + dZ. (4.55)

Deixando dt em evidéncia:
dx\%  [(dy\? [dz\?
2 |1 _(ayy 2
dte = [1 (_dt> (_dt) (_dt) ]dt . (4.56)

dt = /1 — 02dt = %. (4.57)

Note que esta equacgao é a mesma da dilatacdo temporal. O tempo passa mais devagar

Que é 0o mesmo que

para observadores em movimento do que para observados em repouso.
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Suponha uma particula massiva que descreve uma trajetéria pelo espago-tempo,
ou seja, uma linha de mundo tipo-tempo. Podemos parametrizar a trajetéria desta par-
ticula x#(A), com um parametro A. O vetor tangente a trajetéria é U" = dx"/dA. Uma
boa escolha de um parametro sdo quantidades invariantes, como o tempo préprio .
Neste caso, o vetor tangente serd chamada de quadrivelocidade:

o dxt

="
u e

(4.58)

No referencial de repouso da particula, onde dt = dt e dx = dy = dz = 0, a quadrive-
locidade serd U* = (1,0,0,0). A norma da quadrivelocidade, que é o produto escalar
de U* com ele mesmo, sera:

utl, = —-1. (4.59)

Lembre-se, o produto escalar é um invariante, portanto, é uma constante em todos
os referenciais inerciais. Isso significa que a quadrivelocidade tem sempre a mesma
norma pelo espago-tempo. Para o referencial inercial de repouso, a particula s6 se move
na direcdo temporal. Para outro referencial, o movimento pelo tempo é desviado um
pouco para o espaco. Mas as soma dos movimentos pelo espago-tempo é sempre cons-
tante.

Em um referencial inercial onde a particula se move com velocidade v, a qua-

drivelocidade é:
dt dx dy dz

p_ (28 et 84y
u (dr’ dt’ dt’ dT) ' (4.60)

Usando a Equagao 4.57, onde temos o tempo préprio como fungdo do tempo ¢

ut* = (v,7v,0,0) = ¥(1,9,0,0). (4.61)

Exercicio 10. Prove a Equagédo 4.61 usando as transformacdes de Lorentz. Mos-
tre que U"U,, = —1 neste referencial.

Também podemos definir a quadriaceleracio como a derivada da quadriveloci-
dade em relacdo ao tempo préprio:

dur  d*xr
b= =T 4.62
‘ at at (4.62)
Exercicio 11. Partindo de U*U, = —1, prove que a quadrivelocidade e a qua-

driaceleragdo sdo ortogonais, U"a;, = 0.
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Com a quadriaceleragdo, podemos definir uma quadriforca e a versao relativis-
tica da segunda lei de Newton
= ma. (4.63)

Assim como a segunda lei de Newton original é invariante sob transformacoes de Ga-
lileu, a Equagdo 4.63 é invariante sob transformacgdes de Lorentz. Em outras palavras,

a Equacdo 4.63 matém a mesma forma em todos os referenciais inerciais.

Além disso, podemos definir o quadrimomento:
pt = mU*. (4.64)

Para o referencial de repouso da particula, o quadrimomento é p* = (m,0,0,0). A
energia de uma particula é a componente temporal do quadrimomento, p° = E. Como
é um componente de um vetor, a energia é uma quantidade que depende do referen-
cial. No referencial de repouso, E = m. Ou, colocando de volta o c no seu devido lugar,
E = mc?, que é a equagdo mais famosa do mundo, a energia de repouso da particula.
Para um referencial que vé a particula se movendo com velocidade v, aplicando as

transformacgdes de Lorentz

pt = (ym,ymv,0,0) = ym(1,0,0,0). (4.65)

Exercicio 12. Mostre que, para v < ¢,
1
P =E=m+ Emvz + .. (4.66)

Ou seja, para baixas velocidades, a energia relativistica é a soma da energia de

repouso com a energia cinética newtoniana.

Calculando a norma de p* no referencial de repouso
plpu = —m?, (4.67)

que é uma constante em todos os referenciais inerciais. Para um referencial onde p# =
(E, P), anorma sera:
24 2
p'py = —E“+ p“. (4.68)

Igualando as equagdes nos dois referenciais, chegamos na equagao
E? = m? + p*. (4.69)

Como a energia e o momento sdo componentes do quadrimomento, dependem do
referencial que os estd medindo. Mas, em todos os referenciais, a Equacao 4.69 é ver-
dadeira. Portanto, devemos substituir as leis de conservac¢do de energia e momento
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separademente pela conservacdo do quadrimomento. Esta relacdo torna possivel um
fendmeno muito interessante: a conversao de energia em massa ou massa em energia.
Por exemplo, quando um féton de alta energia interage com um ntcleo atomico, pode
ser convertido em um par elétron-pésitron. Da mesma forma, um par elétron-pésitron,
ao colidirem, se aniquilam mutuamente, transformando toda a massa em energia na

forma de fétons de raios gama.

Suponha um observador com quadrivelocidade Ugb , € uma particula com qua-
drimomento p¥. O observador e a particula ndo estdo necessariamente com a mesma
quadrivelocidade. No referencial O’ do observador, Uffl; ,=1(1,0,0,0)e p"/ = (F/, pll, pZ/, p3l).
Entdo, a energia da particula medida pelo observador é:

E/ = —py/ll“/

obs®

(4.70)

Mas este é um produto escalar, portanto, é invariante em todos os referenciais inerciais.
Logo, a energia de uma particula relativa ao observador pode calculada em qualquer

referencial fazendo
E'=—p, U, (4.71)

Exercicio 13. Usando a equagdo de Euler-Lagrange,

oL  d (oL
= (ﬁ) =0, (4.72)

onde o indice latino s6 compreende as coordenadas espaciais (i = 1,2,3), mostre que a
lei da inércia é uma consequéncia do movimento pelo espago-tempo de Minkowski na
auséncia de forgas. Dica: faca o tempo préprio T como agdo, ou seja, usando a Equacao

T= / V1 —v2dt. 4.73)

4.57, defina a agdo como

Para particulas sem massa, como os fétons, ndo é possivel usar o tempo préprio
como pardmetro da linha de mundo tipo-nulo, j4 que —dt? = ds*> = 0. Entretanto,
existem muitas parametriza¢des possiveis. Por exemplo, para um féton em uma traje-
toria x = t, podemos usar a seguinte parametrizagdo x* = (A, A,0,0), que tem uma

quadrivelocidade
_dxt

T dr
Veja que a norma da quadrivelocidade é U*U,, = 0. Isto é verdade para todas as linhas

u* = (1,1,0,0). (4.74)

de mundo tipo-nulas, pois ds? = 0, entdo

2 2 2 2
[— (5—;) + (jl—i) + (%) + (g—i) ] dA? = 0. (4.75)



4.6. FORMA TENSORIAL DAS EQUACOES DE MAXWELL 42

Como m = 0, a Equagdo 4.69 fica E = p. Esta relagdo faz sentido, se lembrarmos que
para um féton E = fiw e § = fik, onde |k| = w.

Exercicio 14. Vamos demonstrar o Efeito Doppler relativistico. Suponha que
um observador inercial S’ esta carregando uma fonte de luz, como uma lanterna. Ele
aponta a lanterna para a direcdo x. Digamos que o féton que sai da lanterna tem energia
pY = E’. Como as componentes pY e p? do quadrimomento sdo nulas e o fé6ton ndo

tem massa (m = 0), a norma do quadrimomento é zero:

/

P oy = —(p")+ (p¥) =0, (4.76)

portanto, p* = E’. Vamos fazer a transformagio de Lorentz de p* para o referencial

S que vé o referencial S’ se movendo com velocidade v na diregdo x. Fazendo uso da

Equacéo 4.44, temos
P = A pt = AT+ A% p! (4.77)
= p¥ = 9p° — yop* (4.78)
= E' =vE(1-0). (4.79)

Usando a expressao tirada da mecanica quantica, E = hv, que relaciona a ener-

gia do féton com a sua frequéncia v, mostre o Efeito Doppler relativistico:

1—v
— vy ) 4.80
V= 0 ( )

Perceba que, quando v > 0, a fonte de luz esta se afastando, v < v/, o observa-

dor em S verd a luz com uma frequéncia tendendo em direcdo ao vermelho (redshift).
Quando v < 0, a fonte de luz esta se aproximando, v > V', e 0 observador em S veré a

luz com uma frequéncia tendendo em dire¢do ao azul (blueshift).

4.6 Forma Tensorial das Equacdes de Maxwell

As quagdes de Maxwell sdo invariantes sob transformagdes de Lorentz. Isso
é logico, pois foi com o eletromagnetismo que a relatividade especial comecou. Mas,
olhando para as equagdes de Maxwell em sua forma convencional (Equagdes 4.1 -4.4) ,
ndo fica claro que é realmente o caso. Portanto, vamos escrever as equagdes de Maxwell
no formato tensorial, que é a linguagem que denota a invariancia sob transformacdes

entre coordenadas de referenciais inerciais. Come¢amos introduzindo o tensor de Fa-
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raday:

0 —-E. —-E, —E
Ex 0 —B; B,
E, B. 0 —B
E; =By By 0

M = (4.81)

Nao se preocupe ainda em entender a defini¢do matematica formal de um ten-
sor neste momento. Agora, tudo o que precisa saber é que F/*¥ é um tensor com dois
indices superiores, o que significa que possui 16 componentes. Um tensor com dois
indices superiores se comporta como a multiplicacdo tensorial de dois vetores, diga-
mos, A¥BY. Por multiplicagdo tensorial, queremos dizer que o resultado F#¥ = A¥B" é

o conjunto de todas as combinagdes possiveis entre as componentes de A* e BY.

Mas como o tensor F*' se transforma de um referencial inercial para outro?
Cada indice correspondente ao vetor se transformara separadamente, seguindo a regra
de transformacéo de vetores (Equagao 4.44):

FFY = AV, AV FPT. (4.82)

Lembre que podemos abaixar o indice de um vetor e encontrar o seu vetor dual. Pode-

mos fazer o mesmo para o tensor F*”, usando a métrica 77, dessa forma:
F'y = o F1. (4.83)

Sempre tome o cuidado de lembrar da conveng¢do da somatéria de Einstein: indices su-
periores e inferiores repetidos é uma somatéria implicita. Portanto, na equagdo acima,

o indice v deve ser somado de 0 até 3, ou seja, de t até z, assim:
UPUFPW = ﬂpoFVO —+ 17{_)11:”1 + ﬂszﬂz + 17ng”3. (4.84)

Voltando para o tensor F¥,, o que acontece se fizermos i = p e somarmos de 0 até
3? Estaremos pegando o traco do tensor, ou seja, somando os elementos da diagonal
principal:

F=F" =F +F, +F;, +F%. (4.85)
Voltando a Equacdo 4.83, e se quisermos abaixar o indice u? Podemos repetir o pro-
cedimento, usando a métrica para descer o indice. Entdo teremos um tensor com dois

indices inferiores:
Eyp = ”V#pr = 777;177va’“/- (4.86)

Exercicio 15. Mostre que o tensor de Faraday com dois indices inferiores é:

0 E. E, E
~Ex 0 —B, By
~E, B. 0 —B,
~E. —B, By 0

(4.87)
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Assim como podemos descer indices de um tensor usando a métrica 77, tam-

bém podemos subir indices usando o inverso da métrica 7#":

FM =yl TE,,. (4.88)

Voltando ao tensor de Faraday (Eq. 4.81), perceba que se trocarmos os indices
de lugar (i <> v), os sinais das componentes sdo invertidas. Ou seja, F'"Y = —F'¥.
Dizemos que o tensor de Faraday é um tensor antissimétrico. Para o caso de um tensor

TH = T'#, dizemos que é um tensor simétrico.

Existe a possibilidade de tensores com um ntamero ilimitado de indices superi-

. . . % A s . . . . .
ores e inferiores. Considere o tensor Q” P ,As COM trés indices superiores e dois indices
. . . . wp _ ~YVP . uvp
inferiores. Se este tensor possui a propriedade Q" , = Q A dizemos que Q"

é simétrico em relagdo ao primeiro e quarto indice.

Mas por que precisamos que o tensor de Faraday seja antissimétrico? Pois um
tensor com dois indices e antissimétrico possui apenas seis componentes independen-
tes, ja que os elementos da diagonal principal sdo nulos, e os elementos acima da di-
agonal sdo um espelho dos elementos debaixo da diagonal. E, por que precisamos de
um tensor que tenha apenas seis componentes independentes? Pois precisamos de trés
elementos para acomodar as trés componentes do campo elétrico E e mais trés para

acomodar as componentes do campo magnético B.

A forma tensorial para as equagdes de Maxwell é a seguinte:

9, F1 = " (4.89)

onde a quadricorrente é definida assim ]V = (p, J), com a componente temporal sendo a
densidade de carga p e as componentes espaciais como componentes da densidade de

corrente T

Veja que as quatro equagdes foram reduzidas para duas. Da primeira, podemos
deduzir a lei de Gauss para o campo elétrico e a lei de Ampere, e da segunda a lei
de Gauss para o campo magnético e a lei de Faraday. Vamos nos convencer disso.

Tomemos a primeira equacao, e fazemos v = 0:

9, FH0 = J° (4.91)
= 99F% 4+ 9, F10 + 9,F% 4+ 95F%0 = p (4.92)

= V-E=p. (4.94)
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Exercicio 16. Mostre que para v = i, onde indices latinos correspondem as com-

ponentes espaciais (i = 1,2,3), a Equagdo 4.89 é equivalente a lei de Ampere.

Podemos aplicar as transformagdes de Lorentz nas equagdes de Maxwell na
forma tensorial e tudo o que vai acontecer é que colocaremos tracinhos nos indices.
Ou seja, as equagdes de Maxwell exibem a mesma forma, ndo importa o referencial
inercial. Dizemos que as equagdes de Maxwell sdo invariantes sob transformagdes de

Lorentz.

Entretanto, como o campo elétrico e magnético sio componentes do tensor de
Faraday, ndo sdo invariantes sob transformacdoes de Lorentz. De fato, onde um referen-
cial inercial vé um campo elétrico puro, por exemplo, sempre existe outro referencial
que vé uma mistura de campo elétrico e magnético. Imagine que temos um fio neutro
por onde passa uma densidade de corrente elétrica. Estamos no referencial de repouso
do fio. Pela lei de Ampere, sabemos que as cargas em movimento no fio geram um
campo magnético que circunda o fio. Uma particula positiva, se movendo com veloci-
dade v paralela ao fio na dire¢do contréria a corrente, ird experimentar uma forga que

o empurrara para longe do comprimento do fio, por causa da forga de Lorentz:
F=q(E+% x B). (4.95)

Agora imagine-se no referencial de repouso da particula. Nesse referencial, a particula
estd em repouso, mas vé o fio se movendo com velocidade —v. Como a particula tem
velocidade nula, entdo ndo experimenta for¢ca magnética. Mas o referencial de repouso
da particula ainda a vé se afastando do fio, sendo o universo ndo faria sentido. Acon-
tece que no referencial de repouso da particula, vemos o comprimento do fio contrair,
0 que causa uma mudanca na densidade de cargas no fio, gerando um campo elétrico
que repele a particula. Portanto, campos elétricos e magnéticos ndo sdo campos abso-
lutos, mas dependem do referencial. Apenas uma unido de campos elétricos e magné-
ticos, expresso pelo tensor de Faraday, constitui o objeto invariante chamado de campo

eletromagnético.

Exercicio 17. Usando a Equacdo 4.82, mostre que as componentes do campo
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elétrico e magnético se transformam assim:

p

E. = E,
E, = (Ey — vB:)
EAC I (4.96)
B. = B,
By =7 (By — vE:)
| B, = 7 (B — vEy)

4.7 Tensor de Energia-Momento

O quadrimomento fornece uma descri¢do completa da energia e do momento
para uma Unica particula. Entretanto, para uma cole¢do muito grande de particulas, o
quadrimomento é insuficiente. Ao invés de lidar com particulas individuais, podemos
podemos aproximar um conjunto muito grande de particulas para um fluido: uma
distribuicao continua de matéria descrita por quantidades como densidade, pressao,
entropia, viscosidade, etc. Um fluido é descrito pelo tensor de energia-momento T*,
com dois indices superiores e simétrico, definido como o fluxo da componente p* atra-

vés de uma superficie com x” constante.

A componente T é o fluxo de p° através da superficie x’ = t constante. Ou
seja, é o fluxo da energia no volume definido em um tempo t constante que, no refe-
rencial de repouso do fluido, é a densidade de energia p. As componentes T = T ¢
o fluxo de energia através das superficies x’, ou a densidade da componente i do mo-
mento. J4 as componentes T séo o fluxo de p’ através da superficie x/. Para i = j, T" é
a definicao de pressdo. Para i # j, T/ é conhecida como tensdo de cisalhamento.

Exercicio 18. Mostre que a densidade de energia é definida como

700 — % <E2 + B2> , (4.97)

para o tensor de energia-momento do eletromagnetismo:

1
TH = FFAFY, — ZWFMFM. (4.98)

Vamos pensar em sistemas mais simples e idealizados de fluidos e encontrar
expressdes para o tensor de energia-momento. Primeiro, vamos falar da poeira, que é

a colecdo de particulas que estd em repouso em relagdo umas as outras. No referencial
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de repouso da poeira, temos que a quadrivelocidade do conjunto de particulas serd
ur = (1,0,0,0). Portanto, todas as componentes de T#" serdo nulas, exceto T00 que é

a densidade de energia das particulas. Podemos escrever este tensor desta maneira:
" = putu", (4.99)

que é uma equacao tensorial e é vélida para todos os referenciais inerciais.

Agora, vamos falar da idealizacdo dos fluidos perfeitos, que sdo sistemas com-
pletamente descritos pela densidade de energia p e a pressdo isotrépica p. Por isotré-
pica, queremos dizer que p descreve a pressdo em todas as dire¢des. O fluido perfeito
ndo apresenta tensdo de cisalhamento, viscosidade ou conducao de calor. Portanto, T*"
serd um tensor que possui apenas componentes diagonais ndo nulas. No referencial de

repouso, apresentard esta forma:

TH = (4.100)

o O O
o o O
o O O

o O O

p

Podemos escrever uma equacdo tensorial que é valida para todos os referenciais iner-
ciais:

™ = (p + p) utu” + py'". (4.101)
Verifique que a Eq. 4.101 se reduz a Eq. 4.100 no referencial de repouso do fluido.

O tensor de energia-momento tem uma propriedade muito importante: é con-
servada. Suponha que temos um volume no espago descrito por um cubo de vértices
com comprimento ! que estdo repousadas nos eixos x, yez (entrex =0ex =1,y =0
ey =lez=0ez = I[). Vamos provar que a energia que entra e sai pelo cubo é conser-
vada, ou seja, nenhuma energia é criada ou destruida. A taxa de fluxo de energia que
flui pela face x = 0 ¢ I?°T%(x = 0). J4 a taxa de fluxo de energia que flui pela face x = I
é —I2T%(x = 1) (o sinal negativo vem do fato que supomos que a energia esté fluindo
na diregdo de x positivo, logo a energia esta saindo pela face x = /). Fazemos o mesmo
paraasfacesemy =0,y = [,z = 0 ez = [. A soma da taxa em todas as faces deve ser
igual a variacdo no tempo I3T%:

o) ( 3 TOO)
ot
+T%(y=0)-T%(y =1)+T%z=0) - T%z =1)].

=P[T™(x =0) - T®(x =1)

Dividindo toda a equacdo por I3 e fazendo ! infinitamente pequeno, temos a definicao

de derivada: 8( 00) 8( Ox) 8( Oy) 8( OZ)
T T T T
ot ox o9y o0z (4102)
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Que pode escrita desta forma, usando a convencédo de Einstein:
9, T°" =0, (4.103)

definindo a lei de conservacdo da energia. Para o momento, fazemos o mesmo proce-

dimento para v = 1, 2, 3. Para todas as componentes, encontramos:
8]4TV” =0, (4.104)

que generaliza a lei de conservacdo da energia e momento em uma s6 equagéo.

Exercicio 19. Usando o tensor de energia-momento para o fluido perfeito:
™ = (p+p)utu” + pn", (4.105)

mostre que a lei de conservagdo de energia-momento (Eq. 4.104) é reduzida a equagdo
de continuidade para a densidade de energia quando v = 0:

P19 (o7) =0 (4106)

e a equacado de Euler da mecanica dos fluidos quando v = :

—

97 .
0 [a—: + (7 V)ﬁ] = —Vp, (4.107)

no limite ndo-relativistico, no qual a velocidade é muito menor do que a velocidade da
luz, entao U* = (1,7) e [v'| < 1, e a pressdo é muito menor que a densidade de energia,
p < p. A dltima condicdo faz sentido, pois a pressdo surge do movimento aleatério
das particulas do fluido, onde, no limite ndo-relativistico, a velocidade é tomada como

muito baixa.
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5 Espacos Curvos

5.1 Principio da Equivaléncia

Pelo Exercicio 13, vimos que o espaco-tempo da relatividade especial, descrito
pela métrica de Minkowski, é plano, pois na auséncia de qualquer forca as particulas
descrevem caminhos que sdo linhas retas. Na relatividade especial ndo ha qualquer

mencdo a gravidade.

Vimos que a gravidade é uma forca especial, pois afeta todas as particulas igual-
mente, independente da sua massa e composicdo. Este fato se deve a equivaléncia
entre a massa inercial (segunda lei de Newton) e a massa gravitacional (lei da gra-
vitagdo universal), demonstrado por Galileu quando disse que "todos os corpos caem
igualmente". Nada na fisica obriga que essas massas idénticas. Desde Galileu, todos
achavam que isso se tratava de mera coincidéncia, até que Einstein imaginou se havia
algum motivo oculto. A jornada que o fez partir da relatividade especial para a geral

comecou em 1907, com o "pensamento mais feliz"da sua vida.

Na época, Einstein trabalhava no escritério de patentes e devia ficar muito ente-
diado para imaginar situagdes que chamava de experimentos mentais. Em um desses
experimentos, Einstein imaginou um homem dentro de um elevador que, por infeli-
cidade do destino, teve as cordas rompidas e comecou a despencar em queda livre.
Como o homem e o elevador estdo caindo com a mesma velocidade, pois todos os
corpos caem igualmente, o homem se verd flutuando e ndo sentird o préprio peso.
Durante a queda livre, parece que a gravidade foi desligada. Se o elevador ndo tiver
janelas para o mundo exterior, 0 homem nao sabera se estd em queda livre ou em ve-

locidade constante e uniforme no espacgo vazio.

Agora, imagine que acoplamos um foguete no exterior do elevador e acionamos
a propulsdo de modo que acelere a exatos 9,8 m/s?. O homem sentird o préprio peso
como se estivesse na Terra, e tudo dentro do elevador se comportard como se estivesse
imerso no campo gravitacional terrestre, pois tudo estd acelerando igualmente. Se o
elevador ndo tiver janelas, o homem ndo sabera se estd em repouso em relacdo a Terra

ou acelerando no espaco vazio.

Estes experimentos mentais exemplificam o principio da equivaléncia de Einstein:
"um referencial lineramente acelerado relativo a um referencial inercial da relatividade
especial é localmente idéntico a um referencial em repouso em um campo gravitacio-
nal"(D’'INVERNO, 1992). Por local, queremos dizer em regides do espaco pequenos e

em intervalos de tempo curtos, ja que em regides mais extensas a inomogeneidade do
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campo gravitacional fara com que diferentes partes do referencial acelerem diferente-

mente.

Com esse principio, Einstein pode relacionar diferentes referenciais. Perceba
que um referencial acelerado ndo se distingue em nada de um referencial imerso em
um campo gravitacional. E, um referencial local em queda livre em um campo gravi-
tacional ndo se distingue em nada de um referencial inercial. Lembre-se, em um re-
ferencial inercial, uma particula em repouso continua em repouso se ndo existirem
forcas agindo sobre ela. Como em um referencial local em queda livre tudo cai com a
mesma taxa, tudo estd em repouso em rela¢do ao observador associado ao referencial

em queda livre.

Por exemplo, pense nos astronautas em 6rbita da Terra. A meras centenas de
quildmetros de altitude, os astronautas tém praticamente a mesma forca gravitacional
(no sentido newtoniano) sobre eles do que nds. Mas eles estdo em queda livre e a nave
estd caindo a mesma taxa e por isso ndo sentem o préprio peso. Para eles, a gravidade
ndo existe. Ao contrario, nds que estamos presos a Terra apenas sentimos 0 nosso peso

porque o chdo sélido exerce forga em nés nos impedindo de cair livremente.

Podemos ir mais longe e dizer que a gravidade é o mesmo que uma forca de
inércia que s6 aparece em referenciais ndo-inerciais. Pois, onde hé referenciais que di-
rdo que a gravidade existe, também ha referenciais locais em queda livre que dirdo que
ndo ha gravidade alguma. Nesse sentido, os verdadeiros referenciais inerciais sdo os

referenciais em queda livre.

Esses referenciais sdo localmente inerciais porque ndo sentem aceleragdo e, por-
tanto, apenas seguem o caminho tracado pela geometria do espago-tempo. Localmente,
ndo existe aceleragdo e a fisica se comporta como na relatividade especial. Dizemos
que o espago-tempo € localmente plano. Entretanto, globalmente, diferentes partes do
espago-tempo irdo seguir caminhos diferentes, logo o espaco-tempo deve ser global-
mente curvo. Conclusdo: a gravidade ndo é uma forca, mas apenas o efeito de cair

livremente no espago-tempo curvo.

O principio da equivaléncia também sugere que a gravidade pode afetar o ca-
minho da luz. Isso é muito diferente da gravitagdo cldssica. Para a teoria de Newton,
como os fétons ndo possuem massa de repouso, ndo poderiam ser afetados pela gravi-
dade, assim como cargas neutras ndo sofrem interagdo via eletromagnetismo. Voltemos
para o experimento mental do elevador acelerado. Suponha que a pessoa no elevador
acende uma fonte de luz, como uma lanterna, e aponta para o outro lado com a inten-
¢do de iluminar a parede oposta. Um observador inercial fora do elevador verificara
que a luz segue uma linha reta. Entretanto, o observador no elevador verd a luz se
curvando, porque o elevador estd acelerando para cima, fazendo com que o raio de

luz pareca estar se curvando para baixo. Pelo principio da equivaléncia, referenciais
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acelerados sdo indistingueis, localmente, de referenciais em um campo gravitacional.

Portanto, a luz deve ser desviada pela gravidade.

A trajetoria da luz deve ser afetada pela gravidade, deformando os cones de
luz, como pode ser visto na Figura 11. Como particulas massivas s6 podem percorrer
trajetérias dentro dos cones de luz dos eventos da linha de mundo, entdo o caminho
dessas particulas também deve sofrer desvios. Todos esses efeitos sdo possiveis se o
espago-tempo for curvo. Temos mais uma pista que a gravidade deve ser o efeito da

curvatura do espaco-tempo.

Figura 11 — Na relatividade geral, os cones de luz ndo estdo obrigatoriamente dispos-
tos de forma uniforme, pois o espago-tempo curvo altera a inclinagdo dos
cones de luz. A trajetdria das particulas também sera afetada ja que seguem
linhas de mundo dentro dos cones de luz.

Outro principio que levou Einstein a formular a relatividade geral é o principio
da covaridncia geral: "todos os observadores sdo equivalentes". Isto se relaciona com o
principio da equivaléncia, pois é impossivel para um observador saber se estd em um
referencial inercial ou nédo, tornando-se equivalente a todos os outros. Portanto, na re-
latividade geral, ndo existem referenciais privilegiados. Dai a necessidade de formular
a teoria na linguagem tensorial, pois, como veremos ainda nesse capitulo, os tensores
possuem regras de transformagdo entre coordenadas bem definidas, o que nos permite
escrever equagOes validas em todos os sistemas de coordenadas de qualquer referen-

cial possivel.

Antes de partirmos da relatividade especial para a geral, devemos fazer um
interlidio matematico e aprender como lidar com espagos curvos. Resumindo, troca-
remos o tensor métrico 77, da relatividade especial que descreve um espago-tempo
plano, por uma métrica genética g, que representa um espago-tempo possivelmente

curvo. Nesse caso, o intervalo espago-temporal entre dois eventos serd alterado pela
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curvatura dessa forma:
ds? = guvdxtdx". (5.1)

Uma particula livre nesse espago-tempo descreverd caminhos onde o tempo préprio T

= / J/guvdxtida. (5.2)

Estes caminhos sao chamados de geodésicas e sdo as trajetrias mais retas possiveis em

€ estacionario:

um espago-tempo curvo. Veremos isso com mais detalhes. Adentraremos no mundo
da geometria diferencial, um ramo muito elegante da matematica, desenvolvida por

Gauss, Riemann, Ricci, Levi-Civita e outros.

5.2 Leis de Transformacio

No capitulo anterior, vimos que existem dois tipos de vetores: com indices su-
periores (V) e com indices inferiores (V},). Chamamos os indices superiores de contra-
variantes e os indices inferiores de covariantes. Os dois tipos se relacionam através da

métrica gy, que pode descer o indice, desta forma:
Vy - g]/{vvv (5'3)

ou subir o indice, assim:
Vi = ¢V, (5.4)

Nas coordenadas cartesianas, a métrica é somente:
ds? = dx® + dy* + dz>. (5.5)

Por isso, V¥ = V), e ndo precisdvamos nos preocupar com indices contravariantes e
covariantes nas coordenadas cartesianas. Agora, entrando no estudo dos espagos cur-
vos, a métrica serd diferente da cartesiana e precisamos nos preocupar com a diferenca

entre os dois tipos de vetores.

Os vetores com indices contravariantes e covariantes se diferenciam por sua lei
de transformagdo de um sistema de coordenadas para outro. Por exemplo, se quiser-
mos ir das coordenadas cartesianas para as esféricas. Digamos um sistema de coorde-
nadas x" e outro sistema de coordenadas x", sendo que podemos escrever as novas

~ . / ’ .
coordenadas em fungédo das antigas, x* = x# (x*), e vice versa.

I . 4 . l
Suponha o vetor de deslocamento infinitesimal dx# escrito nas coordenadas x* .
Sendo as componentes diferenciais, podemos escrevé-las como fungao dos diferenciais

dx" usando a regra da cadeia:

: W
dxt = %dx”. (5.6)
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O vetor de deslocamento infinitesimal é um caso especial de um vetor contravariante
VH# com componentes infinitesimais. Logo, a lei de transformacdo de um vetor contra-

variante é a seguinte:

;o oxt
wzgﬂ% (5.7)

Lembre-se da convencdo da somatoéria implicita de Einstein: indices superiores e infe-

riores repetidos sdo uma somatoéria. Por exemplo, imagine que temos um vetor V# =

(V*,V¥) no plano em coordenadas cartesianas e queremos encontrar o vetor transfor-
/ .

mado V# = (V", V?) nas coordenadas polares. Escrevemos as coordenadas cartesianas

em funcdo das polares:

X =rcosf (5.8)
y =rsin6. (5.9)

Podemos escrever as coordenadas polares em funcdo das cartesianas:

r=4/x2+y? (5.10)

_ ¥
f = arctan <x> (5.11)
Usando a Equacdo 5.7, podemos encontrar as componentes do vetor nas coordenadas
polares V#':
or or
Vi=_—V¥4+ VY 5.12
0x * Yy 6-12)
00 29
Vvl = vy VY. 1
o + 3y (5.13)

Exercicio 20. Usando a lei de transformacado de vetores contravariantes, calcule
a transformacdo das componentes de um vetor nas coordenadas cartesianas V¥ =
(V¥, V¥, VZ) para as coordenadas esféricas V¥ = (V', V9, V).

E qual a lei de transformacdo para os vetores com indices covariantes? Para
descobrir, vamos usar o fato que o produto escalar V¥V, é um invariante, ou seja, € o
mesmo em todos os sistemas de coordenadas. Isso significa que o tamanho dos vetores
e 0 angulo entre eles ndo muda quando passamos de um sistema de coordenadas para
outro, o que faz sentido, pois os vetores sdo objetos matematicos que existem indepen-
dentemente do sistema de coordenadas utilizado. Além disso, campos escalares ¢ (x*)

sdo invariantes:

¢'(x') = p(x"). (5.14)
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Usando o fato que o produto escalar € invariante V#V,,, temos

VIV, = VIV, (5.15)
oxt'
= — y 12
o V'V (5.16)

onde usamos a Equagdo 5.7. Para que os dois lados da equagdo sejam uma igualdade
para V¥ arbitrdrio, devemos ter:

oxt
Vi = FyrAL (5.17)

Aqui usamos o fato que:

oxt

o = ol (5.18)
e !

oxH /

o= o (5.19)

A Equagdo 5.17 é a lei de transformacao para vetores covariantes. Note que esta trans-
formacdo é inversa a transformacado dos vetores contravariantes. Deve-se notar que os
vetores covariantes se transformam exatamente como as componentes do gradiente de

uma fungdo escalar (d¢/9x*). Usando a regra da cadeia devemos ter:

op  oxt ap
oxt  oxt oxk’

(5.20)

Concluimos que, assim como os vetores contravariantes se transforam como diferenci-

ais, os vetores covariantes se transformam como o gradiente.

Exercicio 21. Usando a lei de transformacao de vetores contravariantes, calcule
a transformacdo das componentes do gradiente de uma fungdo escalar ¢ das coorde-
nadas cartesianas para as coordenadas esféricas.

Também vimos no capitulo anterior que os tensores sao formados pela multipli-
cacdo de vetores contravariantes e covariantes. Por exemplo, um tensor T"" com dois
indices contravariantes pode ser formado pela multiplicacdo de dois vetores A" e B,
de modo que, T* = A¥BY. O produto tensorial ndo é como a multiplicagdo comum.
No produto tensorial, todas as componentes de A" serdo multiplicadas por todas as
componentes de B" para formar as componentes do tensor T#". Para o espago-tempo
de Minkowski, os vetores tem 4 componentes. Logo, um tensor TH" terd 42 = 16 com-
ponentes formadas de todas as combinag¢des de multiplica¢Oes entre as componentes
de A¥ e BY.
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Da mesma forma, podemos criar vetores com quantos indices contravariantes e
covariantes quisermos fazendo o produto tensorial entre vetores contravariantes e ve-
tores covariantes. Por exemplo, o tensor Sy = W, Xy e o tensor misto Q” vp = VP’YVZP.
Sabendo disso, é facil generalizar a lei de transformacdo dos tensores. Cada indice ird
se transformar de acordo com a sua lei de transformacéo. Para o tensor com dois indi-

ces contravariantes:

!/ /
1ot dxt dxv
T"Y = — ™. 5.21
oxt dxv ©:21)
Para o tensor com dois indices covariantes:
oxt oxV (522)
WV o o TR :
x* ox
E para o tensor misto com um indice contravariante e dois indices covariantes:
o axt 9xv AxP (5.23)
Ve 9xt gxV g’ P .

Suponha que temos dois tensores Xy € Yy, de modo que, para o sistema de coorde-
nadas x¥, vale a igualdade:
Xy = Y. (5.24)

Esta é uma equacdo tensorial. Ela afirma que a componente X, € igual a componente
Y,v para todo y e v. Agora, mulipliquemos os dois lados da equagéao por dx*/ ot e
oxV /ox"": St St
xt ox xt ox
o 9 1 il g 62)
Usando a lei de transformacéo de tensores:

Xy = Yo, (5.26)

Como os dois lados da equacgao se transformam da mesma forma, isso significa que, se
a igualdade X;, = Y, € valida para um sistema de coordenadas, entéo ¢é vélida para
todos os sistemas de coordenadas. Portanto, equagdes tensoriais sdo independentes do
sistema de coordenadas. Este fato é muito importante para a fisica, pois, se pudermos
escrever as leis fisicas em uma forma tensorial, elas serdo vdlidas para todos os sistemas

de coordenadas imaginados.

Exercicio 22. Mostre que a métrica euclidiana,
ds? = dx® + dy? + dz?, (5.27)
em coordenadas esféricas é:

ds? = dr* + r?d6* + r* sin’ quoz. (5.28)
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5.3 Algebra Tensorial

Toda operacdo matemédtica com tensores, que preserva a quantidade de indi-
ces ndo-mudos nos dois lados da igualdade é uma operagdo valida. Por exemplo, se
tivermos dois tensores A" v e B* v, ambos com um indice covariante e um indice contra-
variante, podemos soma-los, subtrai-los ou fazermos qualquer combinagdo linear nesta
forma:

T", = aA", +bBY,, (5.29)

onde a e b sdo escalares e T", é o tensor resultante desta operagao. E facil mostrar que

T", é um tensor que obedece as mesmas leis de transformacdo que A, e B",.

Outra operacdo possivel é o produto tensorial ou produto direto, onde fazemos
uma multiplicagdo entre tensores, cujo tensor resultante tem indices que consistem em
todos os indices dos tensores produtos. Por exemplo, o produto entre os tensores A",
eBPéT!,F, assim:

T",F = A", BP. (5.30)

Outra possibilidade que ja vimos é a contragio de indices. Fazendo um indice
superior igual a um indice inferior e somando em todos os valores possiveis resulta
em um tensor sem esses dois indices. Por exemplo, tomemos o tensor de curvatura de

Riemann R’ A © fazemos p = v, obtemos o tensor de Ricci Ry):

_RP _ RO 1 2 3
Rur = R0 = Royop + Ry + Ry 4 R0 (5.31)
Além disso, também podemos descer e subir indices usando a métrica g,y € a
sua inversa ¢"" que obedece:

g gr = 8" (5.32)

Por exemplo, se quisermos subir o primeiro indice do tensor de Ricci, multiplicamos

pela inversa da métrica e contraimos o indice que queremos subir:
R') = 8""Ryn = 8"'Rox + 8" Ria + 8" Raox + 8°Ran. (5.33)

Se contrairmos o indice v com A, obtemos um escalar chamado de escalar de curvatura
R = RY,,. Veremos sobre o tensor de Riemann, de Ricci e escalar de curvatura com mais
detalhes.

Exercicio 23. Suponha o tensor TH"

2 -5 10
-1 3 72

™= (5.34)
3 0 17



5.4. DEFINICOES 57

e o vetor
VH = (—1,4, 6,0). (5.35)

Calcule as componentes de T vy Ty vT=T1" 1w \%s VeV, TH, no espago de Minkowski

com métrica:

100 0
100

_ 5.36

T 0 010 (5:36)
0 001

5.4 Definicdes

O que sdo vetores? Na mecanica newtoniana e na relatividade especial, gos-
tamos de pensar nos vetores como segmetos de reta que apontam para uma direc¢do e
tem uma certa magnitude, propriedades que relacionamos com grandezas fisicas como
posicdo, velocidade, forca, etc. Esta interpretacdo ainda vale para o espago curvo, com
uma diferenga importante. No espago curvo, os vetores contravariantes nao estdo no
espago em si, mas no espago tangente T, associado ao ponto p em que vetor esta loca-
lizado.

Em cada ponto p do espaco, podemos tragar vetores linearmente independentes
que sirvam de base para o espago vetorial localizado em p. Suponha que temos uma
base {2, }. Entdo podemos escrever os vetores como combinagcdo linear dos elementos

da base:
V = Ve, (5.37)

. . ! .
Em um sistema de coordenadas diferente, {x” }, escrevemos o vetor contravariante

como combinacdo linear dos vetores da base {éy }:

/

V=VFe,. (5.38)

Sabendo que os vetores sdo objetos matematicos que existem independentemente do

sistema de coordenadas. Entdo, vale a igualdade:
Vie, =Vie,. (5.39)

Usando a lei de transformacdo das componentes de um vetor contravariante, temos:

, _ooxt
Ve, = By, Vie,. (5.40)

Para manter a igualdade, os vetores da base do espago tangente devem se transformar

seguindo a lei:

. dxt
ey/ = W@y (541)
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Como vocé pode verificar, os vetores da base se transformam inversamente as compo-
nentes contravariantes do vetor. Isso explica 0 nome contravariante, pois as componen-

tes do vetor se transformam inversamente aos elementos da base.

Os vetores covariantes, por sua vez, habitam um espaco vetorial diferente dos
vetores contravariantes, chamado de espaco cotangente Tj. Os vetores covariantes
também sdo chamados de vetores duais ou 1-formas. Sdo definidos como fungdes linea-
res que vao do espaco tangente T, para os ntimeros reais. Portanto, podemos pensar
em um vetor covariante @ como funcdo que pega um vetor e leva para um ntmero

real, @(V) e R. Essa é a definicdo de um produto escalar que vimos como w, VFE.

O espago vetorial cotangente é formado pela base de vetores covariantes {éV },
definidos desta forma:

0" (e,) = ol (5.42)

Ou seja, 0 vetor covariante 8% é aquele que, quando recebe o vetor da base contravari-

ante é, retorna 1 quando y = v e 0 quando u # v. Escrevemos os vetores covariantes

como combinacgdo linear dos 6#:

@ = wyt". (5.43)
O produto escalar @(V):
&(V) = w0 (v'e,) (5.44)
= w,V"0"(é,) (5.45)
= w, V"6 (5.46)
= w, V¥, (5.47)

é um nimero real.

Exercicio 24. Usando a invaridncia do produto escalar e a lei de transformacao

dos vetores covariantes, mostre que os elementos da base 6/ se transformam assim:

or = —_QH, (5.48)

Podemos extender essas definicdes para os tensores. Como vimos, podemos
formar tensores fazendo o produto tensorial entre vetores contravariantes e/ou cova-
riantes. Portanto, podemos pensar em um tensor T com 7 indices contravariantes e
m indices covariantes como uma funcdo linear que recebe n vetores covariantes e m

vetores contravariantes e retorna um namero real, T(V, W, ..., @, p,...) e R.

Por exemplo, pense nos tensores com componentes T",, formados pelo produto
tensorial de um vetor covariante e um vetor contravariante. A base para o espago des-

tes tensores é formado pelo produto tensorial de {&,} e {##}, de forma que o tensor
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pode ser escrito assim:
T=T¢®0" (5.49)

Se T receber o vetor V e o dual @, teremos:

T(@,V) =T e, ®0"(wp\8", VFe,) (5.50)
= T, w VP65, (5.51)
=T w, VY, (5.52)

que é um numero real.

55 Variedade

Definimos variedade como um espago continuo que se parece localmente com
o espaco euclidiano. A variedade é qualquer conjunto que pode ser continuamente
parametrizado. Chamamos o ntimero de parametros independentes de dimensio da

variedade.

Por exemplo, a superficie de uma esfera é uma variedade, j& que se parece com
o plano se diminuirmos a escala, assim como a superficie curva da Terra parece plana
em nossas experiéncias didrias. A esfera possui dois parametros independentes, os
angulos 0 e ¢ que nomeiam os pontos na superficie. Como sdo necessarios apenas duas
coordenadas para localizar um ponto na esfera, dizemos que a superficie da esfera tem

duas dimensoes.

Como foi mencionado, a variedade é um espago continuo que se parece, local-
mente, com o espago euclidiano. Isso remete a nossa discussdo do inicio do capitulo
sobre a existéncia de referenciais inerciais locais, onde tudo se comporta como no es-
paco plano da relatividade especial. Pode ser provado que, em todo ponto P da vari-
edade, existe um sistema de coordenadas onde a métrica é localmente plana, ou seja,
Suw(P) = nu. Usando estas coordenadas, mostramos que a métrica é aproximada-
mente plana nas vizinhangas do ponto P, até primeira ordem em gy, (P). Portanto, um

sistema de coordenadas local centrado no ponto P satisfaz:

Suv(P) = 1w (5.53)

3o (P) = 0. (5.54)

Vale destacar que, para um espago curvo, em geral, as segundas derivadas ndo sdo

nulas no ponto P:
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O tensor métrico Suv, que € um tensor simétrico, define distdncias e a curva-
tura da variedade. Nem todas as variedades contém uma métrica, mas, para a relati-
vidade geral ela é absolutamente fundamental. Chamamos as variedades com métrica
positiva-definida, tal que g, V¥V > 0 para todo V¥ de variedade riemanniana. Na re-
latividade especial e na relatividade geral, nem sempre a norma dos vetores é positiva,

entdo chamamos essas variedades de pseudo-riemannianas.

Dado a métrica gy, vimos que a distdncia infinitesimal quadratica ds? é:
ds® = gudxtdx’. (5.56)
Podemos calcular a distancia finita integrando os dois lados da equagdo ao longo de

As :/w/gwdxﬂdx‘/. (5.57)

Uma curva pode ser parametrizada por um parametro A, tal que x# = x#(A). Deste

uma curva:

modo, podemos calcular a integral acima em fungdo de A:

M dxt dxv
As = //\0 gw/ﬁﬁd)\ (558)

A derivada dx#/dA é o vetor tangente a curva. Entdo, podemos escrever a integral

M
— H
As /A g, (5.59)

assim:

Exercicio 25. Dado a métrica da esfera com raio R,
ds? = R? <d92 + sin? 9d(p2> , (5.60)

calcule o comprimento da circunferéncia da esfera.

No espago plano, ou localmente plano com coordenadas ajustadas para deter-

minado ponto, o elemento de volume quadridimensional é:
dV = dx%dx'dx?daxd. (5.61)

Do célculo de vérias varidveis, sabemos que o elemento de volume para novas coor-
!/ L L . ~ !
denadas x* serda dV = JdV’, onde | é o Jacobiano da transformacdo de x* para x*,

definido assim:

0 41 2 .3 oxt ox! 9xl
= sy = | 5 % 8T al | 562
a(x", xV, x%, x
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Um jeito mais facil de calcular o Jacobiano é através da métrica. Se definirmos a matriz

de transformagao assim:
A oxH
v =

entdo o Jacobiano serd o determinante da matriz A, | = det(A). Ora, usando a notagao

(5.63)

de matriz, podemos escrever a lei de transformagédo de tensores desse modo:
g =AyAT, (5.64)

onde g € a matriz correspondente a g, € 17 a matriz de 7y, € T denota a matriz trans-

posta. Segue da equagdo acima que o determinante sera:
det(g) = det(A)det(y7)det(AT). (5.65)

Para qualquer matriz, det(A) = det(AT). Além disso, o determinante da métrica de
Minkowski é det(17) = —1. Portanto,

det(g) = —[det(A)]>. (5.66)

Ou seja,
det(A) =/ —det(g). (5.67)

Introduzindo uma nova notacdo, onde

g = det(gyy), (568)

temos que a transformacado do elemento de volume sera:

dv = \/—gdV'. (5.69)

Exercicio 26. Qual o elemento de volume dV nas coordenadas polares e esféri-

cas?

56 Derivada Covariante

Para avaliarmos quantidades fisicas definidas como vetores e tensores, precisa-
mos usar a defini¢do de derivada, onde calculamos a diferenca dos campos vetoriais e
tensoriais entre pontos infinitamente préximos. Suponha que queremos avaliar a deri-

vada parcial do vetor contravariante V¥ em relagdo a coordenada x/:

VY
oxH

=9, V". (5.70)
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. . . /
Agora, imagine que temos outro sistema de coordenadas x* . Para passarmos a de-
rivada parcial acima para estas coordenadas, usaremos a lei de transformagdo para

vetores contravariantes:

/

! axV
VvV = |44 5.71
e (56.71)
e a lei de transformacdo para o gradiente:
oxH
O = 5O (5.72)

No sistema de coordenadas x*', a Equacéo 5.70 fica:

r oxt 9 (o
v o __ o T o 1%
WV = o (81/ % ) (5.73)
;o oxt o oxt 92xY
v v 4
OV = S AV SV (5.74)

Observe que o primeiro termo do lado direito da iguadade ¢é a lei de transformacado
para um tensor com um indice contravariante e um indice covariante. Entretanto, o
segundo termo estraga tudo e ndo é uma lei de transformacao tensorial. A derivada
parcial de um vetor s6 é um tensor quando estamos no espago plano. Em um variedade
arbitrdria é necessdrio outra definicdo de derivada que seja uma quantidade tensorial,
ou seja, que ndo dependa do sistema de coordenadas.

Podemos assumir uma defini¢do de derivada adicionando uma corregao linear

em VV na forma:

ViV =0, V' 4TV, V1, (5.75)

Chamamos de derivada covariante. Os coeficientes 'V , sdo chamados de conexio afim
UA

ou simbolos de Christoffel e possuem a seguinte lei de transformagéo:

o ox! dx oxV' oxt axt 2y
WA 9xt 9xN 9xv o MA g 9xN 9xHax

(5.76)

Fica claro por essa definicdo que os coeficientes da conexdo ndo sdao componentes de
um tensor. Deve ser construido dessa forma, para que a nossa nova defini¢do de deri-

vada (Eq. 5.75) seja um tensor.

Exercicio 27. Usando a lei de transformacao dos simbolos de Christoffel, mostre

que a defini¢do de derivada covariante se transforma como um tensor.

Pela Equacdo 5.75, note que a derivada covariante tem a mesma propriedade de

linearidade da derivada parcial. Seja V¥ = A" + BY, entéo:

V‘uTV = VV<AV + BV) = VVAV + v;,[BV. (5.77)
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Para regatarmos as mesmas propriedades da derivada parcial, queremos que a deri-
vada covariante obedega a regra do produto de Leibniz:

V(@ VP) = (Vuwy ) VP + 0"V, VP. (5.78)

Entdo surge a pergunta: como a derivada covariante age em um vetor covariante w,?

Podemos fazer uma suposi¢do similar aos vetores contravariantes:
Vuwy = dpwy + IN"AWwA, (5.79)

onde ndo esperamos que os coeficientes FAW sejam iguais aos I'*,, contando que pos-

pvr
suem a mesma lei de transformagéo.

Vamos adicionar mais duas suposi¢des a derivada covariante. Primeiro, que ela
comute com contragdes:

Vu(TY,) = (VT),) (5.80)

u Ap
Isso significa que, entre realizar a derivada covariante e uma contragdo de indices, ndo
importa a ordem, o resultado sera idéntico. Segunda suposicdo, a derivada covariante

de um escalar é a derivada parcial:

Vi = 3. (5.81)

O que faz sentido, ja que o campo escalar nao muda quando trocamos os sistemas de

coordenadas.

Para encontrar os f)‘w em fungao dos T'*,, vamos avaliar a derivada covariante
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do produto escalar w, V".

VH(C()UVV) - (vaV)VV + wV(vHVV). (5.82)
Usando as suposi¢des que fizemos, encontramos:
Vilwy V) = (9uwn) V¥ + T n V¥ + wy (0, VY) + w, IV, V2 (5.83)

Lembre-se que w, V" é simplesmente um escalar, portanto a sua derivada covariante

se reduz a derivada parcial:

V(w0 V') = 3, (w, V") (5.84)
Viu(w, V") = (0uwy) VY 4+ wy (9, V). (5.85)

Comparando as Equagdes 5.83 e 5.85, os temos com as conexdes devem se cancelear:
IV + r, Zw, VA =0. (5.86)
Renomeando os indices mudos:

T V¥ +Th VU = (T4, +TH o VY = 0. (5.87)
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Para wy, e V¥ completamente arbitrarios, entdo:

M, =-T",. (5.88)

Portanto, a conexdo para a derivada covariante de um vetor covariante é igual a cone-

xd0 da derivada covariante de um vetor contravariante a menos de um sinal negativo:

Vyuwy = 0w, — T wy. (5.89)

Sabemos que tensores com uma quantidade de indices arbitrarios podem ser construi-
dos com a multiplicagdo de vetores contravariantes e covariantes. E direto encontrar
a formula para a derivada covariante de um tensor qualquer. Para um indice supe-
rior introduzimos um termo com +I" e para um indice inferior um termo com —I'". Por

exemplo, para a derivada covariante do tensor Tyy:

VoTuw = 05Ty — I, Tay — T, Tha- (5.90)
Para o tensor A*":
Vo AR = 9, AP +TH | AN 4TV ) AFY, (5.91)
E para o tensor BY,:
V.B", =o,B", +T" B, —T* B" . (5.92)

Para tensores com mais indices seguimos a mesma regra: indice superior +I" e indice

inferior —TI.

Como a derivada covariante é um tensor, entdo podemos subir e descer indices

da derivada covariante usando a métrica g, desta forma:
VUV]/l — gyyvtfvv. (5.93)

E claro que, para avaliar esta derivada covariante, podemos antes descer o indice do
vetor:
VoV = Vo(guwV") = (Vogu)V' + g Ve V. (5.94)

Comparando as Equagdes 5.93 e 5.94, somos obrigados a assumir que:

Veguw = 0. (5.95)

A derivada covariante da métrica é igual a zero em todo lugar. Dizemos que a métrica

é compativel.

Agora, vamos avaliar a derivada covariante da derivada covariante de uma
funcéo escalar, V;,V,¢. No sistema de coordenadas cartesiano, a derivada covariante
se reduz a derivada parcial

VuVyp = 0,0,¢ (5.96)
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As derivadas parciais comutam, ou seja, podemos trocar a ordem que realizamos pri-
meiro:

0,,0yP = 9,0,¢p. (5.97)
Portanto,

VuVip = ViV, (5.98)

Como é uma equacdo tensorial, é valida em todos os sistemas de coordenadas. Mas
cuidado: as derivadas covariantes comutam apenas para campos escalares. Partindo

da Equagdo 5.98, vamos abrir as derivadas covariantes de acordo com as defini¢des:

9u0vp — I, 009 = 9,09 — T, 000 (5.100)
=T, 009 =T",,0,¢. (5.101)

Concluimos que a conexdo é simétrica em relagdo aos dois indices inferiores:

M, =T, (5.102)

Exercicio 28. Com as propriedades de compatibilidade métrica e simetria dos
indices inferiores da conexdo, mostre que os componentes da conexdo podem ser es-

critos assim: ,
[ = 587 (9ugvp + 0u8on — Ipgu) (5.103)

Dica: expanda a derivada covariante da métrica nas configuragdes V,guv, Vugup €
Vygpu- Subtraia a segunda e a terceira da primeira configuragao.

Analisando a Equacéo 5.103, veja que as componentes da conexdo sdo nulas no

espago-tempo de Minkowski, pois 77, sdo constantes em todos os pontos.

Para exemplificar, vamos encontrar as componentes da conexdo (F‘TW) da esfera

com raio unitario que tem como métrica:
ds* = d6?* + sin” Bd °. (5.104)

Podemos escrever a métrica assim:

1 0
= . 5.105
Sy (0 sin? 9) (5.105)
E a inversa da métrica:

1 0
A . 5.106
g (0 sin—2 9) ( )
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Podemos dividir os simbolos de Christoffel em duas matrizes, uma para ¢ = 0 e outra
para ¢ = ¢. Devemos ter:

1
Feyv = 5899 (aﬂgvé) + avgey - aegw) (5.107)

1

Veja que, como a métrica s6 possui componentes ndo nulas na diagonal, entdo p = 6
para a primeira matriz e p = ¢ para a segunda matriz. Agora, vamos calcular cada

componente da conexdo. Para y = v = 6, temos:

1
g = Egee(aegee) (5.109)
1
[P = 5877 (9g0e)- (5.110)
Como ggg = 1, entdo dypgpe = 0 e as duas componentes sdo nulas:
r%, =0 (5.111)
I =0. (5.112)
Agora, fazemos y = fev = ¢:
1
oy = 58" (9pg00) =0 (5.113)
1 1 cos 6
¢ _ — L gin=2 - 29) —
oy = ng (00899) = 5 sin 6(dg sin~0) = .t (5.114)

Usando a propriedade de simetria em relacdo aos indices inferiores da conexao, desco-

brimos que ja calculamos as componentes quando y = ¢ e v = 0:

=0 (5.115)
? o= Z:Z (5.116)
Agora, s6 nos resta fazermos y = v = ¢:
I, = %gee (—0689pp) = —%(89 sin® @) = — sin § cos 0 (5.117)
I = %g"’(” (998pp) = 0. (5.118)

Exercicio 29. Calcule as componentes da conexdo para a espaco plano em coor-

denadas polares, com métrica:

ds? = dr? + r*de>. (5.119)

Exercicio 30. Calcule o divergente V,,V/ e o laplaciano V¥V, f nas coordenadas

polares.
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5.7 Transporte Paralelo e Geodésicas

Uma das formas de determinar a curvatura intrinseca de uma variedade é reali-
zar o transporte paralelo de um vetor. Como vimos, os vetores estdo no espago tangente
a variedade no ponto. Para realizarmos o transporte de um vetor ao longo de uma
curva, devemos transporté-lo entre espacos tangentes dos pontos da curva. Fazemos
isso do seguinte modo: tomemos o vetor V# no ponto inicial, deslocamos para o pré-
ximo ponto o mantendo sempre constante em relagdo ao parametro A da curva. Para o

espaco plano, isso equivale a:

avh
—— =0 5.120
7 (5.120)
Com a regra da cadeia, a relacdo acima pode ser escrita assim:
dx’ oVH
— = 0. 121
dA oxV? 0 (-121)

Identificando dx"/dA como o vetor tangente U" da curva, temos a expressdo para o

transporte paralelo no espago plano:
uva,v# = 0. (5.122)
Sabendo que V, V¥ = 9, V¥ no espago plano, o vetor transportado deve satisfazer:
u'v, vt =o. (5.123)

Note que a equagdo acima é valida para todos os sistemas de coordenadas, pois é ten-
sorial. Portanto, a solu¢do da Equagdo 5.123 nos fornece o transporte paralelo do vetor
V¥ em qualquer variedade que possui sua prépria derivada covariante que, como vi-

mos, pode ser construida através da métrica.

< -

Figura 12 — Transporte paralelo de um vetor ao redor de uma curva fechada no es-
pago plano. Ao voltar para o mesmo ponto, o vetor estd apontando para a
mesma direcdo. (WALD, 2010)

O transporte paralelo nos da dicas sobre a curvatura da variedade. Se tomarmos
um vetor no espaco plano e realizarmos o seu transporte paralelo ao longo de curva
fechada, o vetor depois do transporte apontard para a mesma diregdo do vetor original.
Isso ndo é verdade para os espagos curvos. Se realizarmos o transporte paralelo de
um vetor ao longo de uma curva fechada na esfera, veremos que o vetor final estara

apontando para uma direc¢do diferente se comparado ao vetor original. Veja as Figuras
12 e 13.
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Figura 13 — Transporte paralelo de um vetor ao redor de uma curva fechada em uma
esfera. Ao voltar para o inicio, o vetor foi rotacionado. (WALD, 2010)

Agora, iremos definir as curvas mais retas possiveis no espaco curvo, chama-
das de geodésicas. Lembre-se do Axioma de Euclides valido para o espago plano: duas
linhas retas paralelas continuam paralelas. Uma declaracdo equivalente é dizer que o
vetor tangente em um ponto da curva é sempre paralelo ao vetor tangente no ponto
anterior. Na linguagem do transporte paralelo, no espaco plano a linha reta é a tinica

curva que transporta paralelamente o seu proprio vetor tangente, ou seja,
u'v,u* = 0. (5.124)

O Axima de Euclides ndo é vélido para espacos curvos, ja que linhas originalmente
paralelas podem muito bem convergir ou divergir depois de algum tempo. Mas, a
Equacdo 5.124 é tensorial, logo, é valida para o espago curvo. No espago curvo, a solu-
¢do para esta equagdo sdo as linhas mais retas possiveis que transportam o seu préprio
vetor tangente: as geodésicas. Abrindo a derivada covariante, temos a equac¢do da geo-

désica:

d2xH u dxV dxP
T T~ (5.125)

Exercicio 31. Se A é o parametro da curva, mostre que definir um novo parame-
tro
¢ =al+b, (5.126)

onde a e b sdo constantes, a equacdo da geodésica (5.125) ainda é satisfeita. Chamamos

A e ¢ de parametros finos.

Exercicio 32. Dada a métrica da esfera de raio unitario:

ds* = d6* + sin” Bd¢?, (5.127)
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mostre que as linhas de longitude constante (¢ = constante) sdo geodésicas, e que a
tnica linha de latitude constante (6 = constante) que é uma geodésica é o equador
(0 =rm/2).

Exercicio 33. Na relatividade geral, as geodésicas sdo os caminhos realizados
pelas particulas livres no espago-tempo curvo com o tempo préprio T como parametro.
Lembre-se do Exercicio 13, em que a trajetéria de uma particula no espago-tempo de
Minkowski é dado pelo célculo variacional do tempo préprio T como ac¢do. Agora,
mostre que a equacdo da geodésica surge do calculo variacional do tempo préprio

como ag¢ao no espago-tempo curvo:

T = / /g udxtdx. (5.128)

Dica: use a equacado de Euler-Lagrange.

5.8 Tensor de Curvatura

Quando transportamos paralelamente um vetor em um loop infinitesimal no
espaco plano, o vetor resultante apontard para a mesma dire¢do do vetor original. Isso
nao é verdade para espagos curvos. Mesmo em um loop infinitesimal, o vetor tera sido
alterado pelo menos um pouquinho. A quantidade que mensura a falha na planicidade
do espaco e, consequentemente, descreve a curvatura intrinseca do espago é chamado
de tensor de Riemann. Ele pode ser encontrado fazendo a comutacgdo entre derivadas

covariantes do vetor V¥ em diferentes direcdes, V, e V,, por exemplo:

Fazer esta comutagdo equivale a medirmos a diferenga entre a variagdo do vetor V¥ em
dois caminhos infinitesimais diferentes. No primeiro caminho, come¢amos na diregdo
u e depois v. No segundo caminho, come¢amos na dire¢do v e depois . Se a diferenca
entre os vetores resultantes dos dois caminhos for diferente de zero, entdo estaremos

em um espago curvo. Vamos abrir as derivadas covariantes da Eq. 5.129:

[V, Vo] VP =0, (V,VP) = T4, VAV +T°,,V, V7 (5.130)
— 9y (VuVP) +T4, VaVP =T, V, V7 (5.131)
= 0,0, VP + (9,I05) VI +T7,60, V7 — T4, 0, VP —T7,,I* V7 (5.132)
— 70, VO + T, T, VA = (2 v) . (5.133)



5.8. TENSOR DE CURVATURA 70

Usando a propriedade de simetria dos indices inferiores da conexdo e comutagdo entre

as derivadas parciais:
Vi Vo] VP = (9ulPug = 0T g + 17 T = TF, T ) VO (5.134)
= RPo V. (5.135)

Portanto, a comutagdo entre duas derivadas covariantes de V¥ é proporcional aos V¥,

sendo os coeficientes R’ ouv componentes do tensor de Riemann:

Rpa;u/ = ayrpva - avrp;w + FPVAFAVU — FPVAF/\MU' (5.136)

No espago plano, existe um sistema de coordenadas onde as componentes da cone-
xdo I' sdo nulos. Consequentemente, todas as componentes do tensor de Riemann sdo
nulas neste sistema de coordenadas e as derivadas covariantes comutam. Da mesma
forma, se todas as componentes do tensor de Riemann sdo nulas, entdo sempre pode-
mos encontrar um sistema de coordenadas com os componentes da métrica constantes.
Portanto, uma condigdo suficiente para o espago plano é que, ndo importa o sistema de

coordenadas, as componentes do tensor de Riemann sejam nulas:

Rf oww =0 < variedade plana. (5.137)

Exercicio 34. Como vimos, em um sistema de coordenadas localmente inercial
Suv(P) = 1y € 9pguv(P) = 0, embora a segunda derivada nao seja sempre zero. Mostre
que em P, o tensor de Riemann RPUW fica:

1
R‘OO']M/ — E (ao'al,[gp]/ - ao'a]/gpl,{ + apavgg-y — apa}tg(ﬂ/> . (5_138)

Exercicio 35. Com base no exericio anterior, mostre que as seguintes identidades

sdo satisfeitas:

Rpopv = —Roppv (5.139)
Roopv = —Rpovy (5.140)
Roopv = Ruvpo (5.141)
Rpopv + Ropve + Rovoy = 0. (5.142)

Ou seja, Rpgyy € um tensor simétrico na troca entre o primeiro e o segundo par de
indices, é antissimétrico em relacdo ao primeiro e o terceiro indice, é antissimétrico em
relacdo aos dois tltimos indices e possui a propriedade de ciclicidade em relagdo aos
trés dltimos indices. Estas sdo equagdes tensoriais, portanto, sdo validas em todos os

sistemas de coordenadas.
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O tensor de Riemann possui quatro indices. Para um espaco-tempo com 7 di-

mensdes, o tensor de Riemann possui n*

componentes. Mas, as quatro propriedades
que vimos no ultimo exericio querem dizer que existem componentes repetidas. Quan-

tas destas componentes sdo independentes?

Vamos nos focar nas trés primeiras identidades (Equacdes 5.139, 5.140 e 5.141).
O tensor de Riemann é simétrico na troca do primeiro com o segundo par de indi-

ces, logo, podemos pensar em Ryoyy cOmo uma matriz R| em que o0s pares PO

pol(pv]
e pv sdo indices individuais. Uma matriz m x m simétrica possui m(m + 1)/2 com-
ponentes independentes. O tensor de Riemann também é antissimétrico em relacdo
ao primeiro par de indices e ao segundo par. Uma matriz n x n antissimétrica possui
n(n —1)/2 componentes independentes. Com base nessas propriedades, o tensor de

Riemann possui

m(m +1) n(n—l)% [n(n—l) +1] :%[n(n—l)] {n(n—l) +1] (5.143)

2 2 2 2 2

_ 1 4 3 2
=3 (n 213 + 3 2n) (5.144)

componentes independentes. Agora, devemos adicionar a tltima propriedade 5.142
de soma ciclica completamente antissimétrica que adiciona n(n —1)(n —2)(n — 3) /4!
restrigdes a Rosyy, nos deixando com:

% <n4 — 213 +3n® — 2n> — in(n —1)(n—-2)(n—-3) = (5.145)

%nz (n2 . 1) (5.146)

componentes independentes. Para n = 4, que é o niimero de dimensdes da relatividade

geral, o tensor de Riemann possui 20 componentes independentes.

Exercicio 36. Mostre que, para coordenadas localmente planas, com o tensor de
Riemann dado pela Eq. 5.138, vale a seguinte identidade:

VARpU;w + vag)\w, + V‘TR)\PVV =0. (5.147)

Por ser tensorial é uma equacdo vélida para todos os sistemas de coordenadas. Esta
equagdo é chamada de identidade de Bianchi.

Exercicio 37. Mostre que o tensor de Ricci, calculado a partir da contragdo do

primeiro com o terceiro indice do tensor de Riemann (R, = RA],[)\V) é simétrico.
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Exercicio 38. Mostre que o tensor de Einstein,

1
G]/“/ - R]/“/ - ERgl’lUl (5.148)

sendo R = R* ) 0 escalar de curvatura, tem divergente nulo, ou seja,
V“GW =0. (5.149)

Dica: use a identidade de Bianchi e contraia os indices necessarios.
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6 Relatividade Geral

Desde o seu artigo de revisdo de 1907, Einstein sabia que a teoria de Newton
da gravidade precisava ser conciliada com a relatividade especial. Veja, por exemplo,
a equacdo de Poisson para o potencial gravitacional ® gerado por uma fonte com den-
sidade de massa p:

V2® = 47Gop. (6.1)

Observe que o Laplaciano V2 ndo é um operador invariante sob transformagdes
de Lorentz. Além disso, a densidade de massa é uma quantidade que depende do
referencial utilizado, pois é uma componente do tensor de energia-momento. Logo, a

teoria newtoniana da gravidade precisava de uma revisao.

Einstein poderia procurar por uma versdo invariante sob transformacdes de
Lorentz para a teoria de Newton. Ao invés disso, inspirado pelo principio da equi-
valéncia, Einstein foi atras de uma teoria geométrica da gravidade que generalizasse a

equivaléncia entre todos os observadores.

Fazer a transicdo da fisica da relatividade especial para a relatividade geral é
simples. Tomamos uma lei da fisica que é vélida nos referenciais inerciais do espago-
tempo plano da relatividade especial. Escrevemos a lei em uma forma independente de
um sistema de coordenadas (forma tensorial), respeitando o principio da covariancia
geral de Einstein. Assim, afirmamos que a lei resultante continua valida para o espago-

tempo curvo.

Podemos fazer isso substituindo as derivadas convencionais por derivadas co-
variantes (0 — V) e a métrica de Minkowski pela métrica geral (1,, — guv). Além

disso, particulas livres ndo seguem mais linhas retas, e sim a equacado da geodésica:

”ng; =0— %jtrﬁ,%% = (6.2)
A lei de conservagdo de energia-momento se torna:
0, T" =0— V,T" = 0. (6.3)
E as equagdes de Maxwell:
o F'" =]V — V,F"" =]V (6.4)

6.1 Equacdo de Einstein

Assim como ndo existe uma forma de deduzir a lei da gravitacdo através de

outras leis, também néao é possivel deduzir a principal equacdo da relatividade geral.
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O méaximo que podemos fazer é introduzi-la como postulado e ver se a realidade atesta
o nosso palpite. Entretanto, ndo é um chute no escuro, pois podemos seguir uma linha
de raciocinio e mostrar que a equacao de Einstein é uma forma natural para resolver o

problema, embora nédo seja a tnica.

Comegamos com a equacao de Poisson. A estrutura é bem simples: no lado es-
querdo da igualdade temos um operador diferencial que age no potencial ® e no lado
direito temos a fonte de gravidade que é a densidade de massa p. Einstein conjectu-
rou que a gravidade ndo é uma forca, mas o resultado da curvatura do espago-tempo
descrito pelo tensor métrico g,,. Logo, é natural supor a substituicdo ® — g,,. Além
disso, como o tensor de energia-momento Ty, € a generalizagdo de p, entdo admiti-
mos a substituicdo p — Tj,,. No lado esquerdo da equagdo devemos ter um operador

diferencial O que age em g, € no lado direito Tj,:
O(gw/) = kT, (6.5)

onde k é uma constante de proporcionalidade a ser determinada. E importante que seja
uma equacdo tensorial, para respeitar o principio da covariancia geral. Existem muitos
operadores possiveis com dois indices inferiores. Mas a nossa escolha deve obedecer a

lei de conservacdo de energia-momento:

VAT, = 0. (6.6)

Lembre-se do dltimo capitulo, existe um tensor que satisfaz essa condicéo, cha-

mado de tensor de Einstein Gy, que obedece a identidade de Bianchi V¥G,,, = 0:

1
G]/“/ — R]/“/ - ERgH]/. (6.7)

Entédo, encontramos uma equacao desta forma:
1
R]/“/ - ERgl/“/ - kT]/lV' (6.8)

Impondo o limite newtoniano para esta equagdo, que veremos ainda neste ca-
pitulo, podemos determinar a constante de proporcionalidade k = 87, e encontrar a

tamosa equagio de Einstein:

1
R‘uy - ERgVV - 87TGT]11/. (6.9)
Exercicio 39. Tomando o traco da Equagdo de Einstein, mostre que R = —87GT.

Portanto, a equacdo de Einstein pode ser escrita da seguinte forma:

1
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No vacuo, quando Ty = 0, a equagdo se torna:

R]/“/ — 0. (6.11)

Podemos ir além e propor uma equacdo de Einstein mais geral, adicionando
um termo chamado de constante cosmoldégica A. Com essa nova constante, a equacado de

campo fica assim:

1
Ryw = 5 Rguw + Aguw = 87G Ty, (6.12)

Perceba que a equagdo nesta forma ainda obedece a lei de conservagdo de energia-
momento, pois V¥g,, = 0.

A constante cosmoldégica foi inserida por Einstein na mdo na tentativa de forgar
um modelo cosmolégico estdtico para o universo. Quando Edwin Hubble descobriu
que o universo se expandia, Einstein exclamou que a constante cosmoldgica tinha sido
o seu maior erro. Entretanto, para os modelos atuais de energia escura, a constante

cosmoldgica ainda tem a sua relevancia.

O termo da constante cosmolégica pode ser jogada para o lado direito da Equa-
¢do 6.12 e ser interpretada como uma densidade de energia py,c = A/87G, constante
em todo o espaco-tempo:

1
Ruy — ERg’W = 871G (Tyw — Poac8uv) - (6.13)

A constante cosmolégica para a relatividade geral é arbitraria e deve ser determinada

observacionalmente.

Como os tensores da equagdo de Einstein sdo simétricos com dois indices, exis-
tem apenas dez componentes independentes. Portanto, a equagdo de Einstein sdo na
verdade dez equagdes diferenciais acopladas e devem ser resolvidas para cada uma
das dez componentes do tensor métrico, g,,». Entretanto, a identidade de Bianchi V¥ G, =
0 sdo quatro equagdes que representam restri¢gdes para o tensor de Ricci Ryy. Logo, fi-

camos com seis equacdes independentes.

Resolver a equagdo de Einstein estd longe de ser uma tarefa facil. Além da quan-
tidade de equagdes e termos diferentes, a equagdo de Einstein é ndo-linear, o que signi-
tica que ndo podemos encontrar novas solu¢des como uma combinagdo linear de solu-
¢Oes que ja conhecemos. A tnica forma conhecida de resolver as equagdes de Einstein

é fazendo uso de simplifica¢cbes ao impor simetrias.
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0.2 Aproximacdo Newtoniana

E requisito de toda nova teoria cientifica, além de propor avangos, reproduzir os
sucessos da teoria que almeja substituir. Nao seria diferente com a relatividade geral.
Vamos obter a aproximagdo newtoniana para a relatividade geral quando o campo

gravitacional é fraco e estético.

O espago-tempo é quase plano. Neste caso, supomos que a métrica para um
campo fraco pode escrita como a soma da métrica de Minkowski 77, mais uma pertur-
bagao fy:

Suv = Nyv + . (6.14)

Assumimos que, para o sistema de coordenadas onde # =diag(—1,1,1,1), |hw| < 1.
Podemos pensar em /1, como um campo tensorial que se propaga no fundo da métrica
de Minkowski. Logo, usaremos 7, para subir e descer indices. Se desprezarmos os

termos maiores do que primeira ordem de /1, a inversa da métrica é:
gt =yt —ht. (6.15)

Podemos calcular os simbolos de Christoffel:

1
I, = EWM (9yuhyn + Ouhay — Onhyy) - (6.16)
Novamente, lembre-se que s6 estamos considerando os termos com ,,, até a primeira

ordem. Com os simbolos de Christoffel, podemos calcular o tensor de Ricci:
Ryuy = 9, 4y — 0,y (6.17)

1

onde h = h" u- Portanto, a segunda versdo da Equacdo de Einstein (Eq. 6.10), para a

aproximagdo do campo fraco, fica:

1

Para deduzir a aproximagdo newtoniana, vamos fazer mais algumas suposi-
¢des. Primeiro, como o campo gravitacional é estdtico, ndo depende do tempo, entdo
dohyy = 0. Também vamos admitir que ndo existem elementos da métrica fora da
diagonal principal, entdo g,, = 0 para p # v. Na aproximagéo classica, estamos li-
dando com velocidades muito menores do que a luz. Entdo, a componente temporal
da quadrivelocidade deve ser muito maior do que as componentes espaciais, v° >> o'

Portanto, a equagdo da geodésica fica assim:

A2t 40\ 2
7+ (E) = 0. (6.20)
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Os simbolos de Christoffel I, para a aproximagéo do campo fraco (Eq. 6.16) sio:

1
oo = 5’7W (90hop + dohpo — dpho) - (6.21)
Lembrando que a métrica é independente do tempo, entdo quando y = 0 temos:
%0 = 0. (6.22)

E, parau =i
: 1

A componente temporal da equagdo geodésica fica:

d?xY
—— =0, 6.24
portanto, dt /dT é uma constante. Para as componentes espaciais da equagado geodésica:

d2x 1 /dt\?
2" 3 (E) (9ihoo) - (6.25)

Podemos dividir os dois lados da equagéo por (dt/dt)?, de modo a substituir a de-
rivada em relacdo ao tempo proprio T por uma derivada em relagdo a coordenada
temporal t:

?x 1

7 =3 (9ihgo) - (6.26)

Agora, tudo o que nos resta fazer é calcular a componente hgy. Voltando para a

Equacdo de Einstein linearizada (Eq. 6.19), fazemos y = v = 0, encontramos:

1.; 1
—zalaihoo =8nG (TOO — ET?]QQ) . (6.27)

Em nossa aproximagédo, onde as velocidades sdo muito menores do que a velocidade

da luz, a tinica componente relevante do tensor energia-momento é a densidade de

energia, Tog = p. Tomando o traco, T = #®Tyy = —p. Notando que 9'9; = V2 é o
laplaciano, temos:
—h
V2 (TOO> = 472Gp. (6.28)
Se substituirmos hyy = —2P, encontramos a equagdo de Poisson:
V2® = 47Gop. (6.29)

Logo, voltando para a Equacdo 6.26, a solugdo para o movimento de uma particula em

campo fraco é a seguinte:

d2xi
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Na forma vetorial, esta é a conhecida equacdo newtoniana para o movimento de uma

particula submetida em um potencial gravitacional ®:
i=—Vo. (6.31)

Entdo provamos que a relatividade geral se reduz a gravitacdo newtoniana no limite

classico para baixas velocidades e campos fracos e estéticos.

Exercicio 40. Com uma dedugdo mais rigorosa (SCHUTZ, 2022), podemos de-

monstrar que a métrica para o limite newtoniano tem a seguinte forma:

ds* = —(142®)dt? + (1 — 2®) (dx? + dy? + dz?). (6.32)

Mostre que relégios na superficie da Terra funcionam mais lentamente do que

relégios distantes, segundo
Aty

/1—2¢R

Sendo Atg é o tempo medido por um relégio na superficie da Terra e At é a coordenada

At = (6.33)

temporal da métrica (que equivale ao tempo medido por um observador muito longe

da Terra). A aceleragdo gravitacional na superficie é g e R é o raio da Terra.

Exercicio 41. Usando a expressdo para a dilatacdo temporal, mostre o efeito

Doppler gravitacional:

v=1VI1+29, (6.34)

onde vy é a frequéncia da luz medida na fonte e v a frequéncia medida por um obser-
vador distante. Note que a frequéncia medida por um observador distante é menor do

que a frequéncia emitida, fendmeno chamado de desvio para o vermelho gravitacional

(redshift).

6.3 Quantidades Conservadas

Lembra-se do Teorema de Noether, cujo enunciado afirma que cada simetria no
sistema corresponde a uma quantidade conservada? O mesmo acontece com a rela-
tividade geral: se o espago-tempo exibe alguma simetria, entdo particulas livres terdo
alguma quantidade conservada durante o seu movimento geodésico. Comecamos com

a equacdo da geodésica:
d>xt o dxP dx”
+ o =
dt2 =~ Fdr dt

(6.35)
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Podemos escrever esta equagdo como fungdo do vetor tangente a geodésica, ou seja, a
quadrivelocidade da particula:
Urv,u* = 0. (6.36)

Multiplicando a equacdo pelo quadrado da massa, m?, temos uma equagéo da geodé-

sica para o quadrimomento da particula:
PV pt = 0. (6.37)

Somos livres para descer o indice y, pois a derivada covariante da métrica é sempre

nula, V,gyo = 0:

p*Vapu = 0. (6.38)
Vamos escrever a defini¢do da derivada covariante:
pt (aApH — F‘T}Wpa) =0 (6.39)
= poapu —T%,p"po =0 (6.40)
= pAE)Apy = P”AypApa. (6.41)

O lado esquerdo da equagdo pode ser convertido para uma derivada em relacdo a t:

dx
A
p aApV = md—Ta,\py = mﬁ, (6.42)
e para o lado direito, vamos abrir a defini¢do do simbolo de Christoffel:
1
F”Ayp)‘pg = Eg‘f" (0r&uv + 9u&ur — Ov&an) P po. (6.43)
Subindo o indice ¢ usando o inverso da métrica:
1
I 3ub" o = 5 (9w + 9ugur — dugay) P 1" (6.44)
Note o primeiro e terceiro termo do lado direito da equacéo:
08P’ — dugaupp". (6.45)

Observe que os indices A e v sdo mudos, pois sdo somatdrios implicitos. Portanto,

podemos fazer a troca A < v no segundo termo e nada vai ser alterado:
018wp" P — 0aguup’ P (6.46)
Usando o fato que a métrica é simétrica, entdo
g PP’ — gup'p" =0. (6.47)

Portanto, a equagdo da geodésica pode ser escrita da seguinte forma:

dp 1 v
md—: =3 (048vr) prpY. (6.48)
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Perceba que, se d,,¢,) = 0, entéo

dpyu

ou seja, p, = constante. Temos um resultado muito importante: se todas as compo-
nentes de ¢, sdo independentes de x*, entdo p, é uma constante ao longo de todo o

movimento geodésico da particula.

Por exemplo, se a métrica for estaciondria, ou seja, o campo gravitacional ndo
depende da coordenada temporal ¢, entdo a energia da particula py é conservada. Mas,
em casos gerais, quando o campo gravitacional ndo é estaciondrio, entdo ndo ha energia

conservada definida.

Exercicio 42. Para a métrica newtoniana:

ds? = — (14 2®)d2 + (1 — 2@) (dx® + dy? + dz?), (6.50)

2, mostre que

e usando a norma do quadrimomento p,p¥ = —m
(P°)? = (1+20) (m? + (1 - 20)p?), (6.51)

onde p? = 5i]-pipj . Tome o campo fraco, |$| < 1 e o limite ndo-relativistico de bai-
xas velocidades, |p| < m. Expanda (1 + 2®)~! até primeira ordem em ®. Vocé deve

0 p?
p ~m 1_2¢+W' (6.52)

Agora expanda a raiz quadrada até a primeira ordem em ® e p, encontrando:

encontrar:

pozm(l—qD—i—%). (6.53)
Agora, descendo o indice pg = goop°, determinamos a quantidade conservada:
p?
—po ~ m+m®+%. (6.54)

Note que esta é a expressdo para a energia total de uma particula. O primeiro termo é
a energia de repouso da particula. O segundo termo € a energia potencial newtoniana.

E o terceiro termo € a energia cinética.

6.4 Vetores de Killing

Suponha que g,, é indepedente da coordenada x7, ou seja, dy¢,y = 0 para
todas as componentes da métrica. Podemos definir um vetor K¥ = 6}, chamado vetor
de Killing, onde

po = Ki'py = Kyp" (6.55)
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é uma constante. Analisemos, por exemplo, a métrica de Minkowski:
ds? = —dt? + dx* + dy? + dz*. (6.56)

A métrica de Minkowski é independente de todas as quatro coordenadas t, x, y e z.

Portanto, podemos escrever quatro vetores de Killing:

T" = (1,0,0,0) (6.57)
X" = (0,1,0,0) (6.58)
Y* = (0,0,1,0) (6.59)
ZF = (0,0,0,1). (6.60)

Associados a esses quatro vetores de Killing, temos que as quatro componentes de p,,

sdo conservadas, onde pg é a energia e p; sdo as componentes do momento.
Voltemos para a Eq. 6.55. Se p é constante, entdo

d
dLT“ = PV pe = PPV (Kyp') = 0. (6.61)

Usando a regra do produto das derivadas covariantes:
pIVu(Kop') = p' KV up” + p*p' VKo (6.62)
O primeiro termo depois da igualdade é a equagdo da geodésica p"V, p” = 0. Portanto,
P'Vu(Kvp") = p¥p" VK, (6.63)

Podemos escrever o lado direito da equagdo como a soma da parte simétrica e antissi-
métrica de V, Ky:

Hpyv Hpyv
PP VK = B (VK + VoK) + B0 (VK = VuK,) (6.64)

Note que, como y e v sdo indices mudos, podemos troca-los de ordem e a parte antissi-
métrica é cancelada. Concluimos que, para a quantidade K, p” ser conservada, K, deve

satisfazer:

VHKV -I_ VVKH — O. (6.65)

Esta é a equacdo de Killing.

Exercicio 43. A métrica de Minkowski em coordenadas esféricas é:
ds®> = —dt* +dr* +1*d6? + r* sin® 0d¢>. (6.66)

Mostre que KV = 5$ = (0,0,0,1) é um vetor de Killing e 0 momento angular py é

conservado durante o movimento geodésico.
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[ Espaco-Tempo de Schwarzschild

A primeira solugdo exata para a Equacdo de Campo de Einstein foi descoberta
por Karl Schwarzschild em 1915, apenas um més depois que Einstein publicou a teoria
da relatividade geral. Ele morreu pouco tempo depois da publicagdo da sua solugéo,
ap0s ter contraido uma doenga enquanto servia no exército alemao durante a Primeira

Guerra Mundial.

Sua solugdo descreve o espago-tempo estatico fora de um corpo esférico, como
uma estrela, ou um buraco negro de massa M, sem carga ou momento angular. Em

coordenadas esféricas (t, r, 0, @), a métrica é escrita como segue:

~1
ds? = — (1 — 2GTM) dt* + (1 — ZGTM) dr? + r?dQ?, (7.1)

onde dO)? é a métria da esfera,
dO? = d6? + sin*0d¢>. (7.2)

O espago-tempo é estatico, pois nenhuma componente da métrica depende do tempo
t. Também tem simetria esférica pois, para qualquer ponto em um r fixo, a métrica é
a mesma. Perceba que, muito distante da fonte de curvatura, ou seja, em r — oo, a
métrica se aproxima de Minkowski. Dizemos que a métrica de Schwarzschild é assin-
toticamente plana.

O teorema de Birkhoff nos garante que a solu¢do de Schwarzschild é a tinica
solucdo com simetria esférica e assintoticamente plana das Equagdes de Einstein no
vacuo, mesmo abandonando a suposicdo de que a métrica deve ser estatica. Logo,
mesmo uma estrela pulsante ou em colapso terd uma métrica externa estdtica para
uma massa M constante. Isso significa que ndo ha ondas gravitacionais em sistemas

esféricos pulsantes.

7.1 Deducio

Queremos uma métrica estatica e com simetria esférica. Por estdtica, queremos
dizer que nenhuma componente da métrica deve depender de t, d;g,y = 0. Por sime-
tria esférica, queremos dizer que, para r e t constante, a métrica deve ser a mesma da
esfera. Suponha coordenadas onde a métrica é um tensor com apenas componentes na
diagonal principal. Podemos escrever a métrica com simetria esférica e estdtica desta
forma:

ds? = —2® g2 4 20 gy2 4 12402, (7.3)
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As funcoes ®(r) e A(r) devem ser escolhidas de modo que a métrica satisfaga que a
Equacdo de Einstein. Primeiro, vamos calcular os simbolos de Christoffel.

Exercicio 44. Calcule os simbolos de Christoffel ndo nulos da métrica 7.3:

t _ dd
1—‘tr_W

r _— 2(P—A)dd
rtt_e( )W

r  _ dA
1—‘rr_W

6 1
rr9_7

r 2A

D _ 1
r r® — 7

t =2 32
Mo = —1e sin“ 6
FQ@D: —sin 6 cos 0
I*QD __ cosf

0D — sinf -

Com os simbolos de Christoffel, podemos calcular as componentes do tensor de
Ricci.

Exercicio 45. Usando a defini¢do do tensor de Ricci,
— P 0 P A 0 A
calcule as componentes ndo nulas:

2
_ 2(P-A) | &2 d®\° _ dPdA | 24P
Ry = e ){dr2+<dr> dr_dr+r_]

r

T dr dr dr rdr
_ ,—2A dA dd
Rgg—e [V(W—W>—1j|+].

Rq>q> = SiI’l2 9R99.

2
2
R, = d(b_(d(b) 4 dPdA | 2dA

Para uma solu¢do no vacuo, ou seja, forma da fonte esférica de gravitagdo, a

métrica deve satisfazer a Equacdo de Einstein no vacuo, Ryy = 0. Primeiro, calculemos

e 2(®=M Ry + R,,. Como todas as componentes se anulam independentemente, temos

dd dA

o T = 0. (7.5)
Que possui como solugao:

A=-P+C. (7.6)

Muito distante da fonte de gravitagdo, a métrica deve ser plana, ®(r — o) = O e
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A(r — o0) = 0. Portanto,

A(r = 00) = —®(r —00)+C (7.7)
= C=0. (7.8)

Para a componentes Ry, substituindo A por —®, temos

e*® (2/%’ + 1) =1, (7.9)
que é equivalente a

% (rezq’> — 1. (7.10)
Esta equacdo diferencial tem como solugao:

P =1— % (7.11)
onde Rs é uma constante chamada de raio de Schwarzschild. Usando ® = —A, temos
que

N = (1 — %) o . (7.12)
Entdo, a métrica de Schwarzschild fica:
ds? = — (1 — %) dt* + (1 — %) o dr? + r*dQ)2. (7.13)

O raio de Schwarzschild é um parametro fisico que pode ser determinado ao impor o
limite do campo fraco. Perceba que, comparando com a métrica newtoniana (Eq. 6.32),
devemos ter Rs = 2GM, sendo M é a energia total da fonte gravitacinal.

Exercicio 46. Mostre o efeito Doppler gravitacional no espago-tempo de Schwarzs-
child:

(7.14)

onde 17 é a frequéncia da luz para um observador em r e v, é a frequéncia da luz para

um obsevador em 7;.

7.2 Geodésicas

A métrica de Schwarzschild é estatica e com simetria esférica, portanto, pos-
sui dois vetores de Killing. Observe a métrica e veja que os vetores K* = (1,0,0,0)

e R = (0,0,0,1) sdo vetores de Killing. Uma particula livre no espago-tempo de
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Schwarzschild terd duas quantidades conservadas durante o movimento geodésico
associadas aos dois vetores de Killing. Relacionado a K¥:

E=-K,U"=(1- 26M ut (7.15)
r

e relacionado a R¥:
L = R, U" = r*U°. (7.16)

A quantidade E é a energia por unidade de massa para o caso de particulas e energia
para os fétons. E a quantidade L é o momento angular por unidade de massa para
particulas e simplesmente momento angular para os fétons. A simetria esférica e a
conservacdo do momento angular nos diz que o movimento ficard restrito a um plano.

Portanto, podemos escolher 6 = Z e U’ = 0 para simplificar.

Usando a normalizagdo da quadrivelocidade,
uru, = —e, (7.17)

onde € = 1 para particulas com massa e € = 0 para os f6tons. Expandindo a expressao,
obtemos
2
8t (ut) + &rr (ur)z + 8oo (U(P)z = —€. (7.18)

Vamos substituir os componentes da métrica:
2GM 2GM\ !
N <1 o ) (uh)* + (1 o ) (U?+r2(U?)? = —e. (7.19)
Substituindo U’ e U? por E e L:

2 2
_Ez+(5_;) +(1_@> (%“)ZO' (7.20)

Podemos escrever esta expressdo em uma forma mais familiar:

2
e — % (%) V), (7.21)

onde V (r) é o potencial:

€ 2
E
= —. 7.2
e= "~ (7.23)

A Equacdo 7.21 é como a energia mecanica total de uma particula submetida por um
potencial V(r). O primeiro termo do potencial é simplesmente uma constante e nao é

relevante para o movimento. O segundo termo é o potencial newtoniano e o terceiro
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termo é uma contribuigdo do momento angular, similar ao caso newtoniano. O quarto
termo, que se torna relevante quando r é pequeno, é a diferenca devido a relatividade
geral. Portanto, para r distante da fonte gravitacional, o movimento se aproxima do

newtoniano.

Vamos determinar quais sdo as 6rbitas circulares possiveis no espaco-tempo de
Schwarzschild. As 6rbitas circulares acontecem nos pontos de maximo ou minimo da
funcdo V(r). Os pontos de méximo sdo Orbitas instdveis e os pontos de minimo sdo

Orbitas estaveis. Entdo, vamos calcular a derivada de V(r) quando r = r¢:

av(re)
pr— 7-
pn 0 (7.24)
= eGMr? — L?r. + 3GML? = 0. (7.25)

Para os fotons, existe apenas uma tnica 6rbita circular possivel, instdvel, em
re = 3GM. (7.26)

Uma grande diferenca da gravitacdo newtoniana, onde a luz ndo é afetada pela gravi-
dade. As demais 6rbitas para a luz sdo hiperbdélicas, onde o f6ton vindo do infinito se
aproxima da fonte gravitacional até um ponto de maior aproximacao, sendo desviado

e voltara para o infinito. Para particulas massivas, temos duas 6érbitas circular possiveis

2 2A12
, L (m 1ﬂ) 027

~ 2GM L2

quando L? < 12G?*M?. Quando L? = 12G>M? temos apenas uma 6rbita circular possi-
vel. Quando L? < 12G>M? nao existem érbitas circulares. Orbitas muito préximas de
um circulo irdo oscilar em torno de um circulo. Orbitas hiperbélicas também sao pos-
siveis, se a particula tiver energia suficiente. Tanto para a luz quanto para particulas
massivas, existe a possibilidade de atravessarem o raio de Schwarzschild, Ry = 2GM,

e um fendmeno muito interessante acontece. Veremos no préximo capitulo.

Exercicio 47. Se a particula em uma 6rbita estdvel sofre uma pequena perturba-
¢do, ela ird oscilar em torna da posicdo de equilibrio. Para uma 6rbita circular de raio
R, a particula ird oscilar em torno deste raio, executando um movimento de oscilador

harmonico simples com frequéncia wy-:

d?V(R)
2 _
Mostre que
W2 — GM(R — 6GM) (7.29)

" R3(R-3GM)’
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onde vocé deve eliminar L usando a Equacdo 7.25. Agora, sabendo que L = r>U?,

mostre que a frequéncia angular w, €:

) GM

“o = R2(R—3GM)’

(7.30)

Note que no limite newtoniano, quando R > GM, w, ~ wy,. Se wy = Wy, a particula
sempre volta no mesmo r que na Orbita anterior. Para o caso da relatividade geral,
wy # wgy, as Orbitas ndo sdo fechadas, mas acontece uma precessdo do angulo em
que r é maximo ou minimo. Chamamos isso de precessdo do periélio. Para 6rbitas quase

circulares, mostre que a taxa de precessdo sera:

6GM
No limite R > GM, em ordem mais baixa:
3(GM)3/2

onde colocamos de volta o c. Uma andlise para 6rbitas elipticas (WEINBERG, 1972), na

ordem mais baixa, a taxa de precessdo é dada por:

_ 3(GM)3/2
P c2(1 — e2)ad/2’

(7.33)

onde ¢ é a excentricidade da elipse e 4 0 semi-eixo maior.

A primeira verificagdo experimental da relatividade geral foi determinar a pre-
cessdo do periélio da 6rbita de Mercurio de 43 segundos de arco por século.

Figura 14 — Na relatividade geral, as 6rbitas ndo sdo fechadas. O periélio (ponto que o
planeta estd mais préoximo do Sol) sofre um desvio angular (precessdo) em
cada orbita.
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7.3 Estrelas

A métrica de Schwarzschild descreve apenas o espago-tempo fora da superficie
da estrela, no vacuo. Dentro da superficie, a métrica serd diferente. Mas podemos supor
que o espaco-tempo dentro de uma estrela esférica e que ndo gira seja a métrica geral

estatica e com simetria esférica:

42 = 2P 42 4 2A 42 4 202, (7.34)

Exercicio 48. Mostre que o escalar de Ricci para a métrica 7.34 é:

2o Ad\?2 dddA 2 [dDd dA 1
_ 9, 2N | “> il il Bl - 2N
R=—2 [dr2+<dr) dr dr+r(dr dr)+r2(1 ¢ )] (7.35)

As componentes ndo nulas do tensor de Einstein:

1 @y (5,90 2A
Gy = rze 2r I 1+e (7.36)
d2d  (dD\? dbdA 1 [(dd dA
_ 2 oA |39 a®y  a®ai 1 /a®  an
Goo = 17¢ [drz +(dr) dr dr+r<dr dr)] (7.38)
Ggg = sin® 0Gy. (7.39)

Modelamos a estrela como um fluido perfeito, com o seguinte tensor de energia-momento:
Ty = (40 + P)uy U, + pP8uv- (7.40)

Queremos que a estrela seja estética, logo, a quadrivelocidade do fluido s6 devera ter
componente temporal, U = 0. Usando a condicdo de normalizagao, U*U, = —1, vocé
poderd mostrar que u, = (eq’, 0,0,0). As componentes ndo nulas do tensor de energia-

momento:
Ty = e*®p (7.41)
T, = ¢Ap (7.42)
Too = 17p (7.43)

Tpp = sin® 0Tg, (7.44)
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onde p = p(r) e p = p(r) sdo fungdes apenas de r. Aplicar a Equagdo de Campo de
Einstein, G, = 87tGTyy, nos levard a um sistema de trés equagdes:

L on(, d0 oA\ _
r—ze (Zrﬁ 1+e = 81tGp (7.45)
L on(,,d® _2AY
rze (Zr I +1—e = 8ntGp (7.46)
2> (dD\* dddA 1 [dd dA
—2A it I T (MLl )
¢ [drz + ( dr ) ar dr 7 ( dr  dr )] 8nGp, 747)

onde a equagdo referente a componente p¢ é redundante, pois é essencialmente a

mesma que a componente 00. Vamos fazer a seguinte substituigdo:

_ 1 —2A

m(r) = 3G (r —re ) , (7.48)

onde podemos escrever a componente g, desta forma:

2Gm(r)] !
g = 2 = [1 - %} , (7.49)
de modo que a métrica ficard assim:

-1

ds? = —22( g2 4 {1 - ZG”;(’)] dr? + r2d02. (7.50)

Verifique que a componente ¢t das equagdes de Einstein (Eq. 7.45) pode ser escrita desta

forma:

dm(r)
dr

Com esta equagdo, podemos calcular a massa da estrela em fungdo da densidade de

= 47rr2p. (7.51)

energia:
m(r) = 47‘(/ o(r)r'dr'. (7.52)
0

Sendo R o raio da estrela, a massa total sera:
R
M = m(R) = 47r/ o(r"r'dr'. (7.53)
0

Vale registrar que M é energia total da estrela mais a energia gravitacional de ligacao.
Agora, voltamos a nossa aten¢do para a componente rr das equagdes de Einstein (Eq.
7.46). Elimando ¢ em favor de m(r), temos:

d® _ Gm(r) +4nGrip
dr — r[r—2Gm(r)]

(7.54)

Ao invés da componente 00 das equagdes de Einstein, vamos usar a lei de conservacao
de energia-momento V, TH" = 0. Verifique que a tinica componente ndo nula desta
equagdo é quando v = r:

(o+p) 5= (7.55)
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Esta equagdo nos diz qual o gradiente de pressdo é preciso para manter o fluido estético
em um campo gravitacional. Combinando a Eq. 7.55 com a Eq. 7.54, de modo a eliminar
d®/dr, temos:

dp _ —(p+p)[Gm(r) +4nGrip| '

dr r[r—2Gm(r)] (7.56)

Esta é a equacio de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), ou equagdo de equilibrio hidros-
tatico, que relaciona a pressdo p com a fun¢do de massa m(r) e a distancia do centro
r. Porém, esta e a Equagao 7.51 ndo sdo suficientes para resolver o problema, pois te-
mos trés fungdes incognitas (p, m e p) e apenas duas equagdes. Para termos um sistema
fechado de equagdes, precisamos de uma equacao para o estado termodinamico do sis-
tema do tipo p = p(p, S), onde a pressdo p serd uma fun¢do da densidade de energia p
e da entropia S do sistema. Para sistemas com baixa entropia, podemos despreza-la e

ficaremos com uma equacao de estado assim:

p=pp) (7.57)

Portanto, ficamos com trés equagdes (7.51, 7.56 e 7.57) para trés fungdes a determinar
(m, p e p). A componente g = ¢*® da métrica pode ser encontrada através da Equagao
7.54. Em geral, é muito dificil encontrar solu¢des analiticas para este sistema de equa-
¢des dado uma equagdo de estado. No exercicio abaixo, vamos resolver o caso simplifi-

cado quando a densidade é constante, solugdo analitica encontrada por Schwarzschild.

Exercicio 49. Vamos supor que a estrela é composta por um fluido incompressi-

vel de densidade constante p. Mostre que a solucdo para a Eq. 7.51 é:

4 3

=mor’, parar < R

m(r)y =4 3PP (7.58)
37TpR°, parar > R,

onde R é o raio da estrela. Integre a Equagdo TOV (7.56), e mostre o resultado:

RvVR —2GM — VR3 — 2GMr?
p(r)=p > : (7.59)
VR3 —2GMr? —3R\/R —2GM
Note um fato interessante, a pressdo no centro da estrela p(0) é infinita quando:
9
R < ZGM' (7.60)

Segundo a relatividade geral, estrelas assim ndo podem existir. Uma estrela que en-
colhe a esse tamanho ird eventualmente se colapsar em um buraco negro. Apesar de
termos encontrado este resultado em uma situagdo idealizada onde p = constante,
pode-se provar que qualquer estrela estatica e com simetria esférica ird obedecer este
limite. Este resultado é chamado de teorema de Buchdahl.
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A vida de uma estrela é uma eterna disputa entre o calor e pressdo gerados pela
fusdo nuclear que forga a estrela a se expandir, e a gravidade que a faz comprimir. Uma

estrela tipica estd em equilibrio entre a pressdo nuclear e a gravidade.

Porém, quando o combustivel nuclear comeca a esgotar, a temperatura dimi-
nui e a estrela comeca a encolher. O colapso é eventualmente parado pela pressao de
degenerescéncia dos elétrons, que resistem a compressdo. Elétrons sdo férmions, entdo
devem obedecer ao principio de exclusdo de Pauli, onde dois férmions ndo podem ocu-
par o mesmo estado. Estrelas sustentadas pela pressao de degenerescéncia dos elétrons

sdo chamadas ands brancas, e tem aproximadamente o tamanho da Terra.

Mas, se a massa total da estrela é maior do que o limite de Chandrasekhar (M >
1,4M, onde M, é amassa do Sol), a pressdo de degenerescéncia dos elétrons nao sera
suficiente para parar o colapso. A estrela fica menor e mais densa, os elétrons se combi-
nam com os prétons para formar néutrons. O resultado é uma estrela de néutrons, com
um raio tipico de 10 km. Estrelas de néutrons tém pouca luminosidade, mas sdo detec-
tados devido ao seu giro super-rapido e campos magnéticos extremamente fortes, que

geram jatos de particulas. Também sdo chamados de pulsares.

Se a estrela tiver uma massa maior do que 3 — 4M), o limite de Oppenheimer-
Volkov, elas ndo serdo capazes de resistir ao colapso gravitacional. Nesse caso, a estrela

ird colapsar em um buraco negro.
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8 Buracos Negros

Os buracos negros sdo alguns dos fenomenos que despertam maior fascinio
entre os cientistas e pessoas curiosas. Muito desse fascinio surge do mistério que ronda
tais objetos exéticos feitos de pura geometria. A gravidade no interior do horizonte de
eventos (a fronteira que separa o buraco negro do resto do universo) é tdo intensa
que ndo permite que nada escape, nem mesmo a luz, justificando o fato de que os
buracos negros sdo praticamente invisiveis. Apesar disso, os buracos negros podem ser
detectados através dos efeitos gravitacionais produzidos na matéria. Alguns buracos
negros habitam sistemas bindrios, onde a estrela companheira compartilha do seu gés,
formando um disco de acre¢do que gira ao redor do buraco. Por causa do atrito, o disco
de acregdo emite calor e radiagdo, como é o caso de Cygnus X-1, que possui 10 massas
solares, uma famosa fonte de raios-X. Também existem buracos negros supermassivos,
com milhdes ou até bilhoes de vezes a massa do Sol, habitando o centro da maioria das
galaxias. O Sagittarius A* é o buraco negro supermassivo da nossa galaxia, identificado
por meio dos rdpidos movimentos das estrelas que o orbitam. Outro buraco negro
supermassivo conhecido fica no centro da galdxia M87, que se tornou famoso apds a
imagem captada pelo Telescépio de Horizonte de Eventos (EHT)(ASTRONOMERS.. .,
2019).

A primeira vez que se especulou a existéncia de um objeto como um buraco
negro foi em meados do século XVIII, de forma independente por John Michel e Pierre
Laplace. Eles conjecturaram, usando a teoria da gravidade de Newton, que uma estrela
negra, invisivel, seria possivel se a velocidade de escape a partir da sua superficie fosse
maior do que a velocidade da luz. Pela conservagdo da energia, uma particula lancada
da superficie escapara da gravidade da estrela apenas se a energia cinética for igual a

energia potencial:
2
mo GmM

> =R (8.1)

onde v é a velocidade de escape, m a massa da particula, M a massa da estrela e 75 0

raio da estrela. Se a velocidade for maior que a velocidade da luz (v > c), nem a luz
poderia escapar da estrela. Entdo, o raio méximo que uma estrela precisaria ter para se

tornar invisivel é:
2GM

C2
Curiosamente, esta formula é a mesma para o raio do buraco negro de Schwarzschild

R, = . (8.2)

na relatividade geral. Se pudéssemos, de alguma forma, contrair uma estrela para um
raio menor do que R, terifamos formado um buraco negro. Para o Sol, esse raio é cerca

de 3 km. Pode-se imaginar, a partir disso, o qudo denso é um buraco negro!
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8.1 Singularidades

Um buraco negro que nao gira e ndo tem carga elétrica é totalmente descrito

pela métrica de Schwarzschild:

2GM 2GM\ ! .
ds? = — (1 - ) dat* + (1 - T) dr® + 1*(d6? + sin®0d p?). (8.3)

A métrica possui duas singularidades, pontos em que as coordenadas ndo se
comportam bem, pois os coeficientes da métrica se tornam infinitos, em r = O e r =
Rs. Aqui temos de distinguir entre dois tipos de singularidades: de curvatura e de
coordenadas.

As singularidades de curvatura sdo pontos em que a curvatura do espaco-tempo
se torna infinita. Sdo pontos em que a relatividade geral simplesmente para de funcio-

nar. O que acontece de fato nesses pontos, ainda é um mistério.

Em contrapartida, as singularidades de coordenadas acontecem porque o sis-
tema de coordenadas que estamos usando para descrever o espago falha naquele ponto.
Pense, por exemplo, no espago bidimensional plano descrito pelo sistema de coorde-

nadas polar, dado pela transformagao

X =rcosft (8.4)
y =rsin6. (8.5)

Veja que a transformagéo inversa falha na origem (x =y = 0):

r=/x%4+y? (8.6)

f = arctan <%> (8.7)

Em r = 0, o angulo 0 é indefinido. Mas isso ndo significa que o ponto r = 0 é uma
singularidade, pois o espaco se comporta bem no sistema de coordenadas cartesiano.
Dizemos que esta é uma singularidade de coordenadas, quando o sistema de coordenadas

falha em descrever corretamente esta regido do espaco.

Como podemos dizer se uma singularidade é de curvatura ou devido ao sis-
tema de coordenadas que estamos usando? Um jeito é calculando quantidades fisicas
que ndo dependem de um sistema de coordenadas. Tome, por exemplo, o tensor de
curvatura de Riemann R’ ouv- Este tensor contém toda a informagéo sobre o espago-
tempo. Mas é um tensor, pois suas componentes se transformam de um sistema de
coordenadas para o outro. Mas, com o tensor de Riemann podemos construir quan-
tidades que ndo dependem de um sistema de coordenadas, como o escalar de Ricci,
R = gM"Ryy. Existem outras escolhas possiveis, como escalares de ordem mais alta

como R*Ryy, RMPIRyyp0, etc. Se algum desses escalares (mas ndo necessariamente
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todos) divergem em algum ponto, entdo dizemos que o ponto é uma singularidade de
curvatura.

O escalar de Ricci é nulo em todos os pontos para a métrica de Schwarzschild,
pois é uma solugdo de vacuo (R;, = 0). Entretanto, o invariante quadratico chamado

escalar de Kretschmann,
48G>M?

uvpo _
R Ryvpa = 6 ’

(8.8)

é indeterminado para r = 0, mostrando que este ponto se trata de uma verdadeira
singularidade. Mas, para r = R;, o escalar de Kretschmann nédo é singular, indicando
que talvez este ponto ndo seja uma singularidade de curvatura. Se existir um sistema
de coordenadas onde a métrica em r = Rs é bem-comportada, entdo mostraremos que

se trata de uma singularidade de coordenadas.

Vale destacar que estas singularidades s6 aparecem para a solugdo do vacuo,
que é a métrica de Schwarzschild. O raio de uma estrela se extende muito além do raio
de Schwarzschild. Vimos que dentro da estrela, a métrica de Schwarzschild ndo vale
mais e ndo existem estas singularidades. Mas, se a estrela colapsar em um raio menor

do que R;, nada na natureza podera impedir a criacdo de um buraco negro.

8.2 Buraco Negro de Schwarzschild

Fendmenos muito interessantes acontecem na superficie r = R; chamado de
horizonte de eventos. Suponha um raio de luz se propagando radialmente em direcdo a
r = R,. Para raios de luz, ds? = 0, entdo

-1
0=— (1 _ oM ) dr? + (1 — 2GM> dr?, (8.9)
r r

onde d0 = d¢ = 0, pois o raio de luz esta se deslocando radialmente. A partir disso,
podemos encontrar

dt 2GM\

— = — . 1

P + (1 . ) (8.10)

Que se trata da inclinagdo dos cones de luz no diagrama do plano t — r (sinal positivo
para raios de luz se afastando de r = 2GM e sinal negativo para raios de luz se apro-
ximando de r = 2GM). Note que, quando r — oo, a inclinagdo tende a 1, assim como
o cone de luz no espago-tempo plano. Quando » — 2GM, a inclinacdo tende a £oo, os
cones de luz se fecham. Os raios de luz sdo assintéticos a r = 2GM. Conforme o tempo
passa, se aproximam cada vez mais de r = 2GM, mas nunca o alcancam. Sendo que
as particulas massivas viajam em trajetorias dentro dos cones de luz, um observador

no infinito vera a particula se aproximar cada vez mais devagar, sem nunca atravessar
r=2GM.
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~NVY

2GM

Figura 15 — Diagrama do plano t — r do espaco-tempo de Schwarzschild. Nas coorde-
nadas (t,7,0, ¢), os cones de luz tendem a se fechar conforme se aproxi-
mam de r = 2GM (CARROLL, 2019).

Agora, imagine um observador caindo em diregdo a r = 2GM com um relégio

no pulso. Serd que ele alcanca o horizonte de eventos em um tempo préprio finito?

Exercicio 50. Usando a Equagédo 7.20, mostre que um observador caindo radial-
mente (dp = 0 = L = 0), com energia E = 1 (particula caindo do repouso no infinito),

partindo de r = R, alcanga r = 2GM em um tempo proprio AT finito.

Como vimos no exericio acima, para o relégio do observador, ele atravessa o
horizonte em um tempo proéprio finito. Entretanto, é necessario um tempo coordenada
infinito para o observador alcangar o horizonte. O tempo coordenado ndo se comporta
bem no horizonte e nas proximidades. Somos obrigados a procurar um sistema de
coordenadas que se comporte melhor nesta regido. Comegamos resolvendo a Equacdo
8.10:

t==+ [r +2GMIn ﬁ — 1H + constante. (8.11)

Introduzimos uma nova coordenada r*, voltando a fazer valer a expressdao dos cones

de luz com inclinagdo unitaria (f = +r*):

r* =r+2GMIn . 1’. (8.12)

26w

Exercicio 51. Mostre que, neste novo sistema de coordenadas, onde substitui-

mos r por r*, a métrica de Schwarzschild se torna:
GM
ds? = (1 — 27) (—dtz + clr*2> +r2d0)?, (8.13)

onde r estd em funcao de r*.
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Note que nestas coordenadas, os cones de luz ndo se fecham, pois os raios de
luz caindo radialmente tem sempre inclinagdo +1. Além disso, nenhum componente
da métrica se torna infinito quando r = 2GM. Entretanto, somos obrigados a pagar um
preco por essa escolha. Pela Equagédo 8.12, perceba que r = 2GM foi esticado para r* —
—o0. Justificando o nome de coordenada tartaruga, ja que nunca chega em r = 2GM.

At

Figura 16 — Nas coordenadas de tartaruga, os raios de luz tem inclinagdo +1. A super-
ficie r = 2GM foi esticada para o infinito (CARROLL, 2019).

Vamos além e definir novas coordenadas, uma para raios de luz caindo em di-
recdo a r decrescente (entrada) e outra para raios de luz se afastando em direcédo a r
crescente (saida):

v =t+r", entrada (8.14)
u=t—r"* saida (8.15)

onde v = constante sdo geodésicas tipo luz de entrada, enquanto u = constante sdo
geodésicas tipo luz de saida. Este é o sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein.

Exercicio 52. Mostre que, no sistema de coordenadas de Eddington-Finkelstein
para raios de luz de entrada, a métrica se torna:

ds? = — (1 — g) dv? + 2dvdr + r*dQY?, (8.16)

onde vocé deve substituir ¢ por v na métrica de Schwarzschild.
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As componentes da métricas 8.16 ndo se tornam infinitas em r = 2GM. A mé-

trica tem uma inversa que nao diverge e tem determinante ¢ = —r*sin?# que ndo é
singular em 7 = 2GM. Como suspeitamos, r = 2GM é apenas uma singularidade das
coordenadas originais de Schwarzschild (¢,7,6, ¢). O espaco-tempo em r = 2GM é

bem-comportado e ndo possui singularidade de curvatura.

Impondo a condigdo de raios de luz para a métrica 8.16, duas solugdes sdo pos-

siveis:
do
= 0 (8.17)
do 2GM\ !
5—2(1— . ) . (8.18)

O que essas solugdes significam? Tomemos a Equacado 8.14 e derivamos em relacdo a r,
lembrando de usar a definicdo de r* (Eq. 8.12). Obtemos:

dv  dt 2GM\ !
T=t+ (1 - _) . (8.19)
Para a primeira solugao (Eq. 8.17), temos
dt 2GM\ !
%:_(1_ ; ) , (8.20)

que é a equagdo para o raio de luz que esta caindo em direcdo a r = 2GM (entrada).
Para a segunda solugédo (Eq. 8.18), a Equagéo 8.19 fica:

~1
at (1_ ZGM) , 621)

dr r
que € a equacgao para raios de luz que estdo se afastando de r = 2GM (saida).

Neste sistema de coordenadas, os cones de luz se comportam bem e um raio
de luz vindo de fora do horizonte ndo tera problemas em cruzar r = 2GM. Uma vez
que o horizonte foi atravessado, os cones de luz se inclinam horizontalmente, de modo
que, para r < 2GM, todos os caminhos irdo se orientar em direcdo a r decrescente.
Além disso, raios de luz partindo do interior do horizonte, nunca conseguem sair do

horizonte, ficando eternamente presos.

Portanto, nada do que acontece dentro do horizonte pode afetar futuramente
os eventos de fora, tornando » = 2GM uma fronteira entre eventos que podem se
comunicar com observadores distantes, justificando o nome horizonte de eventos. Como
nenhuma luz pode sair pelo horizonte, ndo podemos ver o que tem dentro, por isso

estes objetos sdo chamados de buracos negros.
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i i . sl .y = constante

Y

r=0 r=2GM

Figura 17 — Nas coordenadas de Eddington-Finkelstein, os raios de luz ndo tem pro-
blema para cruzar r = 2GM e se inclinam em direc¢do a r decrescente (CAR-
ROLL, 2019).

8.3 Coordenadas de Kruskal

Podemos ir mais além e encontrar a extensdo maxima do espago-tempo de
Schwarzschild, chamada de coordenadas de Kruskal (T,X,0,¢), com T e X definidas

como segue:

r V2 ja6Mm t
= — h(-—— 22
T <2GM 1) ¢ S 2GM (8:22)
r 1/2 t
X = 1) e/*Mcosh [ —— 2
(eai—1) "Moot (551 ) (8.23)
parar > 2GM, e
T \Y2 ija0m t
—(1— h 24
T <1 2GM) ¢ S 2oMm (8:24)
r o \1/2 t
X = (1— r/4GM h 2
(1= 5em) ¢ o (5o (6.25)
para 0 < r < 2GM. Nestas coordenadas, a métrica fica assim:
JVE
ds? = m#e‘” 26M (—dT2 + dXz) + r2dQ)?, (8.26)
onde r é uma fungao implicita de X e T segundo a equacéo:
ro r/2GM _ w2 _ 72 77
( oy 1) e X2~ T2, (8.27)

Perceba que nestas coordenadas as componentes da métrica sdo ndo-singulares em r =
2GM. Mostrando que esta era uma singularidade das coordenadas de Schwarzschild.
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O intervalo permitido para as coordenadas X e T é dado pela condigdo r > 0, de onde
vem:
X?—T? > —1. (8.28)

Verifique que, nestas novas coordenadas, os raios de luz radiais tem uma inclinac¢do de

£1 assim como fazem no espago-tempo plano:
T = +£X + constante, (8.29)

que correspondem a retas com inclinagdo de 45°. Portanto, particulas massivas que
viajam mais lentamente do que a luz, irdo viajar em trajetérias onde em cada ponto
terdo uma inclinagdo com eixo T menor do que 45°. Note também que o horizonte de

eventos (r = 2GM) é definido pelas linhas retas:
T =+X. (8.30)
Além disso, curvas para r constante sdo dadas por equagdes de hipérboles:
X? — T? = constante. (8.31)

Superficies para t constante sdo retas:

t
= — | X. .32
T tanh<4GM) (8.32)

A singularidade fisica em 7 = 0 se encontra na regido:
X = +(T? - 1)2, (8.33)

que é um hipérbole limitada pelas retas do horizonte. Com essas informagées podemos
tracar o diagrama de Kruskal do espago-tempo de Schwarzschild maximamente exten-
dido. No diagrama, suprimimos as coordenadas angulares, de modo que cada ponto
represente uma esfera. Tracamos o eixo T e X. Podemos dividir o espago-tempo em

quatro regides, separadas pelas retas T = +X do horizonte de eventos.

A regido I corresponde a regido fora do buraco negro, r > 2GM. Um observador
caindo radialmente, quando cruzar a reta T = X entrara na regido II. Depois de aden-
trar na regido II, nada podera impedir que caia na singularidade em X = (T? —1)1/2,
pois todos os cones de luz futuros permanecem na regido II. Além disso, todo sinal de
luz enviado da regido II ird permanecer na regido II e eventualmente cair na singula-
ridade. Portanto, a regido II é o proprio buraco negro. A regido IIl possui as mesmas
propriedades da regido II, s6 que revertidas no tempo. Qualquer observador presente
na regiao I surgiu na singularidade X = — (T2 — 1)1/2 e, em um tempo préprio finito,
ird deixar a regido III. Chamamos a regido III de buraco branco. As particulas podem es-

capar do buraco branco, mas nunca podem retornar. Por altimo temos a regido IV, que
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Figura 18 — Diagrama de Kruskal da solugdo de Schwarzschild maximamente exten-
dida. (CARROLL, 2019)

possui as mesmas propriedades da regido I e representa outra regido do espago-tempo

assintoticamente plana completamente distinta.

Nao esperamos encontrar a solugdo de Schwarzschild maximamente extendida
em nosso universo. Para isso precisarfamos que duas regides assintoticamente planas
estivessem unidas desde o inicio por uma singularidade inicial. O que sabemos sobre
cosmologia invalida esta possibilidade. Mas, ainda assim, as regides I e II da solucdo
maximamente extendida sdo descri¢des completas dos buracos negros de Schwarzs-
child.

8.4 Teoremas Importantes

Existem outras solugdes possiveis para as equagdes de Einstein, como os bu-
racos negros giratérios (métrica de Kerr) e com carga elétrica (métrica de Reissner-
Nordstrom). Na verdade, apesar de sua fama, os buracos negros sdo objetos muito
simples, puramente geométricos, completamente caracterizados por apenas trés para-
metros: a massa M, a carga elétrica Q e o momento angular J. Esse é o famoso Teorema

da Calvicie, pois, aparentemente, os buracos negros ndo possuem cabelo.

O colapso gravitacional real ndo é esférico, ja que uma estrela real ndo é perfeita-
mente esférica. Entretanto, em um colapso quase esférico todas as partes ndo esféricas

da distribuicdo de massa serdo irradiados em ondas gravitacionais deixando um bu-
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raco de negro de Kerr se | # 0 ou de Schwarzschild se | = 0.

Outro resultado importante é o Teorema da Area de Hawking: "Em qualquer pro-
cesso dinadmico envolvendo buracos negros, a drea total de todos os horizontes ndo
pode diminuir com o tempo". Aqui, assume-se uma densidade local de energia posi-
tiva (o > 0). Isso faz sentido, pois tudo o que cai dentro do buraco negro, estd preso e
nunca podera sair, aumentando a massa e, consequentemente, a 4rea do buraco negro.

Lembre-se, a drea do buraco negro de Schwarzschild é A = 47R?2, onde Ry = 2GM.

A singularidade central dos buracos negros é um problema que indica que a
relatividade geral falha em descrever completamente o espago-tempo e deve ser subs-
tituida por outra teoria da gravidade melhor. Entretanto, as singularidades dos bura-
cos negros que vimos estdo sempre escondidas por um horizonte de eventos, o que é
6timo, pois singularidades nuas (sem horizonte de eventos) desafiam a previsibilidade
da Relatividade Geral. Com isso em mente, Roger Penrose formulou a Conjectura da
Censura Césmica, onde afirma que singularidades nuas ndo poderiam surgir no uni-
verso. Essa conjectura ainda ndo foi provada e constitui um problema em aberto da

fisica matematica.

8.5 Buracos Negros Giratérios

A solugdo de Kerr descreve um buraco negro que gira com momento angular |
e massa M, e parametro a = |/ M. A métrica possui simétria axial ao redor do eixo de

rotagdo e pode ser escrita como segue:

A — g25in2 D) ) 2 4 2V2 _ g2 A6in2
g2 — c;)zszn Gdtz oy Mrszzn 9dtdgo+ (r* +a®) = a*Asin Gsinzedgoz
02
+E-dr? + p*de?,
A
onde
A =r1*>—2Mr+a® (8.34)
e
p2 = 12 + a?cos0. (8.35)

Perceba que, quando a — 0, a métrica se aproxima de Schwarzschild. Quando M — 0,
retornamos ao espago-tempo plano, s6 que nas coordenadas elipsoidais. O horizonte
de eventos na métrica de Kerr acontece quando g,, — oo. Existem trés casos. Para
M < a temos um singularidade nua, que ndo é fisicamente plausivel. M = a é um caso
extremo e provavelmente instdvel. Quando M > a, que é o caso mais realista, temos

dois horizontes de eventos, um externo e outro interno:

re=M=E VM2 - a2 (8.36)
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A verdadeira singularidade de curvatura ndo acontece apenas em r = 0 nesse espago-
tempo, mas sim quando p = 0. Como p? = r? + a?cos*0 é formado de duas quantidades
ndo negativas, p apenas é nulo quando r = 0 e = 71/2. Logo, a singularidade tem o

formato de um anel.

Uma caracteristica interessante do espaco-tempo de Kerr é o arrasto dos qua-
dros inerciais. Por causa dos elementos ndo diagonais da métrica, gty € g¢t, todas as
particulas serdo arrastadas pela influéncia da gravidade, adquirindo uma velocidade
angular no mesmo sentido de rotacdo do buraco negro.

Outra estrutura importante é a ergosfera, localizado dentro da superficie limite
estaciondria, onde g = 0, e fora do horizonte de eventos exterior r,. A superficie

limite estaciondria satisfaz a equacao:
ro = M+ M? — a2cos26. (8.37)

Um féton emitido na ergosfera ird se mover na mesma dire¢cdo do buraco negro ou,
se lancado na dire¢do contrdria ao giro do buraco negro, ficard imével em relagdo ao
sistema de coordenadas. Dentro da ergosfera o arrasto se torna tao forte que o féton ndo
é capaz de se mover na dire¢do contraria ao movimento do buraco negro. Como uma
particula massiva se move mais lentamente que um f6ton, entdo ird obrigatoriamente
girar com o buraco negro. Isso é explicado pelo fato que, na ergosfera, o tempo ¢ se

torna coordenada espacial e o dangulo ¢ se torna coordenada temporal.

Horizonte de eventos interior
A\

Superficie limite estacionaria
I

Horizonte de eventos exterior

Ergosfera\

Figura 19 — Estrutura do buraco negro de Kerr. Os horizontes de eventos sdo superfi-
cies onde se torna impossivel voltar para certa regido do espaco. E possivel
atravessar a superficie limite estaciondria e voltar, mas dentro da ergoes-
fera é impossivel ser um observador estaciondrio.(CARROLL, 2019)

Exercicio 53. Considere que um féton é emitido na dire¢do ¢ em algum raio r

no plano equatorial (6 = 77/2) de um buraco negro de Kerr. No instante em que é

emitido, o foéton s6 possui as componentes U e U? da quadrivelocidade. Portanto, sua
trajetoria satisfaz:

ds? = 0 = gudt® + 2g1pdtde + gped . (8.38)
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Mostre que a velocidade angular do féton possui duas solugdes:

dep a
dt ~ 2G2M2 + a2 (839)
© d
29 _o. (8.40)

dt
A primeira solugdo é um féton que se move com a mesma velocidada de rotagdo do
buraco negro. A segunda solugdo é um féton que partiu na diregdo contréria ao buraco
negro e ndo se move em relacdo a este sistema de coordenadas. Este é o fendmeno
conhecido como arrasto de quadros inerciais.

Por causa dessa troca entre coordenadas, a energia de uma particula na ergos-
fera pode assumir valores positivos ou negativos como medido por um observador no
infinito. Isso implica na possibilidade do Processo de Penrose, em que podemos retirar
energia de um buraco negro de Kerr. Imagine que uma particula A é instdvel e entra na
ergosfera. Se ela decair em duas particulas, B e C, e se a energia de C é negativa (como
é permitido na ergosfera), entdo a energia de B serd maior do que A. Pela conservacao
de energia, temos E4 = Ep + Ec e Ec < 0, entdo Eg > E4. Se a particula B tiver energia

suficiente para sair da ergosfera, entdo o buraco negro tera perdido energia.

8.6 Termodinamica de Buracos Negros

No6s podemos extrair energia de um buraco negro por meio do Processo de
Penrose, mas ndo podemos violar o teorema da drea de Hawking: "A 4rea do horizonte
de eventos ndo diminui."Se o buraco negro perde massa, entdo o seu momento angular
deve diminuir. Quando toda a energia possivel devida ao momento angular é extraida,
temos um buraco negro de Schwarzschild.

A relacdo entre a variagdo da massa M, da area do horizonte de eventos A e do
momento angular | é dada por:

k
M = oA+ Qpd], (8.41)

onde k é a constante gravidade superficial e () a velocidade angular do horizonte de
eventos. Essa equacdo é a primeira lei da termodindmica para os buracos negros, com
a correspondéncia entre a energia E e a massa M, TdS com kd A/87G e o trabalho dW
com o termo Qyd]J.

Ja a segunda lei da termodindmica nos diz que a entropia em um sistema fe-
chado nédo diminui, dS > 0. Como a drea do horizonte de eventos também nao pode

diminuir com o passar do tempo, j4 que nada pode escapar do horizonte, dA > 0,
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podemos concluir que existe uma relacdo entre a entropia de um buraco negro e a
area do seu horizonte. E claro que os buracos negros devem possuir entropia, sendo
poderiamos violar a segunda lei da termodindmica jogando coisas pelo horizonte de

eventos.

Mas, se buracos negros sdo objetos termodinamicos, possuem entropia e respei-
tam as leis da termodidmica, também devem emitir radiacdo em uma temperatura T.
Mas, isso é impossivel, tendo em vista que nada pode sair do interior do buraco ne-
gro. Este problema nao pode ser resolvido classicamente. E necessério que tomemos
uso da teoria quéntica de campos, onde encontraremos a expressdao de Hawking para

a temperatura da radiacdo emitida pelos buracos negros:

k

T=—.
27T

(8.42)

A descrigdo termodindmica dos buracos negros s6 é possivel aplicando os prin-

cipios da teoria quantica no espago-tempo curvo, que é o tema do préximo capitulo.
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9 Cosmologia

A cosmologia é o0 estudo do universo como um todo, com o objetivo de entender
do que é feito, qual a sua origem, evolugdo e talvez até mesmo inferir o seu destino.
Entender a histéria do universo também é entender a n6s mesmos, como chegamos até
aqui, como os elementos dos nossos corpos foram formados e como a nossa galédxia e
a estrela que chamamos de Sol nasceram. O desenvolvimento cientifico foi capaz de
rastrear a origem de tudo o que conhecemos em um momento singular hd 13,7 bilhdes

de anos atras.

A histéria da cosmologia por vezes se confunde com a histéria da astronomia.
Pode-se dizer que um grande passo para o que chamamos de cosmologia comegou
quando Copérnico depos a Terra do centro do universo e colocou o Sol no seu lugar.
Giordano Bruno foi mais além e especulou um universo infinito, sem centro, onde as
estrelas ditas fixas sdo outros Séis, com seus proprios sistemas solares, provavelmente
com planetas e até vida inteligente. Que pensamento avangado para uma pessoa do
século 16! Somente no século 19 e 20 os astronomos foram capazes de situar o Sol
como uma das 200 bilhdes de estrelas na galdxia Via Lactea, e descobriram que a Via
Léctea é apenas uma entre uma infinidade de galdxias no universo. Em poucos séculos
a nossa compreensdo do universo aumentou enormemente, de um espaco restrito ao

nosso planeta a um universo praticamente infinito.

Um problema bastante interessante que teve um enorme impacto no estudo da
cosmologia ao longo dos séculos é o Paradoxo da Noite Escura, proposto por Olbers,
mas também descrito por Kepler e Halley. Podemos enunciar o problema da seguinte
forma: "Suponha um universo infinito em tamanho e infinitamente antigo, onde a ma-
téria que o preenche esta distribuida uniformemente. Em tal universo é razoavel su-
por que cada ponto do céu levara até uma estrela. E como o universo é infinitamente
antigo, a luz ndo teve problemas em chegar até nds, ndo importa o quao distante a
estrela esteja. Portanto, o céu deveria brilhar tdo intensamente quanto a superficie do
Sol. Entdo, surge a pergunta: por que o céu noturno é escuro?"Cientistas de muitas
épocas, com o conhecimento cosmolégico que possuiam, tentaram resolver esse pro-
blema, mas nenhuma solugdo satisfatéria foi encontrada. Veremos como a cosmologia

moderna resolve o paradoxo da noite escura.

Uma das maiores descobertas da ciéncia aconteceu em 1929 quando o astro-
nomo Edwin Hubble descobriu que o universo estd se expandindo. Isso quebrava o
paradigma intocdvel de tantos cientistas e fildsofos que acreditavam que o nosso uni-
verso deveria ser estdtico. Até mesmo Albert Einstein acreditava nisso e inventou a

constante cosmolégica de modo que a relatividade geral pudesse suportar solugdes
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estdticas. A descoberta de Hubble mudou a cosmologia. Analisando o espectro eletro-
magnético das galaxias distantes, Hubble descobriu que as galdxias apresentavam um
redshift (desvio para o vermelho), indicando que elas estavam se afastando de nés a
altissimas velocidades. E, quanto mais distante a galdxia est4, maior é o redshift, ou

seja, mais rdpido a galdxia se afasta. Entdo, ele concluiu a lei que leva o seu nome:
v=HD, (9.1)

onde v é a velocidade de recessdo da galdxia, D a distancia da galéxia até a Terra e H
uma constante de proporcionalidade chamada de pardmetro de Hubble que atualmente
vale Hy = 70 km s~ Mpc~!, sendo que 1 pc = 3,26 anos-luz. As unidades de H pare-
cem estranhas, mas fazem sentido em um contexto cosmolégico. Uma galaxia distante
de nés 1 Mpc estd se afastando com uma velocidade de 71 km/s. E uma galaxia a 2

Mpc esta se distanciando a 142 km/s.

O que estd acontecendo? Por que as galaxias estdo se afastando de n6s? Uma ex-
plicagdo 6bvia seria que estamos no centro do universo e as galdxias estdo se afastando
deste centro. Agora, tomamos o cuidado de lembrar a licdo de humildade que Copér-
nico nos ensinou ao ndo acharmos que somos o centro do universo. Além do mais, a
relatividade geral é contra observadores especiais e uma espécie de centro do universo
implicaria nisso. Portanto, é a hip6tese mais simples e mais provavel que todo o uni-
verso esteja em expansdo e que todas galdxias verdo as outras galdxias se afastando
delas segundo a Lei de Hubble. O universo é como a superficie de uma bexiga em ex-
pansdo. Nao existe centro da superficie de uma bexiga. A expansdo da bexiga acontece
em toda a superficie da bexiga. Se desenharmos pontos na superficie da bexiga como

galdxias, os pontos irdo se afastar enquanto a bexiga infla conforme a Lei de Hubble.

Exercicio 54. Usando a métrica da esfera em expansao:
ds® = R(t) <d92 + sin? Odg02> , 9.2)

onde o raio R(t) é uma funcdo do tempo, ou seja, a esfera se expande, mostre que

pontos fixos na esfera se afastam seguindo a Lei de Hubble (equacéo 9.1).

Uma consequéncia ébvia da expansdo é o fato que, ao invertermos a dire¢do do
tempo, o que era expansdo se torna contragdo. O universo era menor no passado e a
matéria estava mais densa e quente. Se voltarmos tempo suficiente, todo o universo
estard concentrado em um tnico ponto chamado de singularidade cosmolégica. Esta
é a Teoria do Big Bang, que sugere como se deu a origem do universo, ou pelo menos
do universo como o conhecemos atualmente. O fato do universo ser jovem resolve

o paradoxo da noite escura que discutimos a pouco. Como o universo tem uma idade
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Figura 20 — O universo se expande como a superficie de uma bexiga. Todas as distan-
cias relativas aumentam com a mesma taxa. Nado existe centro. Todos os
pontos verdo os outros pontos se afastarem com uma velocidade proporci-
onal a distancia.

tinita, a luz das estrelas distantes ainda ndo tiveram tempo de nos alcangar. Além disso,
algumas estrelas estao tdo distantes que a sua luz sofreu redshift por conta da expansao

de tal forma que se tornou indetectdvel. Portanto, a noite é escura.

Aqui é conveniente desfazer o equivoco comum de que o Big Bang foi uma
explosdo, como indica o nome. De fato, ndo foi uma explosdo, mas sim a expansdo do
espaco como um todo a partir de uma regido mintscula. A maior evidéncia de que o
inicio do universo foi quente e denso como a teoria do Big Bang sugere é a Radiacdo
Coésmica de Fundo em Micro-ondas, descoberta por Penzias e Wilson em 1965. E uma
fraca radiacdo de mais ou menos 2,7 K que vem de todas as partes do céu de forma
praticamente isotrépica (igual em todas as direcdes). E um féssil de um universo recém
nascido com apenas 380.000 anos de idade. Uma fotografia de quando os primeiros
atomos neutros surgiram e o espago deixou de ser opaco, permitindo a passagem dos
fétons. A luz que recebemos sofreu redshift de tal forma que s6 vemos o seu resquicio

fraco em micro-ondas.

9.1 Principio Cosmolégico

Antes de criarmos um modelo cosmolégico para o universo, precisamos obser-
var e identificar as caracteristicas do nosso universo, que nos guiardo até a formulagdo
do modelo. Além disso, identificar simetrias do nosso universo é uma boa forma de
simplificar as equagdes de Einstein. As principais caracteristicas do nosso universo sdo

a homogeneidade e a isotropia.
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Figura 21 — Imagem da Radiagdo Césmica de Fundo em Micro-ondas detectada pela
sonda WMAP. As diferencas de cores sdo flutuagdes na temperatura de
uma parte em 100 mil. Estas flutua¢des sdo as sementes para a formacédo
das galdxias quando o universo tinha menos de 400 mil anos de idade.
NASA, 2006.

Por homogeneidade queremos dizer que, nas grandes escalas do universo, a
matéria parece estar distribuida de forma homogénea pelo espaco. As escalas que esta-
mos falando sdo de bilhdes de anos-luz, onde as galdxias parecem tdo pequenas quanto
atomos. Nesta escala, as galdxias e aglomerados de galdxias parecem estar distribuidos

uniformemente, com a mesma densidade média de matéria em todo lugar.

Por isotropia queremos dizer que o universo parece o mesmo, ndo importa a
direcdo que voceé olhe. Isso fica claro quando analisamos as fotografias de campo pro-
fundo do telescoépio espacial Hubble, como a Figura 22. Estas fotografias sdo feitas
apontando o telescépio para uma regido mintscula e escura do céu para ver o que
existe 14. Ndo importa a direcdo em que apontamos o telescépio ndés vemos quase a
mesma coisa, uma infinidade de galdxias distribuidas uniformemente. A mesma iso-

tropia pode ser observada na radia¢do c6smica de fundo.

Tomamos a homogeneidade e isotropia do universo como hipéteses pois, como
a velocidade da luz é finita e o universo é estonteantemente grande, s6 vemos as gala-
xias cuja luz teve tempo de chegar até nés desde o nascimento do universo. A regido
do universo que conseguimos enxergar chamamos de universo observéavel. O universo
ndo acessivel para nés pode muito bem ser diferente do universo que podemos obser-
var. Mas é uma hip6tese mais simples e, portanto, mais provavel, que o universo como
um todo se parega como o universo observével. Essas duas hipéteses chamamos de

Principio Cosmolégico, que juntas implicam em um universo uniforme, onde ndo hé
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Figura 22 — Imagem do eXtreme Deep Field do telescépio espacial Hubble de uma por-
¢do do céu com tamanho de uma fra¢do do didmetro angular da Lua cheia.
Aqui vemos galdxias hd 13,2 bilhdes de anos no passado, algumas centenas
de milhdes de anos ap6s o Big Bang. O universo nesta época era pobre em
elementos pesados. As jovens galdxias sdo compostas de estrelas gigantes
e muito mais brilhantes que o nosso Sol. NASA, 2009.

direcdo especial ou lugares especiais no universo.

0.2 Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Para encontrar solugdes cosmoldgicas para as equagdes de Einstein seguimos
a mesma estratégia que para encontrar a métrica de Schwarzschild. Primeiro, impo-
mos as condi¢des de simetria e derivamos uma métrica genérica. Depois, inserimos a
métrica genética nas equagdes de Einstein. Uma métrica capaz de descrever o nosso
universo deve satisfazer o principio cosmoldgico, ou seja, deve ser homogénea e iso-

tropica.
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Vamos escolher um sistema de coordenadas onde podemos definir hipersuper-
ticies homogeéneas e isotrépicas em cada intervalo de tempo ¢. Neste sistema de coor-
denadas, as galaxias terdo posicdes fixas, de modo que o tempo coordenado ¢ corres-
ponda ao tempo préprio T das galdxias e de qualquer observador estaciondrio. Este
é um sistema de coordenadas comdveis. Em um universo em expansdo, descrito por co-
ordenadas coméveis, as galdxias ndo se movem, permanecem em repouso enquanto
o proprio espago entre as galdxias se expande. Portanto, a distdncia coordenada entre
duas galdxias ndo muda com o passar do tempo, mas a distancia prépria sim. Aqui ig-
noramos o movimento aleatério das galdxias devido as interagdes com outras galéxias,
pois é uma velocidade muito menor comparada a da expansao do universo. A métrica

que estamos procurando pode ser escrita dessa forma:
ds? = —dt* 4 ds3(t), (9.3)

onde ds3(t) é o elemento de linha da hipersuperficie espacial para um tempo ¢. A mé-
trica da hipersuperficie é:
ds3(t) = hy(t)dx'dx. (9.4)

Os h;j(t) dependem de t pois a hipersuperficie deve se expandir. A expansao precisa
ser isotrdpica, ou seja, igual para todas as dire¢des. Impomos isso fazendo com que

todos os coeficientes da métrica sejam proporcionais a uma funcdo de ¢, dessa forma:
ds3(t) = az(t)hijdxidxj. (9.5)

Chamamos a fungédo a(t) de fator de escala, que contém a informacao sobre a expansao
do universo, se algum dia a expansdo vai parar ou vai continuar para sempre, ou se 0

universo vai contrair.

Exercicio 55. Suponha uma hipersuperficie bidimensional plana com métrica:
ds3 = f2(t)dx* + ¢*(t)dy>. (9.6)

Mostre que, se f(t) # g(t), a expansdo ndo é isotropica, ou seja, v° # vY.

Para ser isotrOpica, a métrica da hipersuperfice h;; deve ter simetria esférica
localizada em todos os pontos. Desse modo, cada observador na hipersuperficie, ndo
importa onde esteja, verd a mesma coisa todas as dire¢des. Pegamos a equagdo 7.3,
apenas a hipersuperficie perpendicular ao tempo ¢:

ds3 = Mgy 4 24002, (9.7)

Para ser homogénea, devemos fazer a imposicdo de que um invariante, que ndo de-

pende do sistema de coordenadas, como o escalar de Ricci R, seja uma constante em
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todos os pontos da hipersuperficie. Tomando a equacdo 7.35 e fazendo ® = 0, encon-

tramos: A
2 4, o5 2
Que pode ser escrito assim:
2d —
R=5—[r(1—e 20, (9.9)

Fazendo f = r(1 — e~?A), podemos resolver facilmente a equacio diferencial para esta

variavel: R
= €r3. (9.10)
Retornando as varidveis antigas, resolvemos para e*:
1
€2A = m, (911)

onde k = R/6 é a constante de curvatura. Portanto, a métrica da hipersuperficie fica:

ds% = a?(t) { dr’ +r2dﬂz] (9.12)
3 1— k2 ' '

E a métrica completa com o tempo, chamada de métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker, ou FLRW:

dr?
1 — kr?

ds* = d? + a?(t) { + erQZ} , (9.13)

descobertas independentemente por Friedmann e Lemaitre, e demonstrado por Ro-
bertson e Walker serem as tnicas métricas espacialmente homogéneas e isotrépicas.
Fazendo uma transformacado em r e a(t), podemos normalizar a constante k para ape-
nas trés valores:

k=-1,0,+1. (9.14)

Portanto, a métrica FLRW descreve trés universos homogéneos e isotrépicos possiveis.

Para k = 0, a métrica da hipersuperficie sera:
ds3 = a®(t)(dr* + r*dQ?). (9.15)

Esta é a métrica euclidiana, plana, sem curvatura. Dizemos que este é um modelo de

universo plano, infinito em tamanho. Para k = +1, a métrica da hipersuperficie sera:

dr?
1—72

ds3 = a®(t) [ + erQZ] . (9.16)

Para enxergar a geometria neste caso, vamos fazer a seguinte substituicao:

o dr?
1—r%
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Integrando esta equagdo, obtemos:
r=siny (9.18)

e a métrica fica:
ds2 = a2(t) [dXZ + sin? anz] . (9.19)

Esta é a métrica de uma 3-esfera de raio a(t). Chamamos este modelo de universo
fechado ou esférico. E um universo finito, mas sem limites, j& que é fechado em si mesmo.
Podemos ver isso pela equacdo 9.19, ja que sin x é periodica, x e x + 27T com as outras
coordenadas iguais descrevem o mesmo ponto. Partindo de um ponto, se viajarmos
bastante, podemos retornar para o ponto de partida.

Uma 3-esfera é a generalizacio de uma esfera para quatro dimensdes. E um
conjunto de pontos no espaco euclidiano quadridimensional que estdo a uma distan-
cia a(t) da origem. Isso ndo significa que exista uma quarta dimensdo, ja que tudo o
que podemos medir estd confinado nesta hipersuperficie tridimensional. Pense nesta

imagem quadridimensional apenas como uma forma de visualizar a 3-esfera.

Exercicio 56. Para k = —1, encontre a transformagdo de coordenadas que leva a

métrica de FLRW ao formato:

ds3 = a®(t) [d}(z + sinh? xdO?| . (9.20)

Chamamos o modelo descrito pela equagdo 9.20 de universo aberto ou hiperbo-
lico, pois é um universo infinito em tamanho e com curvatura negativa. Podemos ver

que o espaco descrito por essa métrica é ilimitado pois sinh x ndo possui periodo.

Resumindo, em coordenadas (¢, x, 0, ¢), a métrica FLRW toma a forma:

dx?* + sin? x(d6? + sin? 0dg?) (k= +1)
ds? = —dt* +a*(t) ¢ dx® + x2(d6? +sin?0dg?)  (k=0) (9.21)
dx? 4 sinh? x (d6? 4 sin® 8d@?) (k =-1)

Para k = —1,0 temos universos infinitos em tamanho e para k = +1 um uni-
verso fechado, finito em tamanho e sem borda. Aqui surge uma questdo muito interes-

sante: é possivel um universo finito com uma borda?

A defini¢do de universo é tudo o que existe. Uma borda indicaria que existem
coisas que ndo fazem parte do universo, o que é logicamente inconsistente com a nossa
defini¢do. Portanto, o universo deve ser ilimitado. Isso ndo significa que o universo seja

necessariamente infinito, pois ele pode ser finito e sem borda como o universo esférico.



9.2. METRICA DE FRIEDMANN-LEMAITRE-ROBERTSON-WALKER 113

Deixando esta discussdo ainda mais filoséfica, o tempo e o espago ndo sdo enti-
dades separadas do universo, mas sdo entidades fisicas que estdo contidas no universo.
Portanto, é logicamente erroneo falar de um tempo antes do universo, ja que o tempo
surgiu com o universo. Esticando a nossa definicdo ao méximo, de que o universo
contém tudo, podemos inferir que o universo também deve possuir o seu préprio me-

canismo de origem, o que é uma possibilidade interessante.

Podemos derivar a Lei de Hubble (equagdo 9.1) a partir da métrica FLRW (equa-
¢do 9.13). Perceba que a distancia coordenada Ax entre duas galdxias ndo muda com a
expansdo do universo, ja que escolhemos o sistema de coordenadas comoéveis. Mas a
distancia prépria D muda com o fator de escala, D = a(t)Ax. Derivando essa equagao
no tempo:
v = d—D = aAx = E'D = HD, (9.22)
dt a
que é a Lei de Hubble, onde definimos o parametro de Hubble como:

a
H=-. 9.23
: 923)

Veja que o parametro de Hubble depende do tempo. Note também que, para D sufi-
cientemente grande, a velocidade de afastamento entre as galdxias serd maior do que
a velocidade da luz. Isso ndo contradiz o resto da teoria da relatividade, pois a veloci-
dade da luz é um limite local. Além disso, nada impede que a velocidade de expansdo

do espaco seja maior do que a velocidade da luz.

Imagine que uma galdxia, com posi¢do coordenada fixa no sistema de coorde-
nadas cosmolégico, emitiu luz no tempo t que recebemos em t(. Por causa da expansao
do universo, a luz sofrerd o efeito de redshift. Lembre-se que, quando a métrica é in-
dependente de uma coordenada x*, o respectivo componente do quadrimomento p,
é conservado durante o movimento geodésico. Como a métrica FLRW é homogénea e

isotropica, entdo as componentes espaciais p; sdo constantes.

Assumindo que o féton viaja ao longo de uma linha radial (d = d¢ = 0),

usando a equagdo 9.21, a geodésica deve obedecer a expressao:
0 = —dt* + a®(t)dx>. (9.24)

Usando a normalizagdo do quadrimomento do féton, p,p# = 0, podemos obter a ener-
gia da particula:

_ . Px
E=—py= 0L (9.25)

O redshift mede a variacdo do comprimento de onda da luz que recebemos A, em

contraste com o comprimento da luz emitido Ayt

1472 Dobs (9.26)
)\emit
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Usando a expressdo da mecanica quantica que determina a energia do féton (E =
hc/A), temos:

E.
1+z:E%i (9.27)
ous

Usando a equagao 9.25, obtemos o redshift em funcdo do fator de escala:

_a(to)
Thz=T (9.28)

Para galdxias proximas, to —t ~ D, onde D é a distancia prépria e c = 1. Expandindo

o fator de escala até primeira ordem:
a(to) ~ a(t) + (to — t)a(t). (9.29)

Dividindo os dois lados da equagéo por a(t):

%€%~1+D%%. (9.30)

Substituindo essa expressdo na equagdo 9.28, obtemos:
ZNZD, 9.31)

que foi o que Hubble observou, uma relagdo linear entre o redshift das galédxias e sua
distancia. Note que esta expressdo s6 é valida para galdxias em nossa vizinhanga cés-

mica. Para galdxias mais distantes, o redshift ird se afastar de uma relagdo linear.

Somos tentados a usar a expressdo do efeito Doppler (equagdo 4.80) da relati-
vidade especial que daria z ~ v para baixas velocidades, onde obteriamos a Lei de
Hubble v ~ HD. Mas isso s6 é vélido em nossa vizinhanga, onde a métrica é apro-
ximadamente a da relatividade especial. Em suma, o redshift cosmolégico ndo é um
efeito Doppler devido ao deslocamento das galdxias no espago, mas sim um efeito da

propria expansao do espaco.

9.3 Equacgdes de Friedmann

Lembrando da nossa discussdo sobre o principio cosmolégico, um universo ho-
mogéneo deve ser preenchido por um fluido perfeito e homogéneo. Um fluido perfeito
é totalmente descrito pela densidade de energia p, pressdo p e quadrivelocidade U*.
O fluido deve estar em repouso no quadro cosmolégico, U* = (1,0,0,0), pois se ndo
estivesse 0 universo ndo seria isotrépico (a direcdo em que o fluido viaja seria prefe-
rencial). Além disso, um fluido homogéneo tem uma densidade de energia e pressao
constantes em todos os pontos, ou seja, sdo grandezas que s6 dependem do tempo,
p = p(t) e p = p(t). O tensor de energia-momento de um fluido perfeito:

T = (o + p)Uuly + pguv- (9.32)
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No quadro cosmolégico,
TV, = diag(—p, p, p, p). (9.33)

E o traco:
T=T' =—p+3p. (9.34)

Exercicio 57. O tensor de energia-momento satisfaz a lei de conservagao:
VvV, TH = 0. (9.35)

Por causa da isotropia, as componentes espaciais v = i sdo triviais. Mostre que, da

componente temporal v = f temos a equagao:

p=-32(0+p). 9.36)

Existem trés origens possiveis para a densidade de energia e pressdo. Nos exer-

cicios abaixo lidaremos com cada uma das fontes de energia e pressao.

Exercicio 58. Pode ter origem na matéria composta de particulas ndo-relativisticas,
se movendo a uma velocidade muito menor do que a velocidade da luz, onde a pressao

é negligénciavel, p ~ 0. Resolvendo a equagdo 9.36, mostre que
oM o< a s, (9.37)

Isso significa que a densidade de energia da matéria diminui com a expansdo do uni-
verso, como é de se esperar, pois a matéria se torna mais espalhada enquanto o espago

entre as galdxias aumenta.

Exercicio 59. Pode ter origem na radiagdo e particulas relativisticas se movendo
muito proximas da velocidade da luz, de modo que se tornam indistinguiveis de f6-

tons. Da equagédo 4.98, temos que o traco da energia momento fica:

1
T=T' =F"F, — Z.4PMPM =0. (9.38)

Igualando a equacgdo 9.34, temos a equacdo de estado da radiacéo:

1
PR = 3PR- (9.39)

Usando este fato, resolva a equagdo 9.36 e mostre que:

ogoca?, (9.40)
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Portanto, a densidade de energia da radiacdo diminui mais rapidamente do que a da
matéria. Dizemos que o universo atual é dominado pela matéria, pois a densidade da
radiagdo é muito menor do que a da matéria (op/pr ~ 10%). Mas nem sempre foi

assim, o universo primordial, muito menor, denso e quente era dominado pela radiagio.

Exercicio 60. Pode ter origem no vacuo. Lembra-se da nossa discussdo sobre a
constante cosmolégica A no Capitulo 6? Podemos escrever A como uma densidade de
energia do vacuo:

A
= 9.41
PA=5C (9.41)
com o seguinte tensor de energia-momento:
Ty = —PA&uv- (9.42)

Igualando o trago com a equacgdo 9.34, temos a seguinte equacdo de estado:

PA = —PA- (9.43)

A densidade do véacuo é constante em todo o lugar e tempo. Veremos que ela é respon-
sdvel pela expansdo acelerada do universo e a chamamos de energia escura. Em um
futuro distante, quando a densidade de energia da matéria tender a zero, o universo
serd dominado pelo vdcuo.

Agora, vamos encontrar as equagdes de Einstein para o nosso modelo cosmolé-

gico homogeéneo e isotrépico. Vamos usar as equagdes de Einstein na forma:

1

O leitor que desejar exercitar os célculos de relatividade geral, sinta-se a vontade para
computar as componentes ndo nulas da conexdo e do tensor de Ricci para a métrica
FLRW. O tensor de Ricci terd quatro componentes ndo nulos, dentre os quais apenas
duas sdo independentes, uma componente temporal Ry e uma componente espacial
R;;. Por causa da isotropia, as componentes espaciais serdo iguais. Portanto, as equa-
¢des de Einstein se limitam a duas equagdes. A equagéo 00:

1
ROO =8nG <T00 — iTgoo) (945)

= —3; = 811G <p + %(3;9 — p)) (9.46)

= 3% — —47G(p + 3p) (9.47)
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E a equagdo ii:

Rii = 8ntG (Tii - %Tgu) (948)
. -\ 2
i a k

Usando a equacdo 9.47, podemos substituir a segunda derivada temporal e encontrar:

A
a 81G k

Esta é chamada de equagio de Friedmann. Se soubermos como a densidade de energia
depende do fator de escala, p = p(a), esta equacao é suficiente. E claro, a solugdo deve

satisfazer a equagdo 9.47, que é chamada de sequnda equagio de Friedmann.

Manipulando a equagdo de Friedmann e fatorando a densidade de energia em

sua contribui¢do dada pela matéria e pelo vacuo, temos:
8nG
i* = —k+—2—a* (om + pA) - (9.51)

Vamos analisar cada um dos termos dessa equacdo a fim de tirar conclusdes

sobre o universo. Perceba que, pela equagdo 9.37, temos que a’p, ~ a?a=> ~ a~ L.
Portanto, o termo a%p,, diminui com a expansdo do universo do mesmo modo que
a~!. Em contrapartida, a densidade de energia do vicuo p, é sempre constante e o
termo azp A aumenta com a expansao do mesmo modo que a%. Portanto, se pA existir, d

aumenta com o passar do tempo e a expansdo do universo acelera.

Se o universo for hiperbélico (k = —1) e py > 0 e po > 0, 0 universo ird se
expandir para sempre. Para um universo plano (k = 0), a expansdo nunca para se
pa > 0;se ppo = 0, a expansdo diminui de velocidade até parar no infinito. Agora, se
o universo for esférico (k = 1) e pp = 0, a expansdo diminui até parar em um raio
maximo e voltar a contrair e o universo colapsar em uma singularidade chamada Big
Crunch; mas, se pp > 0, o destino final do universo ird depender do balango entre p;;,
e pa (SCHUTZ, 2022).

Exercicio 61. Assuma um universo dominado pela matéria, com a densidade de
energia obedecendo a equagdo 9.37, e com a constante cosmolégica nula. No inicio do
universo, o termo com p,;, na equagdo de Friedmann ird dominar de tal forma que o

termo com k pode ser desprezado. Mostre que o fator de escala ird evoluir assim:
a~ /3. (9.52)

Agora, faca os célculos para um universo dominado pela radiacdo, cuja densidade de

energia pg obedece a equacdo 9.40, com constante cosmoldgica e k despreziveis. Mostre
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que o fator de escala evolui assim:
an~ /2, (9.53)

Perceba que, em um tempo finito no passado, o fator de escala serd nulo, a densidade
de energia serd infinita e a métrica de FLRW serd singular. Chamamos este instante de

Big Bang.

Exercicio 62. Assuma um universo dominado pela matéria, com a densidade de

energia da matéria dada por:

Pm = 'Z—g~ (9.54)
Derive a equagdo 9.51 em relagdo ao tempo e encontre:
2ii = % <—Z—§ + 2apA) . (9.55)
Mostre que solugdes estéticas (chamadas de universos de Einstein), sdo possiveis apenas
quando:
PA = %Pm- (9.56)

Voltando para a equacdo 9.51, mostre que os universos de Einstein devem ser fechados

[ 1
a= TG’ (9.57)

Veja que podemos escrever a equacdo 9.51 na seguinte forma:

(k = 1), com raio:

a?  4nG , 471G , k

Ignorando as constantes e sabendo que p;; obedece a equagdo 9.54, escrevemos:

7 a2 7 ©-59)
que é andloga a expressdo newtoniana da conservagdo da energia mecanica:
E; + U + Uy = —E, (9.60)

sendo Ej a energia cinética 4%/2, Ug a energia potencial gravitacional —1/a, U, uma
espécie de energia eldstica —a?/2 e —F a energia total que, para o universo de Eins-
tein com k = 1, é uma quantidade negativa. Uma solugdo estética acontece quando a

primeira derivada da energia potencial é zero. Portanto:
dau  dug  duly 1 B
da = da T da —a °70 G61)
=a=1 (9.62)
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Para saber se esta posi¢do de equilibrio é estavel ou instavel, fazemos a derivada se-
gunda do potencial. Obtemos:

d*u
Ou seja, a solugdo estética do universo de Einstein é instdvel; qualquer perturbac¢do na

densidade de matéria pode fazer com que o universo se expanda ou contraia.

9.4 O Nosso Universo

Tomamos a equacdo de Friedmann e a escrevemos em termos do parametro de
Hubble H:

1.,  k  4nG
FH = =55+ —5—(om+pa). (9.64)
Dividindo os dois lados da equagdo por 4/37G:
3H? 3k
+ om + PA- (9.65)

87G  8nGa?

Definindo uma densidade de energia associada ao parametro de Hubble py; = 3H2 /871G
e uma densidade de energia associada a curvatura do universo oy = —3k/87Ga?, te-

mos a seguinte equagdo:

PH = Pk + Pm + PA- (9.66)
Note que podemos descobrir a curvatura do universo fazendo um anélise do balango
dessas diferentes formas de densidade de energia. Se p;, + pAo < pH, entdo px > O e
o universo é aberto (k = —1). Se p,, + pa > pH, entdo px < 0 e o universo é fechado
(k = 1). Mas, se pm + pa se cancelar exatamente com pp, entdo o universo é plano
(k = 0). Portanto, a densidade de energia py € um limite entre os diferentes modelos

de universo. Chamamos de densidade critica p,:
3H3

Pc= g~/

8nG

onde Hy é o parametro de Hubble medido atualmente. Dividindo a equagédo 9.66, te-

(9.67)

mos:
1=+ Qu+Qn, (9.68)

sendo (); a razdo entre a densidade de energia p; e a densidade critica p.. Através de
diversas observagdes e estudos de aglomerados de galédxias, da radiacdo césmica de
fundo e supernovas, os astrondmos foram capazes de definir os seguintes valores para
0 nosso universo atual:
0y =0,3 (9.69)
Qpn =07 (9.70)
Q; = 0. (9.71)
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Tudo indica que vivemos em um universo plano, dominado por uma constante cos-
molégica positiva (SCHUTZ, 2022). Na verdade, a densidade de energia da matéria
), observada, chamada de matéria barionica (feita de prétons, néutrons e elétrons)
é de apenas (), = 0,04. O restante da densidade de energia se deve a uma forma de
matéria que ndo emite luz, mas cujos efeitos gravitacionais sdo perceptiveis, chamada
de matéria escura. A observagao da rotagdo das galaxias e a contabiliza¢do da matéria

em aglomerados de galdxias sugere a existéncia da matéria escura com (); = 0, 26.

Exercicio 63. De volta a equagao 9.66, dividimos pela densidade critica p, mas
com o parametro de Hubble ndo sendo necessariamente o valor atual Hy. Teremos:

H? = H3(Qp + Qu + Q). (9.72)
Ou, de forma equivalente:
i\ 2
(E) = H(Q + Qu + Qp). (9.73)

Lembrando que a densidade de energia da matéria cai com a~:

i = Ho/Qua—1 + Qpa?, (9.74)
onde colocamos () = 0 para o universo plano. Mostre que, se a idade do universo é T

e o fator de escala no presente momento é a(7) = 1, entdo:

L 1 /1 da
Ho Jo \/Qua=1+ Qpa?

(9.75)

Usando os valores de (), e (25 do nosso universo e Hy em unidades de tempo, calcule

a idade do universo. Dica: use um software para realizar a integragdo numérica.

H4 13,7 bilhdes de anos atras tudo estava comprimido em um ponto infitamente
denso, a singularidade do Big Bang. A relatividade geral prevé a existéncia de uma sin-
gularidade no inicio do tempo, o que significa que a teoria ndo é adequada para des-
crever realisticamente este momento no tempo. Na verdade, esperamos que uma nova
teoria da gravidade, que unifique a relatividade geral e a mecanica quantica, possa
descrever os momentos iniciais do universo. Nas primeiras fra¢des de segundo ap6s o
Big Bang, tudo leva a crer que haviam apenas duas forcas da natureza: a gravidade e
uma grande forca que unifica o eletromagnetismo, a forca fraca e forte em altas ener-
gias. Essa grande forca seria descrita por uma teoria chamada GUT (Grand Unified
Theory). Temos muitas teorias candidatas a GUT, mas nenhuma foi universalmente

aceita devido a falta de dados experimentais.
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Meros 10~° s ap6s o Big Bang, a grande forca unificada se divide na forca forte e

a forca eletrofraca. Nessa mesma época, segundo a hipétese da inflagdo, o universo era

dominado por uma grande constante cosmolégica, muito maior do que a que medimos

hoje em dia, de modo que os termos da matéria e curvatura ndo eram importantes, e a
equagdo 9.50 ficou assim:

aca, (9.76)

que tem como solucdo uma lei exponencial do tipo a « e'. Portanto, o universo se ex-
pandiu de forma exponencial, de forma que uma pequena regido do espago se tornou
tdo grande quanto o universo observavel em uma fracdo de segundo. A hipétese da
inflagdo coésmica foi criada para explicar a homogeneidade do universo que observa-
mos hoje, pois, um universo muito menor e mais denso no passado teria pequenas
inomogeneidades na densidade de energia que seriam ampliadas enquanto o universo
se expande. Para que a homogeneidade do inicio do universo perdurasse, partes dis-
tantes do universo teriam que ter entrado em contato, o que é impossivel. O rapido
periodo de expansdo exponencial da inflagdo explica como o universo foi homogenei-
zado. Apesar disso, a real fonte da inflagdo permanece uma questdo ainda nédo resol-

vida.

Em 10!2 s, haviam quatro forgas da natureza: gravidade, eletromagnetismo,
forca forte e fraca. Ndo haviam prétons ou néutrons, apenas um plasma de quarks
e glions que sdo os blocos fundamentais de constru¢do dos barions. Quarks nunca
sdo observados livres, estdo sempre confinados dentro dos barions. Entretanto, nas
temperaturas e densidades do universo nessa época, os prétons estavam sobrepostos
de tal forma que os quarks agiam como se estivessem livres. Em 10~ s, o universo
esfriou o bastante para o inicio da produgio de prétons e néutrons. Em 10~ s, comecou

a formacao de elétrons e pésitrons.

Elétrons e pésittrons, assim como prétons e antiprétons foram produzidos e se
aniquilaram mutuamente, como acontece quando a matéria e antimatéria entram em
contato. Por algum motivo, a matéria foi produzida em uma quantidade um pouco
maior do que a antimatéria, que chamamos de assimetria matéria-antimatéria. Por-
que o universo preferiu a matéria a antimatéria ainda permanece um mistério a ser
resolvido. Em 200 s ap6s o Big Bang, a temperatura caiu ao ponto que a forga nuclear
comecou a agir e foi o inicio da nucleossintese. Prétons e néutrons se combinaram para
formar nucleos de hélio, litio, berilio e tracos de outros elementos leves. Todo o hélio
e litio do universo que nés vemos no universo foram formados nessa época, pois os
processos nucleares dentro das estrelas tendem a destruir elementos leves. A abun-
dancia desses elementos que observamos hoje no universo concorda com a Teoria do

Big Bang.

Até mais ou menos 380 mil anos ap6s o Big Bang, a matéria e a radiacdo intera-
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giam com frequéncia e o espago opaco era preenchido por plasma. Quando o universo
expandiu o suficiente, a temperatura e energia dos elétrons diminuiu, permitindo que
eles fossem capturados pelos ntcleos, formando dtomos neutros. Essa foi a época da
recombinacdo e o momento da criacdo da radiacdo césmica de fundo em micro-ondas,
quando os dtomos foram formados e os f6tons passaram a interagir pouco com a ma-
téria, sendo livres para se propagar pelo espaco. Radiacdo e matéria se separaram para
sempre e o0 universo deixou de ser dominado pela radiacdo e passou a ser dominado

pela matéria.

Em 500 milhdes de anos ap6s o Big Bang, flutuacdes na densidade nas nuvens
de gds causaram o colapso gravitacional e o nascimento das primeiras estrelas e gala-
xias. As estrelas dessa primeira geracdo eram constituidas basicamente de hidrogénio
e hélio, tinham grande massa e eram muito mais brilhantes do que o Sol e, por isso,
queimavam seu combustivel nuclear em poucos milhdes de anos, explodindo em su-
pernova e enriquecendo o espago de elementos mais pesados. Esses elementos foram
incorporados as novas estrelas que adquiriram maior estabilidade na fusdo nuclear e,
portanto, maior tempo de vida. Além disso, tais elementos permitiram a formagao de

planetas e o surgimento da vida.
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10 Teoria Quéantica de Campos em um

Espaco-Tempo Curvo

A nossa abordagem serd a aproximagdo da gravitagdo semi-classica, onde os
campos serdo quanticos, mas o métrica do espago-tempo continua classica conforme
descrita pela relatividade geral. Nesta aproximagdo, assumimos que a curvatura do
espago-tempo ndo € afetada pelos campos quanticos, ou seja, 0 espago-tempo serd visto
como um plano de fundo onde os campos quanticos podem se propagar.

10.1 Principios da Mecanica Quéntica

A mecanica quantica, junto como a relatividade geral, sdo as duas teorias com
maior éxito da fisica moderna. Entretanto, a mecénica quantica possui uma fama de
estranha, pois é diferente de todas as teorias classicas, propondo uma ruptura em con-
ceitos fundamentais como estados, medicdes, particulas e ondas, que eram tidos como

certos na mecéanica classica.

Na mecénica cléssica, o estado de uma particula é descrita por sua posigdo x(t)
e sua velocidade x(f) ou momento linear p(t) em um certo instante de tempo. A evolu-
¢do do estado do sistema, ou seja, a mudanca da posi¢do e do momento com o passar
do tempo, é descrita pela solucdo das equagdes de movimento. A mecanica classica

possui vérias formulagdes, que fornecem equagdes de movimento equivalentes.

Para a formula¢do newtoniana, a equagdo que mostra a evolugdo do sistema é a
segunda lei de Newton:
mi = —-VV, (10.1)

ou, de forma equivalente,
p=-VYV, (10.2)

onde m é a massa da particula e V' é a funcdo potencial relacionada com a interacdo

que esta afetando o sistema. O momento linear é tdo somente p = mx.
Para a formulacdo lagrangiana, a equacdo de movimento é resultado da equagio
oL d [JL
———(=)=0, 10.
ox dt (ax) 0 (103)

onde L = mx? — V é a Lagrangiana do sistema, a diferenca entre a energia cinética e

de Euler-Lagrange:

a energia potencial. Podemos encontrar o momento linear calculando:

oL

p==o. (10.4)
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E, para a formulagdo hamiltoniana, a evolugdo do sistema é solucao das equagoes
de Hamilton:

dx JoH
dp  oH
I oy (10.6)

onde H = px — L é a Hamiltoniana do sistema, que é a transformada de Legendre
da Lagrangiana, que substitui ¥ por p. Fazendo esta transformacgdo, pode-se encontrar
2

que H = - 4V, a soma da energia cinética com a energia potencial.

Imagine um sistema cldssico de uma particula presa em uma mola. O potencial
de um oscilador harmoénico simples, dada pela lei de Hooke, é V = %kxz, onde k é a

constante elastica da mola. A Lagrangiana para este sistema seré:

1 2 1 2.2

L= me — Emw x“. (10.7)
E a Hamiltoniana: ) -
p Mmw-x

H=1— , 10.8

2m 2 ( )

onde w = 4/ % A equagdo do movimento pode ser facilmente encontrada aplicando
qualquer uma das formulagdes, que é:

i+ w?x = 0. (10.9)

Verifique que a solugdo para esta equagdo, que descreve a completa evolugdo do sis-

tema em qualquer tempo ¢, ¢ uma exponencial complexa do tipo:

x(t) = x(0)e'*, (10.10)

Agora, para a mecanica quantica, as coisas mudam de figura (CARROLL, 2019).
O estado de uma particula é descrito por um vetor de estado |¢) em um espago veto-

rial complexo chamado espago de Hilbert, munido de um produto interno com a propri-
edade:

(Wa2|p1)" = (¢ 9p2). (10.11)

Ja os observéaveis, como posi¢do x e momento p, sdo convertidos em operadores auto-
adjuntos no espaco de Hilbert, que devem ser aplicados nos vetores de estado. Por
serem auto-adjuntos (hermitianos), possuem a propriedade de serem iguais ao seu
transporto conjugado:

At = A. (10.12)

Operadores auto-adjuntos possuem autovalores reais, que sdo os possiveis resultados
de uma medigdo. Na mecanica quantica, ndo podemos determinar o resultado da me-

digcdo dos observaveis com certeza total. O maximo que podemos fazer é calcular as
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probabilidades de uma certa medigdo. Por exemplo, a probabilidade do sistema |¢)

ser encontrado no estado |a) é:
P(a) = |(alp)[*. (10.13)
E o valor esperado de um observavel A:

(A) = (p|Alp). (10.14)

Em geral, os operadores ndo comutam entre si. Por exemplo, os operadores de posigdo

e momento possuem uma relagdo de comutagdo chamada de relacdo canonica:
(%, ] = %ip; — pi%i = ihdy;. (10.15)

Isto equivale dizer que posicdo e momento ndo podem ser medidos simultaneamente

com méaxima precisdo. Dai surge o principio da incerteza de Heisenberg, AxAp > %

A evolucado do sistema pode ser descrita por duas formas equivalentes. Uma
das formas é a representacdo de Schrodinger, em que o vetor de estado sofre uma
evolugdo unitéria causada pelo operador de evolugdo temporal. Ou seja, os vetores de
estado variam com o passar do tempo, enquanto os operadores sdo mantidos fixos. A

equagdo do movimento € a equagdo de Schrodinger:

., 0 A
inly) = Aly), (10.16)

onde H é o operador Hamiltoniano do sistema. Ja a segunda forma, a representacio de
Heisenberg, os operadores dos observéveis variam no tempo, enquanto os vetores de
estado sdo mantidos fixos. A equagio de movimento de Heisenberg para um operador A é

escrita como segue:

—[A, A (10.17)

Agora, usando deste arcabougo, podemos quantizar o oscilador harmoénico que
foi resolvido classicamente (SAKURAIL; COMMINS, 1995). Para isso, escrevemos a Ha-
miltoniana do sistema, que serd a mesma da Equacdo 10.8, onde os observéveis se

tornaram operadores:

) 242

N p mw=x

H=1- 10.1
2m+ 2 (10.18)

Podemos resolver a equacdo de Schrodinger com esta Hamiltoniana, determinando os
autovalores e autovetores de energia. Entretanto, existe um método mais natural de

resolver o problema, introduzindo o operador de destruicdo:
g [T (P
a= o (x + mw) , (10.19)

at = 1Y <x - i) . (10.20)

e o operador de criagdo:
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Exercicio 64. Usando as relagdes de comutacdo candnicas (Equagao 10.15), mos-
tre que:
[a,4"] = 1. (10.21)

Definimos o operador ntiimero N assim:
N =a'a, (10.22)
com autovalores n e autovetores |n), de forma que:

Nin) = n|n). (10.23)

Usando o operador nimero, podemos escrever a Hamiltoniana de uma forma mais

simples, onde H é funcao linear de N:

A = hw (N — %) . (10.24)

Exercicio 65. Usando a defini¢do do operador ntiimero e dos operadores de cri-

acdo e destruicdo, mostre que a Equacado 10.24 é equivalente a Equacdo 10.18.

Portanto, os autovalores de energia, ou seja, os valores permitidos de energia

para o sistema, sdo:

E, = (n + %) hw. (10.25)

Exercicio 66. Usando a relacdo de comutagdo entre os operadores de destrui¢ao
e criacdo (Eq. 10.21), mostre que

[N,d] = —a (10.26)
e
[N, a%] = at. (10.27)
Exercicio 67. Usando as relagdes de comutagdo acima, mostre que
Nat|n) = (n +1)a’|n) (10.28)
e

Na|n) = (n —1)aln). (10.29)



10.1. PRINCIPIOS DA MECANICA QUANTICA 127

Note pelas Equagdes 10.28 e 10.29 que o operador de criagio 4* age em |n)
gerando um autovetor com autovalor (n + 1), enquanto o operador de destruicdo
age em |n) gerando um autovetor com autovalor (1 — 1), explicando seus nomes. O 4"

cria um quantum de energia, enquanto 4 destroi um quantum.

Portanto, os vetores d|n) e [n — 1) sdo 0os mesmos, a menos de uma constante de
proporcionalidade:
aln) =cln —1). (10.30)

Podemos encontrar ¢ fazendo uso da condi¢ao de normalizagéo:
(n|ataln) = |c|*. (10.31)

.I_

Perceba que d'4 é apenas o operador N, logo

c=+/n. (10.32)
A energia do estado fundamental |0), também chamado vacuo, satisfaz:

a|0) = 0. (10.33)
Partindo do vacuo, podemos chegar no primeiro estado excitado aplicando o operador

de criagdo:

ﬁ+
1) = Z00) (10.34)

Podemos contruir o segundo estado excitado a partir do vacuo aplicando o operador

de criagcdo duas vezes:

V2

Portanto, podemos construir todos os estados excitados aplicando o operador de cria-

at (a*)?
2) =5l = [ ] 0. (10.35)

cdo sucessivas vezes, seguindo a férmula:

n) = {(3% } 10). (10.36)

O estado genérico de um sistema é uma superposicdo de todos os autoestados da Ha-

miltoniana evoluidos no tempo, ou seja:

(1)) =Y cneErf|n), (10.37)

n

onde c, sdo coeficientes da expansdo que devem estar normalizados para uma inter-

pretacdo probabilistica correta.
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10.2 Teoria Quantica de Campos no Espaco-Tempo Plano

Ao contrario de uma particula, que se encontra localizada em um ponto do
espaco em um determinado instante no tempo, um campo estd espalhado por todo o
espago, associando um valor ou um conjunto de valores para cada ponto do espago-
tempo. O campo gravitacional newtoniano, os campos elétrico e magnético e a métrica
do espacgo-tempo da relavitidade geral sdo exemplos de campos cldssicos. O campo
gravitacional newtoniano é um escalar, pois associa apenas um ntimero a cada ponto
do espaco, ou seja, ¢(t, x). Os campos elétricos e magnéticos sdo vetores, pois associam
um vetor para cada ponto do espaco, E(t,x) e B(t,x). J4 a métrica do espaco-tempo é

um tensor, pois associa um tensor a cada ponto do espaco-tempo, gy, (x*).

A teoria de campos, que descreve a dindmica e evolugdo dos campos, é escrita
na linguagem do formalismo Lagrangiano, onde trocamos a posigao x(t) pelo conjunto
de campos ¢'(x*) e a derivada temporal ¥ pelo conjunto de derivadas em todas as
coordenadas do espago-tempo ayqai. Primeiramente, lidaremos com o espago-tempo
da relatividade especial, portanto, os campos se propagardo no espago-tempo plano

da métrica de Minkowski:
ds®> = —dt? + dx* + dy? + dz>. (10.38)

A versdo invariante da Lagrangiana é a densidade de Lagrangiana £. A equacado de

movimento para o campo € a equagao de Euler-Lagrange analoga a Equagéao 10.3:

d d
—E. — 0y —£ = 0. (10.39)
o 9(9u¢")

Focaremos no caso mais simples, em que o campo é um escalar ¢. Para este caso, a
densidade de Lagrangiana é a seguinte (CARROLL, 2019):

1 1
o 11 242
L= > 9,0y M P°. (10.40)

Podemos ver paralelos entre esta e a Lagrangiana para uma particula presa em uma
mola (Equacdo 10.7). A posigdo x tornou-se o campo escalar ¢(t, X). O primeiro termo,
com as derivadas espago-temporais, é a versdo invariante do termo de energia cinética.

O ultimo termo é equivalente ao potencial da lei de Hooke.

Exercicio 68. Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange (Eq. 10.39) para a densi-

dade de Lagrangiana do campo escalar, encontre a equacdo de movimento:
O¢ — m*p =0, (10.41)

onde O = 1#""d,,0, é o operador d’ Alembertiano, ou seja, a generalizagdo do Laplaciano
para o espago-tempo de Minkowski. Esta é a equacio de Klein-Gordon.
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A equagdo de Klein-Gordon se parece muito com a equagdo de onda, com a
adicdo de um termo com o parametro m. Ao quantizarmos o campo, veremos que ele

é composto por uma colegao de particulas com massa m.

Do mesmo modo em que passamos da concepgao de particula para campo subs-
tituindo a posicdo x por ¢ e derivadas temporais x por derivadas em todas as coorde-
nadas do espago-tempo d,,¢, podemos encontrar uma quantidade andloga ao momento

p chamada momento conjugado 7:

(10.42)

A equacdo de Klein-Gordon é uma equacao diferencial parcial, linear, de se-
gunda ordem. Por ser linear, podemos encontrar novas solugdes fazendo combinagdes

lineares de solugdes linearmente independentes. A onda plana é uma solugdo genérica:
¢ = Poe’nn, (10.43)

onde k* = (w, k) é o nimero de onda e w? = k* + m? é a relagéo de dispersao, em que

w > 0 é a frequéncia.

A massa m é uma constante, mas k pode assumir uma infinidade de valores. En-
tdao, o conjunto de solugdes {¢, ¢* } (Eq. 10.43) formam uma base para o espago vetorial
das solugdes da equagao de Klein-Gordon. Tais solugdes sdo ortogonais com respeito

ao produto interno que é a integral sobre a hipersuperficie ¥; de tempo constante:

($1.92) = =i [ (910193 — 430191)d’x. (10.44)

Xy
A constante ¢ deve ser tal que as solugdes estejam normalizadas:

1
P =
Uma solugdo geral, que é a combinacgao linear de todas as ondas planas possiveis, pode
ser encontrada fazendo a expansdo de Fourier (AITCHISON; HEY, 1984):

(10.45)

= I L ikyxt * —ikyxt
?= /_oo (zﬂ)3\/ﬂ[a(k)e +a*(k)e J (10.46)

onde a(k) e a* (k) sdo os coeficientes da expansao.

Para quantizarmos o campo, aplicaremos as mesmas regras de quantizagdo
candnica que usamos no oscilador harménico simples, transformando observaveis em

operadores e aplicando relagdes de comutacdo. Logo, o campo ¢ e o seu momento
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conjugado 7 serdo convertidos nos operadores ¢ e 7, obedecendo as relagdes de co-
mutacgao analogas a Equacao 10.15:

[p(t, %), d(t,%)] = (10.47)
[7(t, %), ~(t,%)] = (10.48)
[b(t,%), A(LT)] =i (F— %), (10.49)

onde o delta de Kronecker foi convertido no delta de Dirac na generalizagdo para o
continuo. Ao quantizarmos o operador de campo (Equacdo 10.46) promovemos os co-

eficientes da expansao a operadores da seguinte forma:

R Foo d®k A ikt | At o —ikxt
(P:/_oo m[a(k)e H +a (k)e I ] (1050)

Exercicio 69. Colocando a expansdo acima nas relagdes de comutagdo entre os
operadores de campo e momento conjugado (Equagdes 10.47, 10.48 e 10.49), mostre

que os operadores 4(k) e 4t (k) devem obedecer:

[a(k),a(k')] = 0 (10.51)
[at(k),at (k)] =0 (10.52)
[a(k),at (k)] = 82k — k). (10.53)

Lembre-se como podemos obter o momento conjugado (Equacao 10.42).

Se compararmos essas relagdes de comutagdo com as relagdes para os opera-
dores de criagdo e destrui¢do do oscilador harmonico (Equagdo 10.21) podemos ver a
similaridade. E claro que temos uma grande diferenga, j& que para cada ntimero de
onda k existe um par de operadores a(k) e a'(k). Mas, sdo essencialmente operadores
de criacdo e destruicdo para os estados do campo para o ntiimero de onda k. Podemos

definir o estado fundamental do campo como sendo aquele que:
a(k)|0) =0, (10.54)

para todo k. Podemos construir estados excitados aplicando o operador de criagdo no
estado de vacuo |0). As excitagdes no campo sdo chamadas de particulas. Por exem-
plo, se aplicarmos os operadores 4" (k;) e 47 (k) no vacuo, teremos um estado de duas

particulas com momentos kj e k:
0,...,1,...,1,...,0) = a'(ky)a' (k2)|0). (10.55)

Um estado arbitrario, com n; particulas com momento k;, pode ser construido assim:

ny, 12, ..., 1) = ﬁ (ﬁ’r(kl))nl (,j’r(kz))"z (ﬁ’r(k].))”f |0). (10.56)



10.3. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS NO ESPACO-TEMPO CURVO 131

Também podemos definir o operador nimero 7 (k) para cada nimero de onda:
n(k) = at(k)a(k), (10.57)

em que, aplicado na base de vetores |1n) que construimos a partir do vécuo |0), cha-

mado espago de Fock, deve obedecer:

ﬁ(ki)|1’l1,7’lz,...> == 1’11"1’[1,1’[2,...>. (1058)

10.3 Teoria Quéantica de Campos no Espaco-Tempo Curvo

Como vimos no Capitulo 6, para fazer a transi¢do do espago-tempo plano para o
espago-tempo curvo, devemos generalizar as leis fisicas em uma forma covariante, ou
seja, independente do sistema de coordenadas. Primeiro, devemos substituir a métrica
de Minkowski 77, pela métrica da relatividade geral g,,. Depois, trocamos derivadas
parciais d,, por derivadas covariantes V. Fazendo isso, temos que a densidade de
Lagrangiana para o campo escalar no espago-tempo curvo é (ZEE, 2013):

1 1
L=./—g (—Egﬂvvywvcp — Emzq)z) , (10.59)
onde temos que incluir o fator de elemento de volume /—g, que para o espago de
Minkowski é igual a unidade.

Podemos seguir como fizemos antes, quantizando canonicamente o campo e o

momento conjugado:

oL
(Vo) Hoen
onde devemos impor rela¢des de comutagdo parecidas com as que vimos anterior-
mente:
[, %), (t,%)] =0 (10.61)
[7(t, %), (1 T)] =0 (10.62)
B(t, %), 7(t, 7)) = ——83(F - ¥). (10.63)

A equacdo de movimento para a densidade de Lagrangiana do campo escalar

no espago-tempo curvo serd exatamente a equacao de Klein-Gordon:
O¢ —m*p =0, (10.64)

com o detalhe que agora o operador d’Alembertiano é a sua versdo covariante, O =
gV, Vy.

Podemos seguir o procedimento do espaco-tempo plano, encontrando solucoes
linearmente independentes para a equacdo de Klein-Gordon, fazendo uma expansao
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de Fourier com todas essas solugdes (dividindo-as em ¢ e ¢*) e interpretando os coe-
ticientes da expansdo como operadores de criacdo e destruicdo. Entretanto, aqui surge
uma diferenca fundamental entre o espago-tempo plano e curvo. Para o espago-tempo
plano, dividimos as solugdes em ¢ e ¢*, frequéncia positiva e negativa respectivamente

com respeito a coordenada temporal, de modo que:

0t = —iw¢ (frequéncia positiva) (10.65)

01p* = iw¢™ (frequéncia negativa). (10.66)

Em geral, para o espaco-tempo curvo, ndo hd uma coordenada temporal glo-
bal, ou seja, ndo existe um vetor de Killing tipo-tempo na qual podemos separar os
componentes das solugdes em fatores dependentes do tempo e do espago, de modo a
dividir as solu¢des em frequéncia positiva e negativa. Ainda podemos encontrar um
conjunto completo de solugdes, mas esse conjunto ndo sera geral, pois outra pessoa
pode encontrar um conjunto de solugdes completamente diferente e igualmente va-
lida. De fato, é nesta diferenca que reside o fato mais interessante da teoria quantica de
campos no espago-curvo. Como o estado de vacuo depende do conjunto de solugdes
que um observador esta usando, dois observadores diferentes, utilizando conjuntos di-
ferentes, observardo estados de vacuo diferentes. Dizemos que o vdcuo é um conceito

que depende do observador.

Um observador, que pode ser um detector de particulas, utiliza o conjunto de
solugdes que sdo divididos em frequéncias positivas e negativas com respeito ao tempo

proprio T da sua trajetéria pelo espago-tempo. Este conjunto de solugdes, denotado por
(fi, f), deve obedecer:

% fi = UV, f; = —iwf; (frequéncia positiva) (10.67)

D e UMV, f =iwf]" (frequéncia negativa). (10.68)
dt’? Mt i q &

Entretanto, este conjunto de solu¢des nédo servird para outro detector viajando
em outra trajetéria do espago-tempo com um tempo préprio diferente. Neste caso, os
detectores ndo concordardo com o estado de vacuo observado. Onde um vera um véa-
cuo ausente de particulas, o outro detectard um mar de particulas. Mas, para o caso
dos espagos-tempos estaticos, onde existe um vetor de Killing tipo-tempo K¥, pode-
mos encontrar um sistema de coordenadas onde a equacdo de Klein-Gordon pode ser
separada em termos espaciais e temporais. Neste caso, é possivel separar solu¢oes em

frequéncias positivas e negativas, de modo que obedega:

KF9, f; = —iwf; (frequéncia positiva) (10.69)
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Kto, f = iwf; (frequéncia negativa). (10.70)

Detectores que viajam em trajetdrias seguindo o campo de Killing, com sua
quadri-velocidade U¥ proporcional a K¥, terdo tempo proprio T proporcional ao tempo
t, e as solucdes de frequéncia positiva e negativas com respeito ao vetor de Killing
servirdo de base natural para as solu¢des da equacdo de Klein-Gordon. Obviamente,

detectores viajando em outras trajetérias terdo conjuntos diferentes.

Como vimos, o conceito de campo, particula e vdcuo depende fortemente do ob-
servador. Observadores que ndo compartilham do mesmo estado de movimento pelo
espaco-tempo, tomardo um conjunto diferente de solugdes para a equagdo de Klein-
Gordon e poderdo discordar do que observam. Enquanto um observador vé apenas
um espago vazio, outro poderd dizer que o espago esta repleto de um gés quente de
particulas. Nas préximas se¢des, veremos as consequéncias deste resultado que dao

origem ao efeito Unruh e a radiagdo Hawking.

10.4 Efeito Unruh

Voltamos para o espaco-tempo plano de Minkowski. Queremos descrever o mo-
vimento de um observador acelerado por este espago-tempo, mas nos concentrando
em seu movimento em apenas duas dimensdes (f, x), suprimindo as outras duas co-
ordenadas espaciais, pois a trajetéria deste observador é uma linha reta no eixo x. A
métrica fica

ds? = —dt?* + dx?. (10.71)

Em coordenadas de cones de luz, ou coordenadas nulas, com esta transformacao:

ii=x+t (10.72)
0=x—1t (10.73)

a métrica é simplesmente,
ds? = duds. (10.74)

Um observador se movendo em aceleragdo uniforme com magnitude a, com tempo
proprio T, descreverd uma hipérbole no diagrama do espago-tempo com as equagdes

paramétricas:

K1) = %sinh (a7) (10.75)

x(T) = %cosh(ocr). (10.76)
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Exercicio 70. Verifique que as Equacgdes 10.75 e 10.76 representam um observa-
dor uniformemente acelerado com quadriaceleragao
D?xl

gh =2~ 27
dt? dt?

(10.77)

e magnitude ,/a,a* = a.

Queremos encontrar novas coordenadas que o observador acelerado pode usar
como seu proprio referencial de repouso. Tais coordenadas (77, {) existem e sdo chama-

das coordenadas de Rindler, com a lei de transformacéo:

t= %e“‘: sinh (an) (10.78)
X = %e“‘: cosh (an), (10.79)

paraa >0, —o0 < e ¢ > 0, cobrindo a regido x > |t|. O movimento de observadores
descrito por estas equagdes quando 7 = constante é uma linha reta no diagrama do
espago-tempo, pois x « t. Quando ¢ = constante, o observador traca uma hipérbole
pelo espaco-tempo que se aproxima assintoticamente dos raios de luz i = @ = 0
quando 7 — =00, ou seja, se aproximam da velocidade da luz sem nunca alcangé-la.

Tais observadores acelerados sdao chamados observadores de Rindler.

Exercicio 71. Mostre que, nas coordenadas de Rindler, a métrica 10.71 fica assim:

ds* = ¥ (—dy? + de?). (10.80)

Tal métrica pode ser encarada como um espago-tempo curvo da relatividade
geral ja que, visto pela 6tica do principio da equivaléncia, em experimentos locais, ndo

hé diferenca entre aceleragdo uniforme e campo gravitacional.
Coordenadas para a regido x < |t| podem ser facilmente obtidas mudando os
sinais a direita da igualdade:

t= —%e“é sinh (an) (10.81)

1
X = _Eeaé cosh (an). (10.82)

Portanto, temos dois conjuntos de coordenadas que descrevem duas regides do
espaco-tempo, R e L. Como os observadores de Rindler se aproximam dos raios de luz
ii = 0 = 0 mas ndo os cruzam, ja que para cruzar deveriam estar mais rdpidos do

que a luz, os raios de luz se comportam como horizontes de eventos. Por isso, nenhum
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evento que acontece na Regido L pode afetar casualmente a Regido R, e o contrario
também é verdade. As caracteristicas das coordenadas de Rindler podem ser vistas na
Figura 23.

Figura 23 — Espago-tempo de Minkowski nas coordenadas de Rindler.(BIRRELL; BIR-
RELL; DAVIES, 1984)

Nosso objetivo é encontrar solugdes para a equagdo de Klein-Gordon nas coor-
denadas de Minkowski e Rindler, escrever o operador niimero de Rindler em fungao
dos operadores de criagao e destruicdo de Minkowski e calcular o niimero de particulas

esperado para o vacuo de Minkowski conforme visto por um observador de Rindler.

Primeiro, vamos escrever as solucdes para a equacdo de Klein-Gordon nas co-

ordenadas de Minkowski. A equacéao fica:

D¢ = (a? - 8§> ¢ =0, (10.83)
que, como vimos, possui solugdes ortogonais (fx, f;'), onde:
1 .
fio = ——=e 1 (10.84)
4w

nos atentamos ao fato de termos apenas uma dimensao espacial, w = |k| > 0.

Para a métrica de Rindler, o d’Alembertiano nédo é trivial, e a equagdo de Klein-
Gordon fica:

O¢ = g"9,0v¢p = g"00d0¢ + 811919 = e*¢(—3] + 9F)p = 0. (10.85)
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Observe que os componentes da métrica de Rindler sdo independentes de 7,
logo o vetor d,, é um vetor de Killing, ja que 77 se comporta de forma semelhante ao
tempo t. Portanto, d, pode ser usado para dividirmos as solugdes da equagéao de Klein-
Gordon em frequéncias positivas e negativas. Analisando a equagdo de Klein-Gordon
em coordenadas de Rindler, vemos que aceita solu¢des parecidas com a equagdo em
Minkowski:

1 ey
8k = —melkéi’“’”, (10.86)
onde w = |k| > 0, o sinal positivo serve para a Regido L e o sinal negativo para a

Regido R, que sdo frequéncia positiva em relagdo ao vetor de Killing d, em R e —d,, em

L. Podemos definir um conjunto completo de solugdes para as coordendas de Rindler:

gR = —— w1 em R (10.87)
4w
=0 ,em L (10.88)
gk =0 ,emR (10.89)
1 o
= iRetiwn em L. (10.90)

VAarw

Tanto o conjunto das solu¢des em Minkowski quanto em Rindler podem ser usados

para expandirmos o campo ¢:

p=) (ﬁk fi +arfi ) , em coordenadas de Minkowski (10.91)
k

¢ = 2 ( ' gF+ b Jrg,%* + Blgz)gf + B( )Jrgf*) , em coordenadas de Rindler. (10.92)

Estas duas bases formam o espago de Fock e dois estados de vacuo |0p;) e |Og) defini-

dos por meio dos seus operadores de destruigao:

ax|0p) =0 (10.93)
Yjog) = b7 |0g) = 0. (10.94)

Entretanto, os dois estados de vacuo ndo sdo equivalentes, ja que as solugdes para as
coordenadas de Rindler ndo sio analiticas em # = ¢ = 0 e a mudangca de gX para gF
ndo é suave. Isto sugere que os observadores, um utilizando o conjunto de Minkowski
e o outro utilizando o conjunto de Rindler, ndo concordardo com o estado de vacuo ob-
servado. O nimero de particulas esperado visto pelo observador de Rindler no vacuo
de Minkowski serd

(OB B o), (10.95)
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(2)

onde E,El) é o operador nimero para a Regido L e lAyk para a Regido R. Para realizar este
célculo, devemos escrever o operador nimero de Rindler em fun¢do dos operadores
de criagao e destruigdo de Minkowski. O método tradicional de resolver este problema
é encontrar a transformagio de Bogolubov entre os dois conjuntos. Um método mais facil
e elegante, devido a Unruh (1976) (BIRRELL; BIRRELL; DAVIES, 1984), é notar que,

apesar de gF e ¢k ndo serem analiticos, as duas combinagdes

gite gk (10.96)
g e g (10.97)

sdo analiticas para todo i e 7 real. Como estas compartilham a propriedade das frequén-
cias positivas das solu¢des em Minkowski fi, elas devem compartilhar o mesmo estado

de vécuo |0ys). Entdo, podemos expandir o campo em termos destas fungdes

1
43 = ; [ZSinh (TTwﬂ ’ [dA,(cl) (e%]g}f + e_%ggk) + dA]((Z) (e_%gli}i + e_%glgﬂ ’
(10.98)
onde
dM10y) = dP|0p) = 0. (10.99)

Realizando os produtos internos (¢, ¢X) e (¢, k), podemos escrever os operadores

B}El,z) em funcdo dos operadores dA,((m):

b = [2sinh <%")}_% 3 dD )] (10.100)
62 — [2sinh (7)) [e# a0+ 4 (t0.101)

Usando estas transformagdes, podemos calcular o valor esperado para o ntimero de
particulas com ntimero de onda k no vacuo de Minkowski, conforme visto observador
de Rindler:

_nw

e a 1

0|25 |0 = = 10.102
< M| k k | M> 2811’11’1(72—(0) eznTw—l ( )
Esta expressao é um espectro de Planck para a radiacdo na temperatura:
y (10.103)
i '

Concluimos que um observador uniformemente acelerado no espaco-tempo de Min-

kowski observard um espectro térmico de particulas. Este é o efeito Unrubh.

10.5 Radia¢do Hawking

Aqui, convém voltarmos para a discussdo sobre buracos negros do Capitulo

8. A métrica de Schwarzschild é estatica, pois ndo depende da coordenada temporal
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t. Portanto, o vetor K¥ = (1,0,0,0) é um vetor de Killing. Suponha um observador
estatico, simplesmente parado em sua posigdo, ou seja, com as componentes espaciais
da quadrivelocidade nulas (U’ = 0). Note que, para quadrivelocidade de observador

estdtico vale a expressdo:
Kt =V (x)u*, (10.104)

onde V(x) é uma funcido que depende das coordenadas no ponto. Usando a condicado

de normalizacdo da quadrivelocidade U,U" = —1, vemos que V(x) nada mais é do

V= /—K,K". (10.105)

A fungdo V é chamada de fator de redshift, pois se relaciona com o efeito doppler gra-

que a magnitude de K¥:

vitacional sofrido pela luz. Lembre-se que a energia de um fé6ton medida por um ob-
servador com quadrivelocidade U* é E = —p, U". Usando a Equagdo 10.104, podemos
escrever a energia do féton em fungdo de V:
Po
E=LC 10.106
& (10106)

lembrando que K* = (1,0,0,0). Um féton emitido no ponto onde V = V; e medido no

ponto onde V = V,, terd sofrido um redshift assim:
oV (10.107)

onde E = hv, sendo v a frequéncia do féton.

Exercicio 72. Mostre que o fator de redshift definido pela Equacdo 10.105 para

a métrica de Schwarzschild é:
V=4/1- 2€M. (10.108)

Note que, quando ¥ — o0, Voo — 1.

Podemos escrever a quadriaceleragdo de um observador estatico (a# = UV, U*)
em funcdo do fator de redshift:
a, =V,InV. (10.109)

O médulo da quadriaceleragao sera:
1
a=,/auat = V,/VVVVVV. (10.110)
Um observador no infinito Ve — 1, ird medir uma aceleracdo que sofreu "redshift":

(oo = Vla = Va. (10.111)

o0
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Quando esta quantidade é avaliada no horizonte de eventos, chamamos de gravidade
superficial, k = Va. Podemos interpretar k da seguinte forma: colocamos um objeto no
horizonte preso em uma corda e o estique até o infinito, k serd a aceleragdo medida no

final da corda.

Agora, vamos supor um observador estdtico préximo ao horizonte de eventos
de um buraco negro de Schwarzschild. Usando as Equag¢des 10.108 e 10.110, encontra-

mos que o médulo da quadriaceleragdo do observador estético é:

GM

1= —— (10.112)
2GM
12y /1— ==
A constante de gravidade superficial é k = Va, calculada no horizonte de eventos
r = 2GM, sera:
1
k= ——. 10.11
4GM (10113)

Um observador em queda livre préximo ao horizonte de eventos, observard o estado
quantico de um campo escalar ¢ idéntico ao vacuo de Minkowski. Isto é razodvel a luz
do principio da equivaléncia de Einstein, observadores em queda livre sdo os verdadei-
ros referénciais inerciais locais e o espaco-tempo é localmente plano. Ainda invocando
o principio da equivaléncia, um observador estitico é equivalente a um observador
uniformemente acelerado no espaco-tempo localmente plano. Este observador estatico

ira observar uma temperatura devido ao efeito Unruh de

a
T=_—. 10.114
o ( )

Um observador estatico no infinito (r — c0) vera uma temperatura devido ao efeito de
Unruh tendendo a zero, pois a — 0. Mas, um observador no infinito verd a radiagdo
irradiada préxima do horizonte se propagando para o infinito com um fator de redshift
V /Vs, onde V é avaliado no horizonte. Como vimos, no infinito, Voo — 1, entdo a

temperatura observada sera:

Vv Va GM k
o =71 = === — 10.115
T VOOT VI 2T 2mr? 27 ( )

Esta temperatura é a expressao para a radiacido Hawking:

T =_—. 10.11
o (10.116)

Ou seja, observadores muito distantes do horizonte verdo um fluxo continuo de ener-
gia termal que é emitido pelo buraco negro. A existéncia de um horizonte de eventos
é fundamental. A radiagdo Hawking ndo existiria sem o efeito do horizonte no campo
quantico. Segue uma possivel interpretacdo para a radiacio Hawking. O vacuo, como
consequéncia do principio da incerteza de Heisenberg, é repleto de flutua¢des quanti-

cas, pares de particulas e antiparticulas que sdo criadas e destruidas em um intervalo
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de tempo menor do que At = ﬁ, onde a conservacdo da energia é momentaneamente
violada(ZEE, 2013). Se uma das particulas cruza o horizonte de eventos antes de At, a
outra particula pode escapar para o infinito em forma de radiagdo térmica. Passando
pelo horizonte, as componentes de dt e dr do espago-tempo de Schwarzschild trocam
de sinal, ou seja, energia e momento sdo trocados. A particula que cai tem energia
negativa e o buraco negro perde massa e diminui de tamanho, processo chamado de
evaporagdo do buraco negro.

Derivando a expressao de Hawking, resolvemos o problema da temperatura do
buraco negro que surgiu no Capitulo 8. Tudo leva a crer que buracos negros emitem
radiacdo, embora seja muita fraca para ser detectada. Retornando a Equacdo 8.41 e
usando a temperatura de Hawking, podemos finalmente determinar a entropia de um

buraco negro, que sera diretamente proporcional a drea do horizonte de eventos:

S = % (10.117)

10.6 Paradoxo da Informacio

Suponha um buraco negro de Schwarzschild com massa M e entropia A /4. Do
ponto de vista da mecanica estatistica, a entropia é o logaritmo do ntimero de micro-
estados acessiveis. Mas o buraco negro de Schwarzschild possui apenas um grau de
liberdade, a sua massa. Onde esta localizada a informacao desses microestados? Pode-
se argumentar que a informacdo dos microestados podem ser rastreados no interior do

buraco negro, escondidos atrds do horizonte.

Durante o processo de irradiagdo, o buraco negro perde massa e diminui de ta-
manho. A temperatura de Hawking é proporcional 8 M 1. Pela lei de Stefan-Boltzmann,
a poténcia irradiada é proporcional & AT#, ou seja, é proporcional 8 M 2. Entdo, a va-
riagdo da energia do buraco negro é:

il—]\t/[ ~ M2, (10.118)

Logo, o tempo que o buraco negro leva para evaporar é finito e da ordem de:
T~ M. (10.119)

A radiacdo Hawking é puramente térmica, aleatéria, ndo contém informacao alguma.
Quando o buraco negro evapora totalmente e desaparece, a informacdo dos microesta-
dos do buraco negro é perdida, violando a evolugdo unitdria da mecanica quantica que
afirma: "A informagdo necessdria para especificar um estado em um tempo anterior é
precisamente igual a necessaria para especificar um estado em um tempo posterior,
desde que os estados sejam conectados por equacdes de movimento". Esse € o paradoxo

da informagdo e a sua solu¢do pode iluminar o caminho para a gravidade quantica.
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