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O objetivo desse trabalho é estudar analiticamente férmions livres que se movimentam em uma
rede quadrada e o espectro de emaranhamento entre duas partes dessa rede. Esse estudo foi motivado
pelo trabalho de Li e Haldane[9], que estudaram de maneira numérica férmions interagentes se
movimentando em uma esfera. Apesar dessa formulagdo do problema parecer muito peculiar, ela
poderia ser parafraseada como o espectro de emaranhamento entre duas barras Hall no limite de
campo magnético extremamente alto, o que permite definir o trabalho como o estudo de sistemas
topoloégicos em matéria condensada em regimes extremos da matéria.
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I. INTRODUCAO

O estudo de sistemas topoldgicos é de grande interesse
na fisica moderna. Além de representarem uma quebra
no paradigma de Landau para caracterizar fases, eles tem
importancia na procura de sistemas quanticos tteis para
a construgdo de computadores quanticos [4].

Uma maneira interessante de se estudar as caracte-
risticas topologicas de um sistema quéantico é estudando
sua matriz de densidade reduzida [14], j4 que a entropia
de emaranhamento de sistemas topoldgicos apresenta um
termo extra, ligado a estrutura topologica do espaco [8].
Subsequente se identificou que o espectro de emaranha-
mento continha mais informagdes que apenas a matriz de
densidade reduzida e a entropia de emaranhamento.

Li e Haldane [9] mostraram evidéncias numéricas que
o espectro de emaranhamento do estado fundamental de
sistemas Hall esta relacionado aos estados de borda dos
sistemas Hall abertos. Em seguida se obteve evidéncias
tedricas que comprovam essa hipdtese para sistemas com
invariancia conformelll [I3]. A principal motivagao desses
estudos era mostrar que o espectro de emaranhamento
tras muito mais informacao sobre o sistema topolégico
que o termo topoldgico da entropia de emaranhamento.
Uma construgao mais precisa entre espectro de emara-
nhamento e estados de borda foi finalmente dada por
Swingle e Senthil[15].

De maneira inusitada, sistemas topoldgicos apresen-
tam conexoes interessantes com o estudo de fendmenos
muito conhecidos em teorias quanticas de campo: o efeito
Unruh e a radiagao Hawking. O efeito Unruh é um resul-
tado interessantissimo de teoria quantica de campos em
que observadores acelerados discordam do contetido de
particulas de um campo quantico. No centro desse pro-
blema reside o fato de que os dois observadores, inercial e
nao-inercial, vém o espago de maneira diferente. Um ob-
servador nao-inercial entende o espago-tempo plano como
tendo um horizonte de eventos e isso o impede de usar
todos 0s modos de campo necessarios para descrever a
fungdo de onda que o observador inercial vé. Assim, o
efeito Unruh e a radiacdo Hawking essencialmente cor-
respondem ao estudo do espectro de emaranhamento de

dois subsistemas.

A principal motivagao desses estudos era mostrar que o
espectro de emaranhamento tras muito mais informagao
sobre o sistema topologico que o termo topoldgico da
entropia de emaranhamento. Para isso, vamos estudar o
que pode ser definido como o problema topoldgico mais
simples que se pode definir: férmions livres em uma rede
quadrada na presenga de um campo magnético altissimo.

Na Segao II seré discutido um modelo topologico sim-
ples de férmions livres na presenca de um campo magné-
tico. Estudaremos o espectro do modelo, as representa-
¢oes dos auto-estados de particula tnica e o nimero de
Chern da banda (mostrando que efetivamente o modelo
é topologico). Na segdo III calcularemos o espectro de
emaranhamento. Finalmente, na secao IV apresentamos
nossas conclusoes.

II. O MODELO

Um dos problemas mais interessantes em matéria con-
densada é o efeito Hall quanticol3]. Nele, elétrons se
movimentam em um campo magnético em uma super-
ficie metalica formando um estado eletronico que pode
ter caracteristicas topologicas. Uma das principais ca-
racteristicas do efeito Hall é o surgimento de um estado
de borda com condutividade ideal. O ponto de partida
para o estudo do efeito Hall é o entender o grupo de
translacoes magnéticas e os niveis de Landau associa-
dos. Para campos magnéticos convencionais, os raios das
orbitas de Landau sao muito maiores que o parametro
de rede, o que permite desconsiderar os efeitos da rede
cristalinaf3]. Contudo, existem situagdes em que deve-
mos revisitar essa simplificagao. Em situagdes com cam-
pos astrondmicos, ou surgindo de maneira efetiva no caso
da presenca da interagao spin-orbita|7].

O ponto de partida de nosso trabalho é a Hamiltoniana
de elétrons livres que no formalismo de segunda quanti-
zagdo tem a forma:

H = Z(C;Jrl,ycz,y + ei‘ﬂ'icl’y+lcz’y + h.c.), (1)
T,y
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Figura 1: Representagdo esquematica do modelo. O férmion
& representado pelo circulo azul. Ele pode se movimentar
nos sitios da rede quadrada. Quando ele se movimenta em

uma trajetoria fechada ele ganha uma fase por conta do
campo magnético externo, B. A menor o6rbita fechada é
chamada de plaqueta, e esta representada pelo quadrado
hachurado, onde ele recebe uma fase de w. Para obter esse
fluxo magnético m por uma plaqueta no caso da escala
atomica seria necessario um campo magnético da ordem de
milhares de Tesla.

onde ¢, , sao os operadores fermionicos nos sitios de uma
rede quadrada (veja ﬁgura. A amplitude de "hopping"
é escolhida como 1 e determina a escala de energia do
model. Finalmente a fase no termo de "hopping" surgi
da substituigdo de Peirls[3] e da escolha do calibre de
Landau para o potencial vetor. Essa fase captura o efeito
de um campo magnético perpendicular ao plano onde os
elétrons se movimentam. Como toda escolha de calibre,
a fisica do problema nao depende dessa escolha.

Essa hamiltoniana descreve uma rede de periodo de
dois sitios em x. Ela pode ser resolvida usando-se uma
transformada de Fourier que leve em consideracao o fato
da célula unitaria ser de duas plaquetas por conta do
fluxo magnético . Isso pode ser feito de maneira direta e
o sistema descrito pela Eq. nao possui gap de energia,
apresentando dois cones de Dirac na primeira zona de
Brillouinem (ﬂ',:l:g),

ks
E = :|:2\/(3052 > + cos? ky), (2)

onde kg e k, sdo os momentos definidos na transformada
de Fourier para as diregoes = e y respectivamente. Para
encontrarmos um modelo semelhante ao da fisica do
efeito Hall inteiro vamos considerar a possibilidade de
os elétrons executarem "hoppings" de segundos vizinhos,

o T iz T
H= Z Copt1,yC2a,y T € Copyy1C2zyt
z,y

3)
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onde a amplitude desse "hopping" de segundos vizinhos
¢ dada por ¢. Na Eq.(3) nos explicitamente apresentamos
os sitios pares e impares na diregao x. Isso torna evidente
que devemos fazer as substituicoes dos operadores,

Coz,y = Qa,y (4)
Cox41,y = bx,y

e aplicarmos a transformada de Fourier para finalmente
encontramos

2(cos ky) ei%l(2 cosk—x {

H=3 [k 0] ’
k

e iTm(Qcos?I —2(cos ky)

EoTi

7o
que evidencia que o efeito do fluxo m é o de criar um
isospin 1/2 para um férmion sem spin fisico. E por conta
do surgimento desse isospin que esse modelo de férmi-
ons livre se compota como um modelo topologico. iden-
tificando os operadores a e b como as componentes do
isospin, temos que o modelo é equivalente a

H=".5,

onde h é um campo ficticio e S o isospin. Como existe
essa dependéncia dos elementos de matriz com os pontos
da primeira zona de Brillouin teremos o surgimento de
um invariante topologico (que sera discutido na proxima
$e¢ao).

Figura 2: Espectro com gap do modelo assumindo ¢t = a.
Nessa imagem sao apresentadas diversas zonas de Brillouin.

E, portanto, diagonalizando a matriz, obtém-se o es-
pectro

E= :|:2\/0052 5 + cos? ky + 412 sin” k,, sin® BX (6)

que mostra claramente um gap. Para t = 1 apresentamos
esse espectro no grafico 2]

A. Estudo da topologia do modelo

O modelo acima é o modelo mais simples para um iso-
lante topoldgico e uma versao em "tight-binding" do pro-
blema Hall. Em um modelo de teoria de bandas é possivel
calcular o nimero de Chern. Esse niimero nos diz o tipo
topologico das bandas. Caso ele seja igual a zero a to-
pologia é dita trivial. Para numero diferentes de zero ele



classifica que tipo de isolante topologico temos e quais os
estados de borda que existiriam em uma amostra finita
do material. No apéndice se encontra o céalculo desse
invariante para o nosso modelo, cujo resultado é 1. O
primeiro passo é calcular os autovetores dessa teoria de
bandas.

Definindo

ke
2

hy = 4tsin k, sin %T
h. = 2cos ky (7)

+A =+, /hZ + hZ + h?

teremos a seguinte equagao de autovalores para resolver

h, = 2cos

k

il _(2:__ ihy)] H =0 (8

hy — A
e (hy + ihy)

Como a representagao dos vetores depende dos pontos na
zona de Brilouin, nao ha como obter uma representacao
Gnica para todos os autovetores. Essa é uma propriedade
matematica bem conhecida de espacos vetoriais sobre a
esfera. Sao necessarios almenos dois mapas para escre-
vermos todos os autovalores. Autovalores do tipo 1 deve

satisfazer
@ —e'2 (hy —ih
ol A R

onde 7; é a normalizacdo. O autoestado nessa repre-
sentacao possui uma singularidade na zona de Brillouin
(ky € [0,27] e ky, € [0,27]) quando h, = 0, hy, = 0 ¢
h, — A =0. O autovetor de tipo 2 sdo definidos por

h,+ A } (10)

| [gi] - Li’“ﬁ“(h +ih,)
x y

0 que estd bem definido no ponto da singularidade do
autovetor tipo 1.

Para demonstrarmos que estamos trabalhando com um
modelo topolégico vamos calcular explicitamente um in-
variante topologico bem conhecido, o nimero de Chern.
As representagoes dos autovetores explicitados acima di-
ferem por uma fase,

Uy = 6i0U2
w0 M —el'F (hy —ihy) (11)
eV =-—~-——= 9
e’
it — 72 (hz+A)

N (e F (hy + ihy)

Provando que essa ultima satisfaz a primeira:

_ it (ha — ihy) — it (h- *./\)
V2 (hz—A) (he + ihy)

Temos a expressao para a transformacao de gauge:

(hz+A)?+h2 +h2 (ho — ihy)

i0 itz
e’ =—e' (13)
\/(hz 2+ h2+h2 (=)
Por defini¢ao, o Chern Number é calculado por:
1
C=— dkQ_ (14)
2T BZ

Sendo 2_ =V x A_, a curvatura de Barry, e A_ =
—iuLVkun a fase de Barry.
Portanto:

1
C=_—
2T BZ

dk(V x A_) (15)

E possivel perceber, ao comecar os calculos, que as
expressoes se tornam muito extensas e facilmente confu-
sas. De forma a simplificar os passos algébricos, podemos
analisar a zona de Brillouin mais atentamente no entorno
da singularidade. Para o tipo 1 de autovetores, temos a
singularidade em p > 0,k, = 5, k, = 7.

Podemos considerar um circulo de raio r pequeno en-
torno do ponto (k + x,ky) = (5, 7), de modo que a BZ
seja definida em ambas as representagoes e nas bordas.

; 1 )
Se uy = eifuy e AV = —wivkul, temos:

AY = —ie"Puy Vi (euy)

(16)
AY =A@+ w0

E, entao, o CN pode ser calculado a partir de:

1

T o

1
C / dk(V x AD) + —/ dk(V x A?)
BZ(1) BZ(2)

2m
(17)
Escolhendo o circulo em (1) no sentido horario e em
(2) no anti-horério, usamos o teorema de Stokes:

C = i/ dkA(_”+i/ dkA® (18)
e(1) 21 Je(2)

2T s

Sendo: ¢(1)=-c(2)
C = i/ dk(A® — A®))
2w c(1) (19)
1
—C= 7/ dkV .0
2w c(1)



Tendo definido o método, aplicaremos os autovetores en-
contrados anteriormente. Fazendo a substituigao

hi—i—hi:r?

hy —ihy = —re” i

Para r pequeno teremos

et (442 1 2
Qit _ i€ @ 4p J;r _ jeid
2u T

o0 — oiF it (20)
T
0=——
5 ~®
E, por sua vez, o CN é:
1
C=— dkV .0
2T BZ.(1)
1
= dk%
1 2 27
=—(-1 —1)d¢ = —
5D [ (o=
Cc=1

O que corresponde a topologia esperada do modelo,
um isolante topologico bidimensional com um estado de
borda "chiral"(como o de uma barra Hall).

B. Estados de borda

Em sistemas com invariantes topoloégicos nao triviais
podem aparecer estados de superficie (ou de borda) com
caracteristicas especiais. Em sistemas Hall, em particu-
lar, aparecem estados quirais ("chiral gapless edge mo-
des"), sendo independentes da desordem [3] o que faz
com que tenham condutancia ideal.

O modelo de rede que estamos trabalhando nos per-
mite estudar explicitamente essas caracteristicas. Ini-
cialmente introduzimos o campo magnético com fluxo
7 em uma rede quadrada semi-infinita. Ao aplicamos
uma transformacao de Fourier na direcao com invari-
ancia translacional (dire¢do y), criamos modelos unidi-
mensionais caracterizados pelos momentos na dire¢ao v,

H:Zqu

(22)

Somando os conjugados hermitianos é possivel reescre-
ver a dependéncia de g em fungoes trigonométricas. Para
a periodicidade de dois sitios em z e usando a substitui-
cao dos operadores: co; = a, € copq1 = by, teremos:

H, = Z(l — 2tsinq)bla, + (1 — 2tsing)alb,

+(1 4 2tsin q)alﬂbz + (1 + 2tsin q)blaz41
+2(cos q)ala, — 2(cos q)blb,

(23)

Utilizando a seguinte forma de agrupamento matricial:

=@ |5 o] 3 (24)
Sendo as componentes, as seguintes matrizes:
o A=2(cosq)l =-C
e B=(1—2tsing)l + (1 +2¢sing)N_
e BT = (1 —2tsing)I + (1 + 2tsing) Ny

Em seguida a diagonalizacao.

(A= \)¢+ Bif =0 - ¢ = 5l
Big+(C—Nij=0

(25)

Usando uma exponencial periddica como solugao gené-

rica para 7. Sendo a identidade: cosp = 1 — 2sin? £

A= :|:2\/(cos q+ p)? + cos? g + 412 sin? ¢ sin? g (26)

Que coincide com as energias ja calculadas para o mo-
delo 2D. Para obter os estados de borda temos de vol-
tar a equacao de autovalores [25| e assumir (A — X) = 0.
Para simplificar a algebra podemos escolher que o po-
tencial quimico é zero. Sendo assim teremos A = 2cosg.
Quando ¢ = 5, A = 0. Entao, sendo:

1—2tsing 1+ 2tsing 0
B= 0 1—2tsing 1+ 2tsing (27)
0 0 1 —2¢sing
Teremos:

(1 —2tsing)n; + (1 +2tsing)nj41 =0

Tj41 - _(1 - 2tsinq> (28)

n; 14 2tsing

Se ¢ = 5, e t & pequeno:

41 1-—2t e2t 4t
n; <1 + 2t et ¢ (29)

Podemos escrever uma fungao genérica que representa
os estados de borda: 1, = a(—1)%e 4=
A outra equacao para o estado de borda, é



BY¢C —N)if=0 (30)
Para ¢ = 7:
1+ 4¢2 2
On—1bn41 = —Qmﬁbn = —2¢% On (31)

O que nos permite escrever a fungao genérica: ¢, =
BiLe—B 2
a(—1)"e". E, usando que % = e = coshf3, os
estados de borda podem ser encontrados. As constantes
obedecem a normalizacao.

¢a = V/2B(-1)7S D (32)

N = VBE(=1)"e ™" (33)

A partir desses resultados, vemos que faz sentido afir-
mar que os estados de borda sao quirais, visto que a
trajetoria dos férmions esta definida em apenas uma di-
recao, definida pelos momentos ¢. Vemos também que o
modelo é coerente com o esperado para bordas de um es-
tado Hall com quiralidades opostas em cada borda como
visto no esquema a seguir.

OO
OO
O O

Figura 3: Esquema dos estados dos férmions no bulk.[Acervo
Proprio]

III. O ESPECTRO DE EMARANHAMENTO DO
MODELO

Quando um sistema ¢ dividido em duas partes que
compartilham uma fronteira, a entropia de emara-
nhamento independe de qual dos dois sistemas foi
tragado[I4]. Isso significa que as caracteristicas mais im-
portantes do emaranhamento devem estar relacionadas a
uma fisica localizada préxima a fronteira entre as duas
partes. Essa logica é ainda mais clara se o sistema que
estivermos estudando tiver um gap e estivermos conside-
rando a matriz de densidade pura do estado fundamen-
tal. E um fato bem conhecido de mecanica estatistica
quéntica que nesses casos as fungoes de correlacao entre
observéaveis calculados usando esse estado decaem como
uma lei exponencial na distancia entre os observaveis|5].
Por isso, pelo menos nesses casos, é completamente ra-
zoavel que a entropia de emaranhamento e o espectro de

ST

Figura 4: Para o calculo do espectro de emaranhamento do
nosso modelo nos usamos o fato que em um sistema com um
gap no espectro as fungdes de correlagdo decaem
exponencialmente com a distancia. Por isso podemos
considerar apenas sitios préoximos da fronteira que estamos
criando. No caso, consideramos apenas sitios de forma uma
escada. Tracaremos os gaus de liberdade de uma das cadeias
(A) e obteremos o espectro de emaranhamento da cadeia
(B). Na figura o circulo azul representa um férmion, a area
hachurada a plaqueta por onde um fluxo magnético de 7
estd sendo aplicado e a linha tracejada a fronteira imaginaria
que estaremos considerando.

emaranhamento dependam exclusivamente dos graus de
liberdade na fronteira entre as duas regioes.

No modelo que estamos estudando, o problema de uma
rede quadrada com férmions na presenga de um campo
magnético, encontramos um modelo topologico com um
gap. Se considerarmos o estado fundamental desse mo-
delo e construirmos a matriz de densidade pura, pode-
rfamos nos perguntar qual seria a matriz de densidade
reduzida se tracarmos parte dos sitios do plano. Os coe-
ficientes dessa matriz de densidade revelam como as duas
partes do plano estao emaranhadas.

Como falamos acima, quando o sistema apresenta um
gap todas as correlagoes entre observaveis medidas no es-
tado fundamental decaem exponencialmente com a dis-
tancia. Por isso nao precisamos considerar todos os sitios
de nossa rede quadrada, mas apenas uma faixa de duas
cadeias e estudar o espectro de emaranhamento entre es-
sas cadeias. Esse ¢ um ponto crucial no célculo que es-
tamos fazendo. Calcular a matriz de densidade reduzida
de um semi-plano de nosso sistema topolbgico é equiva-
lente a calcular a matriz de densidade reduzida uma das
cadeias desse problema equivalente.

Re-escrevendo nosso modelo usando duas cadeias de
sitio com tunelamento entre elas, com fases dadas pelo
campo magnético. A deducdo a seguir é feita para um
modelo semelhante na referéncia [I].

’ | T
H=t Z(e“’ CL,j+1cA,j +e "2 CEJHCBJ + h.c+
J

2ue'3[cy jeay +cyjengl) +t Z(CZJCBJ + e jea)
j
(34)

Onde t' & a amplitude de "hopping" nas cadeias fermio-
nicas (considerada como 1 no modelo), e ¢t é a amplitude
de direcao de "hopping" perpendicular as cadeias, po-
dendo ser descrita, também, como sendo na direcao dos
degraus de uma escada.

No espaco dos momentos, a hamiltoniana é:



: %H(k) (35)

H =

Que pode ser diagonalizada por uma mudanca de base,
de forma a encontrar os autovalores de energia.

H(k) =Y Eich(k)ea(k) + E_c}(k)ey(k) (36)
k

Onde as energias dizem respeito ao "bonding"e "anti-
bonding"do modelo. O espectro da hamiltoniana fica de-
finido como:

Ei = ++/(2sin(k))? + t2 (37)

Esses passos sao feitos com mais detalhes na referéncia
[1]. Tendo diagonalizado completamente a Hamiltoniana
de duas cadeias na presenca de um campo magnético,
podemos calcular a matriz densidade reduzida para a ca-
deia A, tracando fora a cadeia B. Os passos algébricos
podem ser encontrados em [12].

A hamiltoniana de emaranhamento é definida como:

N
HE = —ln(pA) = Z Hi‘jCZCj (38)
i,j=1
E a fungao de correlagao para todo o sistema é definida
como:

Cij = (ol cle; [o) (39)

Se usarmos a matriz quadratica H com uma mudanga
de base:

H= ZHZ‘J‘CZCJ‘ = kaazak (40)
k

Com ¢ sendo o autovalor. Usando a matriz de corre-
lacao C obtida, Podemos encontrar a Hamiltoniana de
Emaranhamento, que é diagonal de forma:

e = [ Sl e (D

—x 27

Em seguida, vamos analisar o espectro de energia ¢ =
In[w?(k)]. Ao expandirmos para k — 0, ou até k — ,
obtemos:

€ = — 42
: (12
Precisamos recordar que o espectro da hamiltoniana

antes do corte ¢ descrito pela equacao 37 Que ao ex-

pandir nos retorna apenas E = k. Cabe lembrar que

a amplitude de "hopping" dentro da cadeia foi conside-
rada como 1, caso contréario ela apareceria multiplicada
nos espectros.

Ao comparar os dois espectros, antes e depois do corte
do sistema, percebemos que existe um termo de diferenca,
2/t, que pode ser interpretado como a apari¢ao de uma
temperatura, consequéncia do emaranhamento das me-
tades.

Definindo o inverso da temperatura a partir da ampli-
tude de hopping entre as cadeias: Bcrs = % A matriz
densidade reduzida pode ser reescrita em termos de uma
temperatura efetiva, a partir da funcao de particao Z e
da exponencial de Boltzmann:

e—PBeffHa

7 = PTeyy (43)

pa=

Ou seja, ao tracarmos uma das cadeias (que era equi-
valente ao traco de um semi-plano infinito em nossas rede
quadrada original) encontramos uma matriz de densidade
térmica com uma estrutura de energia idéntica a estru-
tura de férmions livres quirais. Isso corresponde exa-
tamente as energias dos estados de borda que haviamos
calculado anteriormente. Esse foi exatamente o resultado
obtido numericamente por Li e Haldane para os estados
do efeito Hall.

IV. DISCUSSAO E CONCLUSOES

Ao fazermos um trago parcial de um sistema é sempre
possivel definir o espectro de emaranhamento como o lo-
garitmo dos coeficientes de Schmidt da expansao usada
para se fazer o trago parcial. O que é inusitado em siste-
mas topologicos é que esse espectro reproduz os estados
de borda da teoria construida em uma geometria finita.
No problema que estudamos, ndés exatamente evidencia-
mos esse fato.

Em resumo, o conceito de isolante topologico foi es-
tudado a partir de um modelo que é a generalizacao do
modelo de Hofstader e que representa elétrons em um
campo magnético tao alto que os efeitos de rede se tor-
nam relevantes. Esse modelo é uma versao tight-biding
para a fisica do problema Hall quantico inteiro. Estu-
damos o espectro, os autovalores, e a propriedade topo-
logica do modelo calculando o ntimero de Chern. Em
seguida estudamos de maneira explicita o que sao os es-
tados de borda chirais em um sistema com uma borda
(no caso um plano semi-infinito). Em seguida estudamos
o espectro de emaranhamento que aparece ao se calcu-
lar a matriz de densidade reduzida para um semi-plano
da rede quadrada. Ao fazer isso, foi encontrada uma
matriz de densidade reduzida térmica, com teoria de bai-
xas energias idéntica a dos estados de borda calculados
anteriormente. Esse é um resultado que foi proposto ini-
cialmente por Li e Haldane[9] com base em evidéncias
numéricas para os estados Hall (mas aqui todos os pas-



sos foram obtidos analiticamente porque discutimos um
modelo de férmions livres).

Esse caminho de investigacao é muito promissor para
problemas de isolantes topologicos, ja que pode signifi-
car uma rota alternativa para a redugao dimensional no
estudo de impurezas nesses sistemas.
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Apéndice A: Defini¢oes de alguns termos usados no
trabalho

1. O efeito Hall

Um dos problemas mais interessantes em matéria con-
densada é o efeito Hall quantico. Nele, elétrons se mo-
vimentam em um campo magnético em uma superficie
de uma barra metalica formando um estado eletronico
que tem caracteristicas topologicas. Para campos mag-
néticos convencionais, os raios das érbitas de Landau sao
muito maiores que o pardmetro de rede, o que permite
desconsiderar os efeitos da rede cristalina na dindmica do
elétron.

Em 1980, K. Von Klitzing, G. Dorda e M. Pepper es-
tudaram a condutancia de Hall em camadas bidimensio-
nais de MOSFETS ("Metal Oxide Semiconductor Field
Effect Transistor"). Nesse sistema, é formado um pogo
bidimensional onde elétrons podem se movimentar livre-
mente. Esses pesquisadores notaram que quando se me-
dia a condutéancia o, , em baixas temperaturas, ela tinha
uma dependéncia gradual com o campo magnético. No
entanto essa dependéncia se d4 em platos, ou seja, para
determinados intervalos de valores de campo, exitem pa-
tamares com a conduténcia constante miltiplos inteiros

de % Isso ocorre devido ao preenchimento das bandas
de Landau. Entre uma banda e outra ha um gap o que
faz que para esses pardmetros a conduténcia da barra
seja constante. O fato interessante é que mesmo que
nao haja condugao de elétrons pela barra, pode ocorrer
condugao na borda. Essa propagagao é em apenas uma
direcdo (determinada pela diregdo do campo magnético).
Como esses elétrons se propagam em apenas uma dire-
¢a0, a influéncia de impurezas aparece apenas como uma
fase na funcao de onda. Impurezas deveriam causar um
aumento na resistividade, contudo como nao ha a pos-
sibilidade de espalhamento dos elétrons para trés a con-
dutancia dos estados de borda é perfeita mesmo com as
impurezas presentes.

a. Efeito Hall Qudntico

Para entender o Efeito Hall Quéantico, é necessario sa-
ber que o mesmo é uma consequéncia da exposicao de um
sistema & um campo magnético. Por esse motivo, faz-se
atil discutir & priori o problema de um elétron mergu-
lhado em um campo. O problema continuo nos retorna
um resultado conhecido, com os niveis de energia de Lan-
dau e a quantizacdo do fluxo magnético. A seguir seréa
feita uma revisao da solugao para esse sistema, que se
encontra com mais detalhes no livro do Fradkin [3]. Sa-
bemos que a Hamiltoniana para o caso de uma particula,
sem spin com carga e e massa m, num campo magnético
é descrita por:

1 L 0 e 2 ., 0 e 2
H:2’]’rL|:<_Zhagjl+CAl):|+<_Zhax2+CA2>:|
(A1)

Sendo o campo magnético o rotacional do potencial A:

B = EijaiAj (A2)
As energias no enésimo nivel de Landau sao descritas
pela energia do oscilador harmonico com a frenquéncia

sendo a da orbita ciclotronica, w, = B2,

1
FE, = hw. (n—l— 2)

(A3)

Os niveis de Landau possuem a mesma diferenca entre
um e outro, e degenerescéncia de Ny para cada nivel. A
partir desses resultados, toda a fisica do Efeito Hall pode
ser entendida. Para entender os efeitos da rede crista-
lina vamos construir uma hamiltoniana microscopica, de
forma a estudar o limite de Hofstadter.[3]

b. As fungées de onda de Hofstadter

O limite continuo estudado anteriormente é justificado
quando o raios das orbitas ciclotronicas é muito maior
que espacamento atdmico que existe nos materiais. Nor-
malmente essa é uma excelente aproximagao, contudo
efeitos de rede podem aparecer para campos altos ou em
sistemas como ions em redes 6pticas. Hofstadter conside-
rou uma rede quadrada no modelo hopping com ampli-
tude de salto t e campo uniforme B, o que pode ser visto
com detalhes em [6]. A hamiltoniana de tight-binding,
que nesse contexto pode ser chamada de Equagao de Har-
per, com fluxo = 7, o mais simples de todos, se encontra

na equagcao Sendo o sitio |Z).

H=—t Y |&)em et (Fte]+he.

Z,j=1,2

(A4)



Onde o potencial vetor é A;(Z), o campo externo é B,
sendo ¢ o fluxo total. Podemos estabelecer uma transfor-
macao de gauge (de Landau), e assumindo um toroide,
com Ba? = %d)o, sendo o fluxo que passa por um seg-
mento elementar. Os autoestados sdo expandidos em
(Wannier States):

W) = Z‘I’(f) %) (A5)

Que obedecem & Equagao de Schrodinger independente
do tempo, que quando resolvida leva & borboleta de Hofs-
tadter:

—t [e—i%‘émq/(xl +1,3) + 27072 (2 — 1,x2)}

—t [\I/(ml,xg + 1)+ U(zy, 20 — l)] = EyY(xq, 22)
(A6)

Essa hamiltoniana nao é invariante perante translagoes
de espacamento unitério da rede. Porém é invariante
perante:

(z1,22) = (21 + ¢, 72) (A7)
(z1,22) = (x1,22 + 1)

A célula unitaria possui ¢ plaquetas, portanto o fluxo
em cada célula é ¢ceyr = qPpraguette € €NLEO Peeyp = p. O
operador de translagao de gauge em unidades naturais é:

P =37 17) 4@ (7 4 g (A8)

x

Esses operadores geralmente nao comutam entre si,
mas comutarao se um fator inteiro for multiplicado no
expoente de cada um de forma que esses inteiros formem
uma area de fluxo miltipla do quanta de fluxo. O menor
retangulo formado por lados com esses valores inteiros é
chamado de célula unitaria magnética. Eles satisfazem:

eiﬁl eu% _ eizwgeuﬁzeml

(A9)

A hamiltoniana, enfim, pode ser escrita em funcao des-
ses operadores.

H=—t Z (eipJ +e_ipJ)
j=1,2

(A10)

Podemos escrever operadores de translacao magnética
em fungao de passos ao longo dos eixos x e y. Esses ope-
radores comutam com a hamiltoniana, portanto possuem
autoestados em comum. Definindo as condigoes de borda
dos novos autoestados na zona de Brillouin, o fluxo total

¢ deve ser um inteiro. Expandindo o estado em fun-
¢ao dos operadores magnéticos teremos: W, (ki, ks) com
r indo de 0 a q. Agora, explicitaremos a hamiltoniana
discretizada, que é chamada de equacao de Harper. Os
passos e detalhes dessa secao se encontram na referéncia

13l

—t |:6ik1qu+1(kla ko) + e F 0,y (K, ko)
(A11)
—2t cos (k‘g + 27‘(’27‘) \I/T(k‘l, kjg) = E\IJT(k‘l, ]{)2)

As amplitudes solugoes dessa equagao sao fungoes pe-
riddicas na zona magnética de Brillouin . Para valores
genéricos de p e g o espectro tem ¢ bandas. Quando
esses valores sao inteiros nao divisiveis, a hamiltoniana
aliada & equacao de Schrodinger possui determinadas si-
metrias. Esse problema pode ser estudado mais afundo
na referéncia [3].

2. Matriz Densidade

O estado quantico de um sistema fisico pode ser puro
ou misto. Um estado puro é aquele que nao pode ser
escrito como uma combinacao de outros estados. O for-
malismo de vetores de estado descreve apenas estados
puros, enquanto a matriz densidade pode ser vista como
a generalizacao desse formalismo, ja que descreve, tam-
bém, os estados mistos. Os estados mistos surgem na
mecanica quéntica quando, por exemplo, em uma prepa-
ragao experimental, os estados sao preparados com uma
probabilidade estatistica associada. Esse ensemble esta-
tistico que surge faz com que o estado misto possa ser
escrito como uma combinagao de estados. Outra aplica-
¢ao da matriz densidade pode ser a descricao de estados
emaranhados.

Seja um estado puro u, com probabilidade p, [II].
Definimos o operador de proje¢ao como:

(A12)

Pa = Ug,
O valor esperado de um observador A, para o estado

puro, sera:

(Ao = ULAU(X = Tr{pa A} (A13)

Portanto, podemos escrever:

(A) = pa(A) = Tr{ (ZpapaA> } (AL4)

(4) = Tr{pA} (A15)



Sendo a matriz densidade:

P = Zpapa
(0%

Essa defini¢ao satisfaz a propriedade de que o trago da
matriz densidade é sempre 1.

(A16)

3. Emaranhamento Quéantico

Emaranhamento quéntico é um fenémeno que ocorre
quando um grupo de particulas interage em um deter-
minado momento e posteriormente a funcao de onda do
sistema nao pode ser descrita como um estado produto
das funcoes de onda das particulas individuais.

De maneira forma, primeiro precisamos definir os es-
tados separados. Um estado é dito separado se podemos
escrever sua fungao de onda como o produto tensorial di-
reto das particulas. O oposto disso se define como estados
emaranhados, onde a fungao de onda é uma soma de ter-
mos, onde cada termo é o produto tensorial de estados
das particulas.

Se comegarmos com uma funcao de onda separada, nao
é possivel construir uma fungao de onda emaranhada ape-
nas usando operagoes "locais" (nos espagos de Hilbert de
cada partitula). Na linguagem de Informagao Quantica
é necessario a agao de portas logicas de dois ou mais qu-
bits, ou mais comumente na liguagem de fisica, durante
algum momento as particulas devem interagir.

Quando trabalhamos com a matriz densidade, pode-
mos extrair os estados dos subsistemas emaranhados. O
método utilizado para isto é o traco parcial da matriz
densidade, que nos retorna a matriz densidade reduzida.
Consideremos um sistema composto de dois subsistemas
separados A e B, que tem uma matriz densidade pap.
Para descrever o subsistema A, por exemplo, temos:

pa=Trp(pan) (A17)

Quando os graus de liberdade disponiveis sao apenas
de um dos subsistemas, tracar a matriz densidade per-
mite que se trate apenas desse subsistema.

4. O Espectro de Emaranhamento

O conceito de entropia termodindmica é descrito como
a medida da desordem e da aleatoriedade em um sis-
tema termodinamicamente macroscopico. Para um sis-
tema quantico em equilibrio térmico, essa quantidade é
definida por:[I]

St =—=Tr{prInpr} (A18)

Sendo essa entropia chamada de entropia de Von New-
man, onde a matriz de densidade térmica é definida por:

1
PT = 767ﬁH7

= (A19)

Com func¢do de particdo Z = Tr{e*ﬁH}. Por outro
lado, tem-se a entropia de emaranhamento, que é definida
como a medida de correlagdes nao-locais de um estado
quantico puro. Se pensarmos em um sistema dividido
em outros dois subsistemas A e B, com uma fronteira
em comum I' = JA = OB, a matriz densidade do estado
puro é:

paus = [¥) (Y]

E as matrizes reduzidas normalizadas dos subsistemas
Sa0:

(A20)

pa=Trepaun e p =Trapaus (A21)

A entropia de emaranhamento pode ser definida, entao,
por:

Sun(A) = =Trapaln(pa)

E como o sistema A U B é um estado puro, as entro-
pias de emaranhamento de cada subsistema sao iguais,
Syn(A) = S,n(B).

Partindo de um sistema quéntico, em um estado puro,
a entropia de emaranhamento é equivalente a entropia
de Von-Newman da matriz de densidade reduzida de um
subsistema. Essa matriz densidade tem sempre a forma
p = exp(—H) [9], onde H é o logaritmo dos coeficientes
da decomposigdo de Schmidt.

Nao h& nenhuma razao a priori para que a
"Hamiltoniana" H tenha alguma relagao com a Hamilto-
niana que definiu o estado puro pap. Aos autovalores de
H se d& o nome de espectro de emaranhamento. E pos-
sivel utilizar o emaranhamento quéntico como forma de
identificagao de topologias, utilizando a entropia de ema-
ranhamento, ou de forma mais completa, pelo espectro de
emaranhamento (o espectro de H). Uma caracteristica
importante que foi observada em sistemas topologicos é
que essa Hamiltoniana de emaranhamento corresponde a
teoria efetiva dos estados de borda.

(A22)

5. Efeito Unruh

O efeito Unruh expressa o fato de que observadores ace-
lerados uniformemente no espaco-tempo de Minkowski,
também chamados de observadores de Rindler, associam
um banho térmico de particulas de Rindler aos estados
de nao-particulas de observadores inerciais, também cha-
mados de de vacuo de Minkowski[2].

Esse efeito é um resultado da Teoria Quantica de Cam-
pos, e tem um papel importante tanto na teoria de cam-
pos, quanto como ferramenta de investigacdo de outros



10

fenomenos, como o Efeito Hawking (1974) [10] , que é a
emissao térmica de particulas por buracos negros, além
dos estudos da fisica do horizonte de eventos cosmologico.

No centro do efeito Unruh reside o fato que os dois ob-
servadores, inercial e nao-inercial, vém o espago de ma-
neira diferente. Um observador nao-inercial entende o
espago-tempo plano como tendo um horizonte de even-
tos e isso o impede de usar todos os modos de campo
necessérios para descrever a fungao de onda que o obser-
vador inercial vé. Assim, o efeito Unruh (e a radiacao
Hawking) essencialmente correspondem ao estudo do es-
pectro de emaranhamento de dois subsistemas.

Assim, no efeito Unruh, se um observador acelerado
vé um estado térmico, podemos entender esse observador
como uma metade de um sistema puro que foi tragado.
O espectro e temperatura definidos pelo observador ace-
lerado podem entao ser entendidos como o espectro de
emaranhamento que vém da separagao do sistema total
em dois. No modelo considerado em nosso trabalho te-
mos exatamente a situagao de um estado puro, o estado
fundamental do isolante topologico, que tragamos metade
da rede do sistema.

Apéndice B: Resolvendo uma cadeia unidimensional
em segunda quantizagao

Com o intuito de se familiarizar com a metodologia de
segunda quantizacao iniciamos o estudo pelo problema
unidimensional

N-1
H=-t> c jenthe (B1)
n=0
Com condigoes periddicas, ¢, N = ¢y, € usando:
1 2m(1- %)
tn = % kz_;) e thney (B2)

Com k = %’TI para um [ inteiro.
Antes de prosseguir com o problema, se faz ttil relem-
brar a definigao do Delta de Kronecker.

1N,k
_ - 27 (n—m)
5n,m - N kgle N (BS)

Voltando para a equagao que define o operador c,.
Percebe-se que ele é uma transformada de Fourier, e esta
construida de forma que apareca um Delta de Kronec-
ker. Sendo assim, podemos aplicar a transformada na
Hamiltoniana.

H=—t Z(eik(”ﬂ)e*ik”clck—|—h.c.) = —2tcos(k) (B4)
k

Figura 5: Grafico da banda para um t=1. (E X k) [By
Wolfram Alphal

Cuja energia pode ser observado na figura

O gréfico mostra explicitamente a auséncia de um gap
de energia, portanto, para um preenchimento half-filling,
essa banda é de um metal. Agora seguiremos para a
analise de um sistema cujo periodo é de dois sitios, sendo
t; # ty. Nesse caso a Hamiltoniana da cadeia pode ser
escrita como:

N
H=— Z tl(cganQn + h.c.) + tg(c£n+202n+1 + h.c.)

n=1
(B5)
Como a periodicidade agora, respeita: 2n + 2N = 2n,
faremos uma substitui¢ao (co, = ay, ecant1 = by) antes
de aplicar a transformada de Fourier para a,, e b,:

H=—-t4 (bzak + bkai) — tl(eikalbk + e_ikakbl) (B6)

E por fim, encontrando os valores de energias pelo mé-
todo da diagonalizacao, teremos:

E = i\/t% + 13 4 2t1to cosk (B7)

Que possui um gréfico conforme a figura [G}

Figura 6: Grafico de bandas F X k, para t; =1 e to = 2. [By
Wolfram Alphal

Observa-se, portanto, que existe um gap para esse caso.
E diferentemente do anterior, para um preenchimento
half-filling, a banda é de um material isolante.

Apéndice C: Calculo da Hg pelas fungoes de
correlagao

De acordo com o teorema de Wick, teorias nao inte-
ragentes podem ser geradas por exponenciais. Quando



tracamos o sistema:

p = Try j([¢o) (ol)[(i,5)+(i, 5)]

A funcao de correlagao para todo o sistema é definida
como:

(C1)

Ci; = (Yol clej o)

Ao separar o sistema, definimos os operadores de cada
metade:

(C2)

= (mlplr) (Ml ele;lm)
1

T (C3)
> (| pefej )
1
Onde temos p = Ke
E a matriz quadratica:
H=> Hjclc (C4)
Que portanto, possui uma mudanga de base:
ci = or(i)ax (C5)
k
Tal que:
(C6)

H = Z fka;rcak
k

Com ¢ sendo o autovalor.
funcéo de correlagao como:

Podemos entao escrever a

Cij= Tr(prcj) = (ICe c; cj)

Ciy = K G0 (@)

Sendo que na funcao de onda é normalizada, podemos
usar a propriedade Trp = 1.

Trp = Tr(Ke>a 5‘1“31“‘1) =1

= K[t +1) =1 (C8)
q
Encontramos que a constante é:
1
K =
Hq e—&q (efq —+ ]_)
(C9)

¢
:He:

q
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Substituindo na fungao de correlacao:

(C10)

1
Z¢ 65q+1

Sendo a hamiltoniana diagonalizada representada por:

H Jj = Z¢Z(Z)¢q(])£q

(C11)

Podemos definir a funcao ¢, = de forma que os

& q +1 )
autovalores sao definidos por:

l—Cq
=1
& ”{ 3 }

Desta forma, usando a matriz de correlagao C, a ha-
miltoniana transposta (H’) pode ser encontrada a partir
de:

(C12)

(C13)

H':zn[l_c]

C
Ao escrever a funcao de correlagdo para o subsistema

A na base que diagonaliza a hamiltoniana do modelo,
obtemos:

Crr = (ch (k)ea(R) (C14)
E relembrando a mudanca de base:
ca = cos (V(;))ca(k)  sin (@)Cb(k) (C15)

Com sm(”(k)) k)
V1+w2(k)

das bandas ligantes (¢;) sdo preenchidos, enquanto as
bandas antiligantes (c,) estao vazias. Para as fungoes de

correlagao temos entao:

Crpr = <(— Sin(y(;)) c)(— Sin<y(§/) ) CZ)>

Ckk’ = 27‘((5(]{3 - kl) sin2(@)

2
2
k
Ckk’ = 27T5(k - kl)l—’l:’w(Q()k)

Substituindo na relagao a Hamiltoniana de Ema-
ranhamento é diagonal, de forma:

no half-filling, os estados

(C16)

Hy = / LA R e (1)

_x 2w
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