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Leonardo Costa Loreti Lopes e Francisco Eugenio Mendonça da Silveira
Centro de Ciências Naturais e Humanas, Universidade Federal do ABC,

Av. dos Estados - 5001, Bairro Bangu - CEP 09210-580, Santo André - SP

Para manter um plasma em regime estacionário, é necessário empregar uma fonte de part́ıculas
neutras para que sua taxa de ionização compense a de recombinação de ı́ons e elétrons. Na ausência
dessa fonte, o plasma se degenera, formando um gás quente não ionizado. Um dos estágios finais
desse processo é a assim chamada difusão ambipolar. Na difusão ambipolar, os fluxos de ı́ons e
elétrons são aproximadamente iguais graças a um campo elétrico que se estabelece no plasma. Neste
Trabalho de Conclusão de Curso, discutimos a difusão ambipolar de um plasma em coordenadas
retangulares e ciĺındricas. Em seguida, consideramos esse fenômeno na presença de um campo
magnético.

I. INTRODUÇÃO

A. Definição de plasma

Um plasma é um gás ionizado quasineutro que
apresenta comportamento coletivo (Ref. [2]). De-
vido à presença de ı́ons e elétrons, um campo
eletromagnético pode se estabelecer no plasma,
gerando interações entre estes corpúsculos. Es-
tas interações caracterizam o comportamento co-
letivo à medida que modificam substancialmente
a dinâmica do plasma, haja visto que qualquer
gás possui uma parcela de part́ıculas ionizadas,
mas a interação eletromagnética entre estas não
necessariamente modifica o comportamento do
gás. Caso haja a formação de uma densidade
de carga devido ao acúmulo de ı́ons ou elétrons
em dada região, part́ıculas de carga oposta serão
atráıdas de modo a neutralizar a densidade de
carga, caracterizando assim a quasineutralidade,
i.e., o plasma tende a sempre ser neutro.

B. Parâmetros para análise

Um dos principais conceitos usados para des-
crever a dinâmica de gases é a caracterização de
seu movimento através do fluxo de suas part́ıculas
em um dado meio. Definimos fluxo como o pro-
duto da concentração (o número de part́ıculas
por unidade de volume) pela velocidade das
part́ıculas. O problema torna-se bastante inte-
ressante quando o gás é ionizado, um plasma.
Um plasma é um gás composto por ı́ons, elétrons
e átomos neutros. Quando a concentração de
part́ıculas carregadas é muito menor que a das
neutras, o plasma é dito fracamente ionizado.
De acordo com a Fig. 1, part́ıculas carrega-

das, representadas por bolinhas totalmente pre-
tas, incidem perpendicularmente a uma placa es-
tacionária, contendo átomos neutros, represen-
tados por bolinhas brancas com contornos pre-
tos. Como sabemos, as part́ıculas carregadas po-

Figura 1. Fluxo de part́ıculas carregadas incidindo
em uma placa de seção reta A e espessura dx, parci-
almente preenchida com átomos neutros, Chen (Ref.
[2]).

dem perder até o dobro de seu momento inicial,
quando sua velocidade troca de sinal após a co-
lisão. Assim, conclúımos que o fluxo resultante
da passagem das part́ıculas carregadas através
da placa é proporcional à área não recoberta pe-
los átomos neutros. Esse resultado nos conduz à
noção de seção de choque.

Se nn é a concentração de átomos neutros na
placa de área A e espessura dx da Fig. 1, então
nnAdx é o número total de átomos neutros con-
tidos na placa. Nesse caso, o número efetivo de
átomos neutros que podem bloquear a passagem
de part́ıculas carregadas é dado por

nnAdx
σ

A
= nnσdx, (1)

onde σ é a seção de choque de part́ıculas carre-
gadas com átomos neutros.

De acordo com a Eq. (1), o fluxo Γ′ de
part́ıculas carregadas que atravessam a placa
deve ser proporcional ao fluxo Γ de part́ıculas car-
regadas que interagem com átomos neutros,

Γ′ = Γ (1− nnσdx) . (2)
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Como Γ′ = Γ + dΓ, a Eq. (2) fornece

dΓ

dx
= −Γnnσ =⇒ Γ = Γ0 exp (−nnσx)

= Γ0 exp

(
− x

λm

)
,

(3)

onde Γ0 é uma constante de integração e λm =
(nnσ)

−1
é chamado de livre caminho médio. De

acordo com a Eq. (3), para x ∼ λm, o fluxo
Γ ∼ Γ0/e ≈ 0.63 Γ0, onde “e” é o número de
Euler.
A noção de livre caminho médio sugere a de

tempo médio de colisão,

τ =
λm

vd
, (4)

entre duas colisões sucessivas, onde vd é chamada
de velocidade de deriva das part́ıculas carregadas.
Alternativamente à noção de tempo médio de co-
lisão, podeŕıamos ter recorrido à de frequência
média de colisão,

ν =
vd
λm

. (5)

De acordo com as Eqs. (4) e (5), conclúımos que

ν = τ−1 = nnσvd, (6)

onde escrevemos λm em termos de nn e σ.

II. DIFUSÃO AMBIPOLAR

Para descrever a dinâmica do gás de part́ıculas
carregadas, recorremos à equação de Euler

dv

dt
=

∂v

∂t
+ (v ·∇)v

= ± e

m
E − ∇P

nm
− νv, (7)

onde m e ±e são a massa e a carga para ı́ons
e elétrons, respectivamente, n e v são a concen-
tração e a velocidade, respectivamente, E e P são
o campo elétrico e a pressão, respectivamente, e ν
é a frequência de colisão de part́ıculas carregadas
com neutras.
Por possúırem maior velocidade térmica que

ı́ons, elétrons tendem a ocupar mais rapidamente
o volume acesśıvel ao gás. Entretanto, o campo
elétrico gerado pelos ı́ons quase estacionários
tende a retardar o movimento dos elétrons. Como
resultado, fluxos de elétrons e ı́ons tornam-se
aproximadamente iguais.
Na ausência de campo magnético, a pressão P

é isotrópica. A presença de um campo magnético
induziria uma trajetória helicoidal das part́ıculas

carregadas em torno das linhas de campo, esta-
belecendo, assim, uma direção preferencial para
o movimento.

A derivada total dv/dt é conhecida como de-
rivada material. Ela é a soma da derivada par-
cial ∂v/∂t, calculada em um elemento de volume
fixo, com a derivada parcial (v ·∇)v, calculada
ao longo de uma linha de corrente. Um elemento
de volume é uma porção do fluido suficientemente
pequena para que as quantidades f́ısicas possam
ser consideradas constantes em seu interior, en-
tretanto, suficientemente grande para conter um
número enorme de part́ıculas que colidem umas
com as outras. Uma linha de corrente é uma linha
do campo de escoamento v.

O estado de equiĺıbrio estacionário do sistema é
definido tomando dv/dt = 0. No equiĺıbrio esta-
cionário, podemos introduzir a equação de estado
isotérmica P = nkT , onde k e T são a constante
de Boltzmann e a temperatura do gás, respectiva-
mente. De acordo com a Eq. (7), a velocidade das
part́ıculas carregadas nesse estado de equiĺıbrio é

v = ± e

mν
E − kT

mν

∇n

n

= ±µE −D
∇n

n
, (8)

onde as quantidades µ e D são chamadas de
mobilidade da part́ıcula e coeficiente de difusão,
respectivamente. A partir da Eq. (8), vemos,
imediatamente, que µ e D satisfazem a, as-
sim chamada, relação de Einstein, a saber µ =
[e/ (kT )]D.
Multiplicando ambos os membros da Eq. (8)

pela concentração n, obtemos o (vetor) fluxo de
part́ıculas

Γ = ±nµE −D∇n. (9)

Uma vez que supomos o plasma como um gás
eletricamente neutro (mais precisamente, local-
mente neutro, quer dizer, ne ≈ ni, onde “e” é
para elétrons e “i” é para ı́ons), a combinação da
Eq. (8) com a Eq. (9) fornece o campo elétrico
no equiĺıbrio estacionário,

Γe ≈ Γi =⇒ −µenE −De∇n = µinE −Di∇n

=⇒ E =

(
Di −De

µi + µe

)
∇n

n
.

(10)

Substituindo a Eq. (10) na Eq. (9), obtemos
(tanto para elétrons, quanto para ı́ons) o fluxo

Γ = −
(
µiDe + µeDi

µi + µe

)
∇n = −Da∇n, (11)

onde Da é chamado de coeficiente de difusão am-
bipolar.
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A magnitude do coeficiente de difusão ambi-
polar Da pode ser estimada do seguinte modo.
A massa do elétron é muito menor que a massa
do ı́on (a massa do elétron é cerca de 1837 ve-
zes menor que a massa do próton). Assim, a
mobilidade do elétron é muito maior que a mo-
bilidade do ı́on. Além disso, a teoria cinética
prevê que a frequência de colisão de part́ıculas
carregadas com átomos neutros é proporcional
à velocidade térmica das part́ıculas carregadas.
Como o quadrado desta velocidade térmica é in-
versamente proporcional à massa das part́ıculas
que compõem o gás, conclúımos que µ ∼ m−1/2.
Então, podemos aproximar Da por

Da ≈ µiDe + µeDi

µe
=

µi

µe
De +Di

=
Te

Ti
Di +Di.

(12)

No equiĺıbrio termodinâmico, a temperatura do
gás de elétrons é aproximadamente igual àquela
do gás de ı́ons. Neste caso, a Eq. (12) fornece

Da ≈ 2Di. (13)

Na ausência de fontes e/ou sorvedouros de
matéria, a concentração n e o fluxo Γ satisfazem
a equação de continuidade na forma

∂n

∂t
+∇ · Γ = 0. (14)

Assim, se Γ é dado pela Eq. (11), a Eq. (14)
implica

∂n

∂t
= Da∇2n, (15)

conhecida como a equação de difusão ambipo-
lar. Passamos agora a discutir as soluções dessa
equação em coordenadas retangulares.

III. COORDENADAS RETANGULARES

A. Tempo de difusão

As soluções da equação de difusão ambipolar,
Eq. (15), podem ser expressas através do método
de separação de variáveis, a saber

n(r, t) = S(r)T (t). (16)

Substituindo a Eq. (16) na Eq. (15), obtemos

1

T (t)

dT

dt
= Da

1

S(r)
∇2S(r). (17)

A Eq. (17) será satisfeita se, e somente se, ambos
os membros forem iguais a uma constante, diga-
mos −1/τ . Neste caso, o membro esquerdo da

Eq. (17) fornece

dT

dt
= −T

τ
=⇒ T (t) = exp

(
− t

τ

)
. (18)

A Eq. (18) mostra que a concentração de
part́ıculas carregadas no plasma decai exponenci-
almente com o tempo na escala τ , desde T (0) = 1
até T (∞) = 0. Esta escala é denominada tempo
de difusão.

B. Comprimento de difusão

Em uma dimensão, digamos x, o membro di-
reito da Eq. (17) fornece

d2S

dx2
= − 1

Daτ
S (x) . (19)

A solução mais simples da Eq. (19) é uma com-
binação linear de senos e cossenos, a saber

S(x) = A cos

(
x√
Daτ

)
+B sin

(
x√
Daτ

)
, (20)

onde A e B são duas constantes de integração.
Estamos interessados em descrever a situação

em que recombinações de ı́ons com elétrons ocor-
ram, preferencialmente, nas duas “paredes” que
contêm o gás (em uma dimensão, um segmento de
reta limitado por dois pontos). Assim, supomos
que o plasma esteja confinado por duas paredes
localizadas em x = ±L. Como resultado, toma-
mos as condições de contorno S(±L) = 0 na Eq.
(20), obtendo

A cos

(
±L√
Daτ

)
+B sin

(
±L√
Daτ

)
= 0. (21)

A Eq. (21) será satisfeita se, e somente se, pu-
sermos ±L/

√
Daτ = π/2, o que implica B = 0,

donde segue que

S(x) = n0 cos

(
x√
Daτ

)
, (22)

onde definimos A = n0, a concentração de
part́ıculas em x = ±L, chamada concentração de
equiĺıbrio. De acordo com as condições de con-
torno estabelecidas, o tempo de difusão pode ser
expresso através de

τ =
(2L/π)

2

Da
. (23)

Substituindo a Eq. (23) na Eq. (22) e, subse-
quentemente, a Eq. (18) na Eq. (16), obtemos

n(x, t) = n0 exp

(
− t

τ

)
cos

(πx
2L

)
. (24)



4

Figura 2. A concentração n de part́ıculas carregadas
no plasma, de acordo com a Eq. (24), como função
de x para valores selecionados de t. A concentração
de equiĺıbrio n0 é tomada igual à unidade, sem perda
de generalidade.

A quantidade 2L/π é o comprimento de difusão
e a solução (24) é o modo de difusão fundamen-
tal. Na Fig. 2, ilustramos a concentração n de
part́ıculas carregadas no plasma, de acordo com
a Eq. (24), como função de x para valores seleci-
onados de t.

C. Três dimensões

Em três dimensões, a função S (x) que figura
na Eq. (19) generaliza-se para

S(r) = X(x)Y (y)Z(z). (25)

Como resultado, as funções X(x), Y (y) e Z(z)
devem satisfazer a equação

Y Z
d2X

dx2
+XZ

d2Y

dy2
+XY

d2X

dz2
= − 1

Daτ
XY Z.

(26)
Dividindo ambos os membros da Eq. (26) pelo
produto XY Z, obtemos

1

X

d2X

dx2
+

1

Y

d2Y

dy2
+

1

Z

d2Z

dz2
= − 1

Daτ
. (27)

A Eq. (27) será satisfeita se, e somente se, por
exemplo,

1

X

d2X

dx2
= − 1

Daτ
− C, (28)

onde C é uma constante. A solução da Eq. (28)
pode ser expressa através de

X(x) = A cos

[(
1

Daτ
+ C

)1/2

x

]

+B sin

[(
1

Daτ
+ C

)1/2

x

]
.

(29)

Figura 3. O modo de difusão fundamental das
part́ıculas carregadas no plasma, de acordo com a Eq.
(31). O cubo possui cinco unidades de comprimento
em cada aresta. O plasma foi seccionado ao longo
de uma diagonal perpendicular ao plano xy para me-
lhor exibir o padrão de distribuição da concentração
de part́ıculas. As bolinhas representam elementos de
volume do plasma com a informação da concentração
local, de acordo com o mapa de cores mostrado abaixo
da figura.

Tomando as condições de contorno X(±L) = 0

e pondo [1/ (Daτ) + C]
1/2

L = π/2, conclúımos
que B = 0, donde segue que

X(x) = A cos
(πx
2L

)
. (30)

Procedendo de modo análogo para Y (y) e Z(z),
obtemos uma expressão para o modo de difusão
fundamental das part́ıculas carregadas no plasma
em três dimensões, a saber

n(r, t) = n0e
−t/τ cos

(πx
2L

)
cos

(πy
2L

)
cos

(πz

2L

)
,

(31)
onde o tempo de difusão τ satisfaz

τ =
1/Da

π2/(4L2)− C
. (32)

Note que, de acordo com a Eq. (32), C <
π2/(4L2), uma vez que τ > 0. Na Fig. 4,
ilustramos o modo de difusão fundamental das
part́ıculas carregadas no plasma, de acordo com
a Eq. (31), como função de x, y e z, para um
instante selecionado.
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IV. COORDENADAS CILÍNDRICAS

Em coordenadas ciĺındricas, o operador lapla-
ciano escreve-se como

∇2 =
d2

dr2
+

1

r

d

dr
+

1

r2
d2

dθ2
+

d2

dz2
, (33)

onde usamos derivadas totais porque supomos
que a função S(r) é separável,

S(r) = R(r)Φ(ϕ)Z(z). (34)

Como resultado, as funções R(r), Φ(ϕ) e Z(z)
devem satisfazer a equação

1

R

d2R

dr2
+

1

Rr

dR

dr
+

1

Φr2
d2Φ

dϕ2
+

1

Z

d2Z

dz2
= − 1

Daτ
.

(35)
A função Z(z) deve satisfazer a equação

1

Z

d2Z

dz2
= − 1

Daτ
− E, (36)

onde E é uma constante. A solução da Eq. (36)
pode ser expressa através de

Z(z) = B cos

[(
1

Daτ
+ E

)1/2

z

]

+C sin

[(
1

Daτ
+ E

)1/2

z

]
.

(37)

Tomando as condições de contorno Z(±H) = 0

e pondo [1/ (Daτ) + E]
1/2

H = π/2, conclúımos
que C = 0, donde segue que

Z(z) = B cos
( πz

2H

)
. (38)

Substituindo a Eq. (38) na Eq. (36), obtemos o
tempo de difusão,

τ =
1/Da

π2/(4H2)− E
. (39)

De novo, note que E < π2/(4H2), porque τ > 0.
A função Φ(ϕ) deve satisfazer a equação

1

Φ

d2Φ

dϕ2
= − r2

Daτ
− F, (40)

onde F é uma constante. A solução mais simples
para a Eq. (40) é uma combinação linear de senos
e cossenos,

Φ(ϕ) = G cos

[(
r2

Daτ
+ F

)1/2

ϕ

]

+I sin

[(
r2

Daτ
+ F

)1/2

ϕ

]
.

(41)

A solução para a equação radial é um pouco
mais complicada. Primeiro, reescrevemos a Eq.
(35),

1

R

d2R

dr2
+

1

Rr

dR

dr
+

1

Φr2
d2Φ

dϕ2
= − 1

Z

d2Z

dz2
− 1

Daτ
.

(42)
Em seguida, substitúımos as equações (36) e (40)
na Eq. (42),

1

R

d2R

dr2
+

1

Rr

dR

dr
=

1

Daτ
+ E +

F

r2
. (43)

Agora, consideramos a seguinte transformação de
variáveis:

1

Daτ
+ E = γ2 e F = ν2, (44)

Assim, substitúımos as Eqs. (44) na Eq. (43),

r2

R

d2R

dr2
+

r

R

dR

dr
− r2γ2 − ν2 = 0. (45)

Finalmente, multiplicamos ambos os membros da
Eq. (45) por R,

r2
d2R

dr2
+ r

dR

dr
− [(rγ)2 + ν2]R = 0. (46)

A Eq. (47) é conhecida como equação diferencial
modificada de Bessel. Suas soluções são chama-
das de funções de Bessel modificadas de 1º e 2º
tipos (Ref. [1]), sendo assim, a solução mais geral
para R(r) é uma combinação linear das funções
de 1º e 2º tipos,

R(r) = HIn(γr) + JKn(γr), (47)

onde In e Kn são as funções de Bessel modifi-
cadas do 1º e 2º tipos de ordem n, respectiva-
mente, e também H e J são constantes de inte-
gração. A função de Bessel modificada de 1º tipo
tende a infinito conforme seu argumento cresce, e
a função de 2º tipo apresenta o mesmo compor-
tamento quando o argumento tende a zero, por
isso é necessário realizar uma combinação linear
de ambas de modo a obter uma descrição f́ısica.
Por fim, as contantes de integração só podem ser
encontradas conforme condições de contorno es-
pećıficas.

A partir das Eqs. (18), (38), (41) e (47), con-
clúımos que a solução da equação de difusão em
coordenadas ciĺındricas pode ser expressa através
de

n(r, ϕ, z, t) = n0e
−t/τ [In(γr) +Kn(γr)] cos

( πz

2H

)
×

{
cos

[(
r2

Daτ
+ Fm

)1/2

ϕ

]

+ sin

[(
r2

Daτ
+ Fm

)1/2

ϕ

]}
,

(48)
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Figura 4. O modo de difusão fundamental das
part́ıculas carregadas no plasma, de acordo com a
Eq. (48). O cilindro possui cinco unidades de raio,
e vinte unidade de altura. O plasma foi seccionado
transversalmente para melhor exibir o padrão de dis-
tribuição da concentração de part́ıculas. As bolinhas
representam elementos de volume do plasma com a
informação da concentração local, de acordo com o
mapa de cores mostrado abaixo da figura.

onde inclúımos o sufixo m à constante F para
indicar diferentes modos de difusão.
A referência (Ref. [2]) apresenta uma solução

simplificada para a geometria ciĺındrica, em que
a densidade não depende do argumento ϕ e o ci-
lindro é ilimitado em z. Nesse caso, a densidade
depende somente do raio, e a solução é descrita
pela função de Bessel de 1º tipo, que é bem com-
portada.

V. CAMPO MAGNÉTICO

Na presença de um campo magnético, ı́ons e
elétrons do gás tendem a seguir trajetórias heli-
coidais em torno das linhas de campo. Como re-
sultado, o meio se torna anisotrópico, na medida
em que uma direção preferencial se estabelece no
plasma. Se colisões entre part́ıculas carregadas
e neutras pudessem ser desprezadas, as primei-
ras girariam em torno de uma determinada linha
de campo. Entretanto, considerando as colisões,
conclúımos que as part́ıculas carregadas podem
girar em torno de linhas de campo distintas.
Supondo um campo magnético B = Bẑ, a

equação de movimento para as part́ıculas carre-

gadas pode ser expressa através de

dv

dt
=

∂v

∂t
+ (v ·∇)v

= ± e

m
(E + v ×B)− ∇P

nm
− νv.

(49)

De novo, consideramos que o sistema esteja em
um estado estacionário de equiĺıbrio, i.e., dv/dt =
0. Além disso, supomos um regime isotérmico do
gás, i.e., P = nkT . Como resultado, a Eq. (49)
mostra que o componente-x, vx, da velocidade
será dado por

vx = ± e

mν
(Ex + vyB)− kT

mν

1

n

∂n

∂x
, (50)

onde vy é o componente-y da velocidade. Usando
as noções de mobilidade de part́ıcula, µ, e coe-
ficiente de difusão, D, a Eq. (50) pode ser lida
como

vx = ±µEx − D

n

∂n

∂x
± wc

ν
vy, (51)

onde wc = eB/m é a frequência ciclotrônica (Ref.
[3]).

Procedendo de modo análogo para vy, obtemos

vy = ±µEy −
D

n

∂n

∂y
∓ wc

ν
vx. (52)

Substituindo a Eq. (51) na Eq. (52),

vy

(
1 +

w2
c

ν2

)
=± µEy −

D

n

∂n

∂y

− w2
c

ν2
Ex

B
± w2

c

ν2
kT

eB

1

n

∂n

∂x
,

(53)

e a Eq. (52) na Eq. (51),

vx

(
1 +

w2
c

ν2

)
=± µEx − D

n

∂n

∂x

+
w2

c

ν2
Ey

B
∓ w2

c

ν2
kT

eB

1

n

∂n

∂y
.

(54)

Combinando as equações (53) e (54) expressa-
mos a componente da velocidade perpendicular
ao campo magnético, v⊥, através de

v⊥ = ±µ⊥E −D⊥
∇n

n
+

vE + vD

1 + ν2/w2
c

, (55)

onde µ⊥ = µ/(1 + wc
2/ν2) e D⊥ = D/(1 +

wc
2/ν2) são a mobilidade de part́ıcula e coefi-

ciente de difusão transversais, respectivamente.
As quantidades vE = (E × B)/(B2) e vD =
[(kT )/(eB)][(∇n)/(n)] são conhecidas como de-
rivas E × B e diamagnética, respectivamente.
No limite w2

c ≪ ν2, os coeficientes transversais
tendem para seus correspondentes usuais, discu-
tidos na primeira parte desta monografia, e os
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termos de deriva tornam-se despreźıveis. No li-
mite w2

c ≪ ν2, os coeficientes transversais adqui-
rem magnitudes da ordem de ν2/w2

c menores que
aquelas dos seus correspondentes usuais, e os ter-
mos de deriva, definitivamente, não podem mais
ser desprezados.
Na presença de um campo magnético, devemos

considerar dois tipos de fluxos: o longitudinal, pa-
ralelo a B, e o transversal, perpendicular a B,
notando que o fluxo longitudinal é o mesmo deri-
vado na primeira parte desta monografia, pois o
campo magnético somente interfere na dinâmica
não paralela às suas linhas de campo.
Dado que a massa dos ı́ons é muito maior

que aquela dos elétrons, o fluxo longitudinal de
elétrons é muito maior que aquele dos ı́ons. Ana-
lisando o raio da trajetória helicoidal (raio de Lar-
mor), rl = mv/eB, nota-se que este é muito me-
nor para elétrons do que para ı́ons, devido as suas
massas, portanto, os elétrons tendem a se difun-
dir longitudinalmente, já que a probabilidade de
ocorrência de colisões com átomos neutros é me-
nor, enquanto que os ı́ons tendem a se difundir
perpendicularmente.
Assim, para descrever a difusão ambipolar na

presença de um campo magnético, estabelecemos
que o fluxo resultante (longitudinal + transver-
sal),

Γ = n(v∥ + v⊥), (56)

deve ser igual para ı́ons e elétrons, onde v∥ e v⊥
são os campos longitudinal e transversal, respec-
tivamente. A velocidade v∥ é a mesma discutida
na primeira parte desta monografia, e a veloci-
dade v⊥ é dada pela Eq. (55). Portanto, o fluxo
resultante para elétrons pode ser expresso através
de

Γe =− µe⊥nE⊥ −De⊥∇⊥n+ n
veE + veD

1 + ν2/w2
c

− µenE∥ −De∇∥n,

(57)

e o fluxo resultante para ı́ons pode ser expresso
por uma relação similar, onde trocamos o ı́ndice
“e” pelo ı́ndice “i”. Na Eq. (57), ∇⊥ e∇∥ repre-
sentam os gradientes transversal e longitudinal,
respectivamente. Finalmente, para determinar
a equação de difusão na presença de um campo
magnético, devemos expressar a equação da con-
tinuidade na forma

∂n

∂t
+∇ · Γe +∇ · Γi = 0. (58)

Devido à sua complexidade, a Eq. (58) é usu-
almente tratada numericamente, o que está além
do escopo desta monografia.
VI. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste Trabalho de Conclusão de Curso, discu-
timos a difusão ambipolar em um plasma de ı́ons,
elétrons e part́ıculas neutras. Neste fenômeno, os
fluxo de elétrons e de ı́ons em um dado elemento
de volume são iguais. Como resultado, o plasma
pode ser considerado eletricamente neutro em um
regime estacionário.

Expressões para a distribuição espacial da con-
centração do plasma foram deduzidas e discu-
tidas nos casos unidimensional e tridimensio-
nal (plasma em um cubo e em um cilindro).
Além disso, a difusão ambipolar na presença
de um campo magnético foi estudada, enfati-
zando o caráter de confinamento do plasma pelo
campo. De fato, à medida em que a magnitude do
campo aumenta (e então, aumenta a frequência
ciclotrônica), o coeficiente de difusão transversal
diminui. Como resultado, ions e elétrons tendem
a seguir as linhas de campo. Em dispositivos co-
nhecidos como tokamaks (Ref. [6]), este efeito
é extremamente importante, pois impede que o
plasma extremamente quente toque os limites do
equipamento, evitando assim problemas como o
derretimento do material das paredes do vaso.

Como perspectivas para futuros desenvolvi-
mentos deste trabalho, podemos mencionar o
estudo da influência das recombinações entre
elétrons e ı́ons. Esta situação ocorre quando o
plasma é fortemente ionizado. Outro aspecto
interessante para ser investigado refere-se à in-
trodução de fontes de ionização, retardando assim
a degradação do plasma com o tempo. Por fim,
a presença de um campo magnético muito forte
induz processos não previstos pela teoria de dois
fluidos, aqui apresentada. Como mencionado por
Hoh e Lehnert (Ref. [4]), dados experimentais su-
gerem um valor cŕıtico para o campo magnético
em que a teoria de dois fluidos deve dar lugar
à teoria cinética. O estudo da difusão ambipo-
lar no âmbito da teoria cinética foi originalmente
desenvolvido por Kadomtsev e Nedospasov (Ref.
[5]).
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