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Resumo: O volume crescente de satélites artificiais na orbita terrestre vem tornando a dinamica
orbital um assunto cada vez mais precioso no campo do conhecimento cientifico. Utilizando
das ferramentas da mecénica de Hamilton-Jacobi e a teoria da perturbacao foi feito um
estudo analitico da influéncia das perturbactes do achatamento terrestre e da pressao de
radiacao solar no espago de fases de uma particula orbitando a Terra. Para tanto, foi
feito o desenvolvimento da teoria da mecanica analitica de Lagrange, apresentando-se a
discussao tedrica até a teoria de Hamilton-Jacobi, seguida do desenvolvimento da teoria
de perturbagao e a modelagem do sistema dindmico analisado. A partir do hamiltoniano
obtido foi apresentado e analisado os espacos de fase dos efeitos perturbativos nas condicoes
de variacao da regiao orbital do sistema, seguida da andlise do espago de fases do sistema
variando-se o raio da particula orbitando a Terra, que podem sugerir sugerir um efeito

ressonante entre o movimento médio do objeto de estudo e o movimento médio do Sol.

Palavras-Chave: Satélites Artificiais. Dinamica Orbital. Teoria de Perturbacao. Espaco de

Fases.

Abstract: The increasing volume of artificial satellites orbiting the Earth have been making the
orbital dynamics a subject even more precious in modern engineering. Using Hamilton-Jacobi
classical mechanics formulation and the perturbation theory it was made a analytical analysis
of the solar radiation pressure and Earth oblateness perturbation in a Earth-orbiting particle.
To achieve that this work has shown a theorical discussion starting from Lagrange’s analytical
mechanics up until Hamilton-Jacobi theory, followed by the development of the perturbation
therory and then modelling the dynamical system of interest. Using the hamiltonian function
it has plotted the system phase state representing the perturbation problem in different
orbital regions, followed by a second analyses considering several particle dimensions in a
single altitude. The results has shown a potential ressonant patern in the phase space related

with system parameters in both analyses.

Keywords: Artificial Satellites. Orbital Dynamics. Perturbation Theory. Phase Space.
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1. INTRODUCAO

Desde o inicio da corrida espacial entre os Estados Unidos e a extinta Uniao Soviética no final
da década de 50, a sociedade vem encarando um exponencial crescimento do desenvolvimento
tecnologico de satélites, possibilitando uma quebra de paradigmas em quase todas as esferas da

sociedade.

As etapas que constituem todo o ciclo de vida de satélites sdo processos que requerem altos
custos nos processos produtivos, requerendo um alto investimento em aparatos tecnolégicos da
estrutura do veiculo lancador, sistemas energéticos, sistemas de navegacao e sistema de controle.
Além disso, os lancamentos de satélites sdo, também, uma etapa de elevados custos, garantir a

permanéncia dos satélites em sua érbita alvo é um fator que requer alto grau de confiabilidade.

A manutengao da dérbita de satélites se d4 como necesséria, pois, apds a insercao desses equipa-
mentos fora da atmosfera, diversos fatores adversos podem gerar perturbacoes que potencialmente
os afastem de suas missdes. Um entendimento das perturbagoes classicas como, por exemplo, do
potencial gravitacional terrestre e da pressao de radiagao solar podem representar uma possivel

reducao em futuros custos com combustiveis e atuadores nestes veiculos espaciais.

A mecanica classica como formulada por Newton apresenta simplicidade e um alto grau de
generalidade para a abordagem de sistemas com multiplas particulas, sendo estes alguns dos mo-
tivos para que seu uso seja difundido e aplicado em todas as dreas de engenharia [1]. A teoria
newtoniana também apresenta bom grau de precisao para a maioria das aplicagoes na mecanica
celeste, entretanto, essa formulagao da mecanica apresenta uma notéria perda de conveniéncia em
uma série de aplicacOes. A teoria newtoniana aplicada em trés dimensoes consiste na resolucao de
trés equacoes diferenciais ordindrias de segunda ordem, que apresentam simplicidade na resolucao
em coordenadas cartesianas, dada a prépria construcao da teoria [1], entretanto, nem sempre é
interessante uma abordagem por meio de coordenadas cartesianas e, nestes casos, a resolucao das
equagoes de Newton podem se tornar extremamente complicada [2]. Em coordenadas curvilineas
genéricas, cada uma das trés equagoes diferenciais s@o acompanhadas por simbolos de Christoffel
que introduzem uma grande complicacao para a resolugao dessas [3].

Além desse fato, a utilizacdo da mecanica vetorial de Newton apresenta complicagoes relacio-
nadas a insercao de efeitos relativisticos & mecéanica celeste e mostra uma grande dificuldade na
implementacao de teorias de perturbagao aos modelos, isso faz com que estudos numéricos desses
efeitos sejam requisitos indispensédveis para a abordagem [4]. A mecéanica analitica como instru-

mento de pesquisa para a mecanica celeste vem como uma agao para contorno deste problema



[3].

Desta forma, neste trabalho, foram utilizadas as ferramentas da mecanica analitica e a teoria
de perturbacao aplicada ao problema de dois corpos sob a influéncia das perturbacoes de pressao
de radiagao solar e o achatamento terrestre, com o fim de analisar a influéncia destas ao modelo
de orbita. Para tanto, algumas referéncias puderam ser utilizadas como base, entre elas, pode-se
citar [5] e [6] que apresentam estudos da influéncia de interagoes destas perturbagoes em particulas
ejetadas dos satélites naturais Phobos e Deimos. A referéncia [7], em que apresenta um estudo con-
siderando os efeitos devido as perturbagoes da pressao de radiagao solar e do potencial gravitacional
terrestres, onde o comportamento da excentricidade pode ser analisado a partir de fatores como
tamanho da particula e da regiao orbital. Posteriormente, foram analisadas as dependéncias com
a massa do corpo central, tamanho da particula, dentre outros e o espago de fases de hipotéticos
sistemas dinamicos.

Para tanto, o trabalho seguird da seguinte forma: Em §2 sera apresentada a fundamentacao
tedrica necessaria para o desenvolvimento do trabalho, em §3 a apresentacao dos modelos criados
para a analise, na sequéncia §4 sucede com a discussao dos resultados e, por fim, em §5 apresenta

a conclusao deste trabalho.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta secao é apresentada uma breve introdugao a mecanica analitica, abordando-se das as
equacao de Euler-Lagrange, até a equacao de Hamilton-Jacobi, obtendo-se a hamiltoniana de Kepler
nas variaveis de angulo e acdo. Por fim, é apresentada uma abordagem de teor introdutério a
teoria de perturbagao hamiltoniana, fornecendo os recursos matematicos para o desenvolvimento

do estudo.

2.1. Mecanica Analitica

A mecanica newtoniana apresenta sua formulacao baseada em vetores e como a intensidade,
direcao e sentido destes vetores atuam nas particulas individualmente, enquanto a mecanica
analitica apresenta uma formulagao de modo escalar de propriedades da matéria, como energia
cinética e potencial, de forma que a dindmica seja estudada no contexto de sistema, simplificando
significativamente os calculos [8].

Uma das grandes vantagens das teorias analiticas da mecanica sao que estes escalares analisados



representam propriedades dos sistemas [2], o que faz com que sejam invariantes sobre mudanga de
coordenadas, estas propriedades dos sistemas sao as energias. Na mecanica analitica as equagoes
do movimento sao derivadas da aplicacao do principio variacional sobre estes escalares. O célculo
variacional é um campo da matemaética que, em resumo, utiliza-se de variagoes em fungoes para
se obter maximos e minimos dos chamados funcionais, estes variacionais, em algumas de suas
representagoes podem ser expressos como integrais definidas envolvendo fungoes e derivadas destas
fungoes. [1]

O célculo variacional é o campo matemaético que baseia as vastas e bem conhecidas teorias de
conservacao da fisica, que estiveram presentes na historia da ciéncia. Também serviu de ferramenta
matematica para que fosse possivel, através de um principio macro, se verificar a nocao ja conhecida
de que a natureza minimiza determinadas quantidades fisicas durante a atuacao dos processos

fisicos.

A primeira visualizagdo de um fenémeno fisico como este se deu na Grécia antiga, onde o
matematico Heron, ao estudar a reflexdo de espelhos, relatou que a forma com que as reflexoes
ocorriam eram devido ao principio de caminho minimo [9]. Este fenomeno como uma efeméride
cientifica ocorreu apenas em 1662, onde o matematico francés Pierre de Fermat postulou que os
raios de luz sempre viajam de um ponto A a um ponto B sobre um meio pelo caminho que requeresse
o menor tempo possivel. O ponto mais relevante a respeito disso é que, da mesma forma que o
teorema da conservacao de energia, o principio de Fermat pode ser obtido utilizando a aplicacao

do principio variacional. O mesmo acontece também com a mecéanica analitica [8].

2.2. Uma introdugao ao Calculo Variacional e a equacao de Euler-Lagrange

Conforme dito em §2.1, as equacbes da mecanica analitica podem ser obtidas através da
aplicagao do principio variacional. Nesta se¢ao apresenta-se sucinta uma abordagem ao principio
do célculo variacional no contexto da mecanica analitica, obtendo-se a chamada equacgao de Euler-

Lagrange, responsavel pela evolugao de um sistema fisico no tempo na mecanica lagrangiana. [3]

Definindo o funcional I[f], sendo f uma funcao [10],

I[f] = /:2 F <f, Zﬁ) da (1)

Assim, calcula-se uma variagdo da funcgao da forma que f — f + df, com a consideracao por
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construcao, de que df é tal que df(z1) = df(x2) =0 [3],

oF =I[f +6f] —1[f] (2)

[t ) (e

Usando-se da linearidade da derivada, a funcdo da eq. (3) é expandida, e considerando os

resultados de primeira ordem, obtendo-se,

(f+6f) df d(ch) OF
<f of > F<f > oS5 57 i aGdfjdn) " @)

De maneira tal que o resultado da eq. (4) é aplicado na variagao do funcional na eq. (3)

_ [l 0F ) oF
Im‘/m {5f of *da a(df/d@}dx )

A eq. (5) apresenta a variagao arbitraria J f. Esse termo pode ser obtido utilizando a integracao

por partes,
*2 oF d oF OF 2
512/ d:néf(a:){—()}+ [5]"(:1:)] (6)
- of  dx \9(df/dx) odf/dx)],,
=0, pois 0f(z1) = df(z2) =0
Ou ainda,

= [t {3 - i)

Analogamente ao cédlculo diferencial, para a condicdo de minimizacao, a derivada do funcional
deve se anular ao ponto minimo dado por f,,. Com isso, 61 = I[fp, +0f] — I[fm] — 0,V f. Assim,

a forma integral,

[ st 2

3f(x) ’f(:r ey 7S (@) (®)

E como trata-se de um variacional que minimize um ativo fisico,

T2 oF d OF
5]2/ dxéf(a;){—()} =0 (9)
o of  dx \odf/dx) )} p(u)=fo ()
Dado a arbitrariedade de d f, o principio variacional leva entao a seguinte condicao,
oF d oF
- _ = - =0 10
o7~ i (o) (1)

A eq. (10) é a equacdo de Euler-Lagrange, equacao fundamental da mecéanida lagrangriana.
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2.3. Mecanica Lagrangiana

Na secao §2.2 o principio variacional foi utilizado a fim de minimizar um determinado funcional
I[f], obtendo-se entao a equacao de Euler-Lagrange, eq. (10), apresentada em funcao de coordena-
das genéricas. Diversas modelagens de parametros fisicos podem ser realizadas, entretanto, uma
determinada consideracgao fisica possibilita o alcance da equagdo de Euler-Lagrange modelada como
instrumento da mecéanica para a obtencao das equagdes de movimento de um sistema fisico [3].

Supondo o funcional S[t], chamado acao, que represente todas as possibilidades de como um
sistema fisico pode variar no tempo. Agora, considerando que este funcional acao, definido na
eq. (11) seja minimizado de forma estacionaria, englobando todos os possiveis ”caminhos” que
conectam dois periodos de tempo, cujo funcional seja funcao da energia potencial e energia cinética

do sistema fisico [3],
)

Sl = | L£(ai, ) dt (11)

t1

Dessa forma, as coordenadas genéricas podem ser pensadas como as posigoes ¢; e velocidades ¢;
relativas ao movimento do sistema. Com isso, a eq. (10) toma forma com estes novos parametros.

Na Mecanica Lagrangiana considera-se, portanto,

r —>t

f(@) —a(t)

(12)

( (13)

df /dx —qi(t) (14)

F(f,df [dx) — L(qi, Gi) (15)

I[f] —5qi] (16)

Na aplicagao da mecanica cldssica a funcao F', presente na equacao de Euler-Lagrange é re-

presentada por uma funcao £, chamada de Lagrangiana, definida por uma relagao entre a energia
cinética e energia potencial do sistema (£L =T —U) [2].

oL d (oL

A resolugao da equagao de Euler-Lagrange como descrita em eq. (17) determina as equagoes que
regem a evolucao dos sistemas fisicos no tempo através da minimizacao de agao, como exemplificado

na subsecao a seguir.
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2.8.1. O Problema de Dois Corpos no viés da Mecanica Lagrangiana

Considere um sistema de duas particulas interagindo entre si através de um potencial de forca

tral, de f t bscrito ! t idveis fisi denadas d
central, de forma que os termos com subscrito * representem as varidveis fisicas e coordenadas do
corpo 1 no sistema inercial de referéncia, e os termos sub escritos com 2 representando os mesmos
parametros para o segundo corpo [1], [11]. A lagrangiana do problema torna-se definida como,

r . r .
L= 5T T + 5Mmers -T2 — U(lry —72f) (18)

Sendo o primeiro e segundo termo do lado direito da equagao a energia cinética dos corpos um
e dois, respectivamente, e U a energia potencial entre os dois corpos.

Trazendo o sistema de coordenas genéricas para a origem do centro de massa do sistema, de
forma que mqr1 + more = 0, criando um novo vetor de coordenadas tal que » = r; — ry e por
ultimo, definindo a massa reduzida g = mymsa/(mi + ms), a lagrangiana, eq. (18) toma a seguinte
forma:

L= %,m'"-i’—U(r) (19)

Da simetria do problema, as coordenadas esféricas com origem no centro de massa do sistema é
bastante conveniente, dessa maneira, a lagrangiana do problema é modificada, em que 6 representa
a coordenada polar e ¢ a coordenadas azimutal [12].

L= %(f2 +7°0% 4+ r2$?sin®0) — U(r) (20)

Partindo do principio que o potencial presente na fungao lagrangiana, eq. (20) é um potencial
de forca central de origem da interagdo gravitacional, aplicado na direcdo do vetor de posicoes 7,
o vetor momento angular do sistema é constante. Assim, o movimento dos sistema se restringe
ao plano # = 7/2, e da condicdo geral de simetria, a lagrangiana dada na eq. (20) toma sua

representagao final em coordenadas polares planas [1]. Com k = Gmimsa.
: k
L= %(rf? +126%) - = (21)

Entao, a equacao de Lagrange torna-se,

aﬁ_d(‘%):o o — i (57) =0 )
0 dt \ 9¢ ) —

Onde g1 =7 e ¢ = ¢.
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As equagdes de lagrange obtidas sao [3],

d .
@ 2d) =0 (23)
it — prd? —kr=2 =0 (24)

O argumento da eq. (23) ¢é a representacao do momento angular do sistema, que é constante no

tempo [1].
L = pr?¢ = constante (25)
Substituindo ¢ na eq. (24),
L? k
w-l X (26)

A resolugao da eq. (26) néo é o melhor caminho para a obtengao de uma fungao de movimento.
Com o resultado obtido para a parte angular da equagéao de Lagrange é interessante revisitar a
lagrangiana em coordenadas polares planas, veja eq. (21), e considerando o teorema da conservagao
de energia em funcao da lagrangiana E = 27T — L, obtém-se uma simples equacao diferencial

ordindria de primeira ordem, cuja resolu¢ao geram as equacgoes de érbita [1]. Onde T é a energia

=B = Vi) (21)

Em que V,sf(r) = V(r) + L?/2ur? é o potencial efetivo.

cinética.

2.4. Mecanica Hamiltoniana

Na secao anterior §2.3 foi realizada uma demonstragao ao que diz respeito a mecanica de La-
grange, entretanto, uma breve descricao de alguns pontos implicitos ao apresentado podem se fazer
interessantes e necessdrios para um entendimento do tépico principal desta se¢do. A dinamica
lagrangiana segue uma apresentagao de n equagoes diferenciais ordinédrias de segunda ordem, refe-
rentes aos n graus de liberdade que o sistema fisico abordado apresente, cada uma dessas equagoes
diferenciais relacionadas as n coordenadas generalizadas, de maneira que com o conhecimento de
2n condigoes iniciais, torna o sistema determinado. Em uma visdao macro, o movimento do sis-
tema pode ser representado graficamente por meio das coordenadas generalizadas g; através de um

espaco de grau n chamado de espago de configuragao. Um ponto no espaco de configuragao define

14



unicamente e univocamente a posicao das particulas, o movimento do sistema reflete em curvas
sobre o espago de configuracao[2].

A mecéanica de Hamilton, em uma estratégia diferente da apresentada por Lagrange, substitui
as n EDOs de segunda ordem por um conjunto de 2n equagoes diferenciais de primeira ordem,
provindas através das coordenadas generalizadas e dos chamados momentos conjugados. Mesmo
estas duas formulagbes da mecénica sendo equivalentes, a dinamica hamiltoniana apresenta uma
vantagem por consolidar uma analise estrutural na mecanica.

A formulagdo de Hamilton é construida de maneira que o espaco formado pelo conjunto de
coordenadas generalizadas e momentos conjugados, chamado de espaco de fases, possam, além de
representar o movimento do sistema, trazer em cada ponto do espago todo o estado do sistema,
sua configuracao e velocidades das particulas em um certo instante.

Este estado de fases, constituido por 2n varidveis independentes, ditas aqui como varidveis
canodnicas do movimento, sao constituidas pelas n coordenadas generalizadas ¢; da dinamica
de Lagrange, e por mais n momentos conjugados p;, definidos em funcao da lagrangiana como
p; = 0L/dq;. A chamada fungao hamiltoniana, relaciona a funcao lagrangiana e as coordenadas
canonicas [3].

Sendo L(g;, ¢;) uma lagrangiana genérica da definicdo dos momentos conjugados, tem-se que p;

é fungao das coordenadas generalizadas e velocidades generalizadas [3].

oL

= 28
Pi= 5 (28)
Entao, definindo uma fun¢do H chamada de hamiltoniana,
H=pig — L (29)
Agora, o diferencial total dessa funcao hamiltoniana é representado por,
E por sua vez, o diferencial total da lagrangiana,
oL OL
dL = —dgq; + —dg; 31
9,4 + 5, % (31)
De maneira que, com a relagdo obtida em eq. (31)
oL oL
dH = dpig; + piddi — | 5—dqi + -dg; (32)
9qi 9gi
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A eq. (32) pode ser reescrita, a partir da definigdo dos momentos conjugados.

. oL oL ..
dH =qidp; — aiq'd(b' + [Pi - aq] dg; (33)
=0, eq. (28)
oL
dH =qidp; — qu% (34)

Entao, da definicao da hamiltoniana como uma fun¢ao das coordenadas canoénicas, obtem-se o

diferencial total [2]

oL oL
dH = T dg + S dps
H =g 06+ 5 dp (35)
Comparando-se as eq. (34) e eq. (35),
oH .
i =q; (36)
oH oL
- 37
04 0 (87)

As eq. (36) e eq. (37) apresentam uma intrinseca relagao entre a hamiltoniana e a lagrangiana.

Dessa forma, com a equacao de Euler-Lagrange e a relacao entre a lagrangiana e os momentos

conjugados,
oL d (0L oL d .
Obtendo-se entao, [3].
. OH
i =3, (39)
OH

= — 4
P dq; (40)

As eq. (39) e eq. (40) descritas nas varidveis canonicas sao as equagoes de Hamilton na forma
geral, onde tem-se uma relacao direta entre a energia e a funcdo hamiltoniana, como descrito

subsequentemente.

2.4.1. A Fun¢ao Hamiltoniana

Na secgao §2.3 foi apresentada a fungao lagrangiana, como uma relagdo entre a energia potencial
e a energia cinética de um sistema fisico, uma relacao similar destas duas formas de energia também

podem ser relacionadas ao conceito da fungao hamiltoniana. Seja a hamiltoniana uma transformada
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de Legendre da lagrangiana, e levando em conta a relagao entre os momentos conjugados e a funcao

de Lagrange tem-se,

oL
H=—¢—L 41
94 & (1)
Sendo £L = T — U, em que a energia cinética é funcao das velocidades generalizadas e que a
energia potencial seja funcao das coordenadas generalizadas, as derivadas parciais presentes no lado

direito da equagao eq. (41) se tornam derivadas parciais apenas da energia cinética, considerando

T = mq;g;/2 obtem-se OL/0q¢; = 2T, assim,[2]

H=T+U=E (42)

Portanto, a funcao hamiltoniana, eq. (42), representa a energia total do sistema, expressa por

meio das coordenadas candnicas [3].

2.4.2. Transformacioes Canonicas e Fungoes Geradoras

Um dos mais importantes resultado da formulacao lagrangiana é que as equagoes de movimento
sao invariantes sobre uma transformagdo em suas coordenadas generalizadas, uma transformagao
no espago de configuracoes ¢; — Q;i(qi1,- .-, qn,t) preserva a forma das equacgoes do movimento [2].
Esta indagacao nao é direta na dinamica de Hamilton, entretanto, restringi-se por construcao a
mudancas de varidveis que preservem as equagoes do movimento na abordagem hamiltoniana. As

equagoes de Hamilton originais, em relagdo a Hamiltoniana #(q;, p;), sdo dadas por:

OH OH

qi

E com a defini¢ao de funcdo hamiltoniana, eq. (29), e o variacional acao apresentado em eq. (11),
o principio variacional em fungao da hamiltoniana H(q;, p;, t) e coordenadas canonicas ¢; e p; é dado
por,
t2

d | (pigi — H(q,pit))dt =0 (44)

t1

Para um novo conjunto de transformadas inversas (¢;,p;) — (Qj, P;), dadas por Q;(g;,pi,t) e
P;j(qi, pi, t) no espaco de fases, por argumento de construcao, considera-se que a fungdo hamiltoniana

transformada IC(Q;, Pj) conserva o formato das equagoes de hamilton [3],
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: oK oK

E analogamente, a relagao apresentada em eq. (44) entre H, ¢; e p; para o principio variacional,

to )
6/t (PjQ; — K(Qj,Pj,t))dt =0 (46)

1

Disso, os dois principios variacionais devem ser validos concomitantemente,

t2

6 | (pidi — H(qi, pirt))dt =0
t1
3
to .
o [ (PQ; —K(Qj, P, t))dt =0
t1

Esta indagacao é valida, por exemplo, quando os dois argumentos de integragao diferem-se por

uma derivada total das coordenadas canodnicas,

. : dd 9 ivt
Ou entao

Onde considera-se que o (5fttl2 (d®/dt)dt = 6(P(g;(t1),qj(t2),t) — (P(pj(t1),p(t2),t)) = 0, pois
00(qi(t1)) = 0P(qi(te)) = dP(pi(t1)) = dP(pi(t2)) = 0 é a imposta condigao estaciondria do
variacional.

A condicao eq. (48) relaciona as coordenadas candnicas novas e originais, definindo as trans-
formacoes canonicas [2].

Definicao: As transformacoes inversiveis (g;, p;) — (Qj, Pj) sao ditas transformagoes candnicas
se e somente se existem funcoes K(Qj, Pj,t) e ®(qi, pi,t) tais que satisfazem eq. (48).[2]

A configuracao da equagao eq. (48) indica uma consideragao de d® como funcao dos dois con-
juntos de coordenadas canonicas, através de ¢; e ;. Suponha que as n equagoes Q; = Q;(¢;, pi,t)
podem ser utilizados para se resolver os n momentos nas coordenadas originais, (p; = fi(q:, Qi,t)),
entdo as n equacoes P; = (gi,p;) podem ser expressos apenas em funcdo de ¢;, Q; e a variavel

t, obtendo-se a relagao (P; = P;(qi, pi(qi, Qi t),t) = Pi(qi, Qi,t)). Em resumo, (g;, Q;) podem ser
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expressos como um conjunto de varidveis independentes de ordem 2n [2]. Com o conhecimento

desse espaco de ordem 2n, retorna-se a funcao ®, e definindo a funcao F; em funcao dos g¢s e ps.

F1i(qi, Qis t) = ®(qiy , pi(gi, Qir t), 1) (49)

Retornando para a equagao que define as transformagoes canonicas, eq. (48), e utilizando-se do

diferencial total da fungao F,

. . OF: 8F 8F
Assim,

_on

bi = 9qi (51)
_ 0F

P=-50 52)

OF
K(Qi Piyt) = Hlgipirt) + .- (53)

Em resumo, dada uma funcao qualquer Fy = Fi(g;, Q;,t), o conjunto de equagdes eq. (51),
eq. (52) e eq. (53) fornece uma transformagao canonica. F; é chamada de fungao geradora desta
classe de transformagdes [2].

A abordagem explicitada é o método para se determinar as funcoes geradoras do tipo 1
(F1(qi, Qs,t)). Entretanto, outros tipos de fungoes geradoras também podem ser obtidas a partir
dos demais conjuntos de varidveis relativas as coordenadas originais e as novas, resultando em
relacoes similares as relagoes eq. (51), eq. (52) e eq. (53) , sendo essas Fy(q;, Pi,t), F5(pi, Qi,t) €
Fy(pi, P;,t), chamadas de fungdes tipo 2, 3 e 4, respectivamente.

A insercdo de funcgoes geradoras por si s6 ndo necessariamente trazem alguma vantagem nas
resolucoes das equagoes de Hamilton. O grande objetivo da insercao destas fungoes é a procura
de uma transformagao canonica apropriada, que resulte na simplificacdo do problema analisado,
facilitando a obtencao das equacoes do movimento, o exemplo subsequente é proposto como forma
de exemplificagao da potencial simplificacao na resolucao das equacoes de movimento de sistemas

dindmicos através da utilizacao das transformagoes candnicas a teoria de Hamilton.

2.4.8.  Transforma¢do Candnica Aplicada ao Problema da Particula Livre Unidimensional

Apenas para fins de entendimento dos ganhos relacionados a aplicacao de funcoes geradoras

para a obtencao de transformacoes candnicas e potencial simplificacdo na resolucao de problemas
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reais, nesta segao é considerado um simples problema de mecanica utilizando-se dos mecanismos
da segao §2.4.2, o problema da particula livre unidimensional [2].

A hamiltoniana da particula livre de massa m é dada por;

2
p
£ 4
H o (54)
A Funcao geradora F) a ser considerada é
)2
O primeiro passo é a aplicagao da equagao eq. (51).
6F1 m
=——=—(q¢— 56
P="5 ~ 1 (¢-Q) (56)
Em seguida, o cdlculo presente em eq. (52).
8F1 m
P=——¢=—(q—- 57
50 = 10 (57)

Entao, com o poder da relacao dos momentos generalizados nas coordenadas candnicas originais
em funcao das coordenadas generalizadas na base original e nova, g e Q, respectivamente, constroi-

se uma relacao direta de ) em funcao de ¢,

Q=p— Lt
" (58)
P=p
Cuja inversa das coordenadas novas para as coordenadas originais é dada por
1=Q+ 5t
" (59)
p=F
E a nova hamiltoniana transformada em funcao das novas coordenadas generalizadas,
2 2 2
p’  OF _ P (- Q)
@Y= T “am ™ 2 (60)

A expressao relativa a nova hamiltoniana deve se restringir a uma funcdo apenas das coordenadas

canonicas transformadas. Do conjunto de equagoes, eq. (59), tem-se,

Ko.ry-2 (61)

2m  2m
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A funcao geradora, Fy, apresenta a propriedade de zerar a hamiltoniana transformada. Com
isso, o proximo passo € obter a resolucao da equagao de movimento transformada no novo sistema

de coordenadas.

. 0K
oK

E substituindo-se novamente nas coordenadas originais,

q:a—ﬁt, p=7 (64)
m

Sendo « e 8 constantes.

Este problema pdde mostrar uma informacao de bastante interesse para problemas gerais, que
se escolhendo uma funcao de geracao adequada, existe a possibilidade de que esta crie uma trans-
formagao canoénica a qual resulte em uma hamiltoniana transformada K nula. Esse fato faz as
equacoes de movimento nas coordenadas transformadas triviais e imediatamente resolvidas, bas-
tando aplicar a transformada inversa, para entao a obtencao das equacoes de movimento para as
coordenadas originais [8]. Esta abordagem pode se tornar bastante interessante para a aplicagao
em diversos sistemas dinamicos, e toma um papel central na formulacdo de outra formulacao da

mecanica, alcangando-se a chamada equagao de Hamilton-Jacobi [2].

2.5. Equagao de Hamilton-Jacobi e as Variaveis de Angulo e Agao

A teoria de Hamilton-Jacobi é uma outra possibilidade de formulagao da mecanica cldssica que
parte do principio de que um certo conjunto de varidveis canonicas (g;, p;) levem, por transformagao
canénica, a um novo conjunto de varidveis (Q;, P;) tais que resultem em uma hamiltoniana iden-
ticamente nula, K(Q;, P;,t) = 0. O método de Hamilton-Jacobi, se apresenta como um poderoso
método para a resolucao das equacoes de movimento.

Considere a imposigao de um conjunto de varidveis canonicas (¢;, p;) que gerem uma determinada
hamiltoniana H(q;, p;,t), € que haja uma determinada transformacao canénica (TC) que tenha a

propriedade de tornar a hamiltoniana transformada identicamente nula[2], ou seja,

(ap1) —  (Qi D) (65)
K(Qi,P;t) =0 (66)
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Dessa maneira, as equacoes de Hamilton sao resolvidas trivialmente, com «;s e ;s constantes,

. oK
Qi_E)Pi =0 — Qi=uo (67)

. oK
0 90, 0o — I} (68)

Com isso, considerando as transformacdes inversas, as coordenadas originais tornam-se simples

funcgoes das constantes «; e ;.

9 = ¢;(Qi, Pj,t)  —  qi(t) = qi(c, Bi, t) (69)
pj = pij(Qi, Pj,t)  —  pi(t) = pi(ai, Bist) (70)
Assim, as eq. (69) e eq. (70) tornam-se as solugoes das equagoes de Hamilton. Disso, a resolucao

se concentra na busca da funcao geradora Fy(q, P,t) = S(q, P,t), relacionada & transformagao

candnica que, atenda os critérios expostos. Para esta fungao geradora tem-se, [10]

oS S oS
i = 7 i = A i?‘F)ivt = ) i7t a, 1
Pi= g Q=55 K@ ) =Hla,pi,t) + (71)
Onde a fungao S(g¢;, pi, t) gera, uma hamiltoniana transformada identicamente nula,
oS
iy Dis T ar 2
Mg, pit) + 5 =0 (72)
Usando o primeiro termo da eq. (71) e reorganizando,
oS oS
ar R t 73
ot " (q 04 ) (73)

A eq. (73) é a chamada equacao de Hamilton-Jacobi [2].

A equacao de Hamilton-Jacobi representa, assim como as equagoes de Hamilton, as equagoes de
movimento. Entretanto, esta formulacao reduz as 2n equagoes diferenciais ordinédrias de primeira
ordem, eq. (39) e eq. (40), em uma unica equacao diferencial parcial de primeira ordem nas n + 1
variaveis. A resolugao de eq. (73) determina automaticamente a transformagao canénica que anula
a hamiltoniana transformada, que por sua vez, resolve as equagbes de movimento nas varidveis
candnicas originais [4]. Outra vantagem da equacao de Hamilton-Jacobi é que néo existe uma
necessidade da obtencao de uma solucao geral, o que seria bastante custoso matematicamente
devido a nao linearidade das equagoes. A obtencao de uma solugao particular ja torna suficiente a
andlise das equagoes, sendo possivel o uso do método da separacao de variaveis.

Seja S a fungao analisada, sua derivada total em relacao ao tempo é,
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as _os,. . 0s
dt g T g
Agora, utilizando-se da primeira relagao, presente em eq. (71) e na equagao de Hamilton-Jacobi

eq. (73),

(74)

dsS .
E_piqz_H—E (75)

E integrando,

S:/Edt

Logo, tem-se que a funcao geradora que se relaciona com a teoria de Hamilton-Jacobi é a acao,

como definida em eq. (11).

2.5.1. Varidveis de Angulo e Ac¢do

Existe um conjunto de varidveis canonicas, chamadas de varidveis de angulo e acdo, o qual
foi introduzido ao formalismo de Hamilton-Jacobi para a resolucao de problemas que apresentem
multiperiodicidade. Em resumo, um sistema pode ser dito como multiperiédico se atender uma de
duas condicoes definidas. A primeira é que ¢; apresente oscilacao entre dois limites definidos, ja a
segunda condigao é de que p; seja a coordenada canonica periddica no tempo [2].

Assim, seja um sistema multiperiédico, onde 27J; representa a area coberta pela curva carac-
teristica no espago de fases nos eixos p; e g;, restrita aos limites de periodicidade da oscilagao [13],

as variaveis de acao sao definidas por,

1
Ji= oo j{pz‘dqi (76)
Aplicando a separacgao de varidveis e considerando o variacional agdo para os casos estudados,
limitando-se a condigao S(g;,t) = W(q;) + aat, é possivel mostrar que sua hamiltoniana transfor-

mada K é a representacao da hamiltoniana original H, expressa como funcao das varidveis angulo

agio Ji, (K = H(J)) [3].

oW
ey

E entao, as varidveis conjugadas as varidveis J;, dadas por ®;, sdo representadas por eq. (77). Na

D,

(77)

secao subsequente é apresentada uma aplicacao das coordenadas de angulo e acdo em um problema

de mecanica celeste, a fim de exemplo.
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2.6. Hamiltoniana de Kepler: Variaveis de Angulo e Agao

Nesta secao é revisitado o problema de dois corpos, a partir da aplicacao da equacao de
Hamilton-Jacobi, com a utilizagdo das coordenadas de dngulo e agdo. A definicdo para o hamilto-
niano do problema, a partir da definigdo imposta na eq. (42), tem-se H = %pf — £. Da simetria
do problema, é interessante a consideracao das coordenadas esféricas, momentos reduzidos e por

consequéncia, a fun¢do hamiltoniana reduzida.[2][14]
5 1 _ ~2 ~2
%:2Oﬁ+%+i@) (78)

Onde, p,, Py € pa, sdo as componentes radiais, polar e azimutal do momento reduzido, respec-

tivamente. E entdo, com a aplicagdo da equacao de Hamilton-Jacobi para S = S(r,0, ¢,t),

1[/88\* [185\> 1 oS\ u -
2[<a> +(289> +(rsin06¢) ] -, F (79)

E com a separagao de variaveis, S = S(r,0,¢,t) = S.(r) + Sp(8) + Sy(¢), é possivel trabalhar

eq. (79) de forma a obter,

ds,\? - p L2
=2F +2— — — 80
( dr ) + rooor? (80)
dSe 2 =9 I:Z
=12 _ 81
< db ) sin? (81)
dSs -
—2 =L, 82
o (52
Que de imediato trazem os seguintes resultados,
72
=2 > po L
=2F +2- — —
jim +2- -5 (83)
. L
) 2 z
=L*— 84
Po sin2 0 (84)
1545 :Ez (85)

E calculando as varidveis de acao,
J—1f~m—1fim (86)
¢ " on Pe® = 27 N

1 1 E L2
—_— D —_ — L2 — Z
Jo 21 fpgd@ 21 % sin? Gde (&7)
1 [ 1 | - ou L2
r = r = — 2E e —_
J 27 fp dr 27r7{ * T * 72 dr (88)

(89)
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O desenvolvimento das integrais apresentadas podem entdo ser realizados, obtendo-se as

relacoes,
Jo =L, (90)
Jog =L — |L.| (91)
1 -2 Jo +|Js])?
Jr:f\/2E+“+(9 L‘M) dr = “~—(J9+|J¢y) (92)
27 T r \/ —9F
E a energia reduzida do sistema,
2
= M
E=— 93
2(Jr + Jg + |Jy))? (93)
Como a Hamiltoniana é independente do tempo, H = E J[13]
2
Y M
H=— 94
30, T Iy £ 1T, o)

De forma final da apresentagao dos recursos matematicos, necessarios para a abordagem do

problema proposto, é apresentada a teoria de perturbacao no contexto da mecanica de Hamilton.

2.7. Teoria de Perturbagao

A grande maioria dos problemas fisicos ndo apresentam uma resolucao analitica as quais as
ferramentes da mecéanica hamiltoniana, sozinhas, possam representar. A mecanica celeste foi a
primeira area a qual o estudo de formas de alcancar modelos aproximados de determinados pro-
blemas fisicos sem resolucao analitica primeiro obteve sucesso, através da aplicagao dos chamados
métodos perturbativos. Estes métodos possibilitaram, por exemplo, a primeira aferigao da presenga
de Netuno no sistema solar.

O problema de dois corpos é um problema da mecanica que apresenta resolugao analitica, porém,
no problema de trés corpos, ou no caso do problema de dois corpos sem simetria perfeitamente
esférica, este fato j4 nao ocorre e uma resolucao analitica exata nao pode ser alcancada. Desta
maneira, seja o movimento em estudo governado por meio da fungao potencial U do sistema,
composta por uma componente Uy representando uma condicao com resolucao analitica conhecida,
e R dita funcao perturbadora, com U = U, + R, a teoria de perturbacao toma por objetivo
encontrar uma maneira de se contabilizar os efeitos da funcao perturbadora, R, sobre o modelo
fisico em anaélise.

De forma geral, a teoria de perturbacao nao precisa se restringir para casos onde os efeitos
perturbativos sejam pequenos, entretanto, nos limitamos as perturbacgoes gerais, que apresentam

este tipo de restricao frente ao caso analitico.
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2.7.1. Perturbacdes Gerais na formulacao Hamiltoniana

As perturbacbes gerais partem do fato que a energia potencial de uma 6rbita varia lentamente
sobre efeitos da funcao perturbadora, de maneira que a variacao dos elementos ao passo de tempo
possa ser analiticamente analisada pelo método. Nestes tipos de perturbagoes, as fontes pertur-
bativas apresentam-se de maneira explicita nas equagoes, de forma que H = Ho + H1. Onde Hy
representa a hamiltoniana nao perturbada e H; representa o fator perturbativo da hamiltoniana.

Como em varios problemas fisicos conhecidos, a resolucdo de um determinado conjunto de
varidveis canonicas, resultam em uma hamiltoniana transformada identicamente nula. As consi-
deragoes expostas para a determinacao de um método de teoria da perturbacao geral se dao, dentre
outros aspectos, pela vantagem desta condicao.

Seja H(,(Qi, P;) a hamiltoniana de um problema fisico onde exista uma determinada trans-
formacao canénica que Hy(Q;, P;) ACA Ho(gi,pi) = 0, fazendo que ¢; = o e p; = B4, com «; e f3;
constantes, considerando que seja adicionada uma perturbacao H; a este sistema fisico a hamilto-
niana total do sistema torna-se H = Hy + H1. Disso, dada a definicdo das equagoes de Hamilton,

eq. (39), e eq. (40), com a funcao perturbadora dada por H; = —R,

6(7‘[0 +7‘[1) _67‘[1 B OHy OR

= opi “op 0B, 0B " (95)
. OHo+H1)  OH1  O0Hi1 OR 5
pi= Bql- - 8qi N 6@1' - 80&,; N BZ (96)

Entao, conhecida a funcao perturbadora, e as coordenadas generalizadas analisadas sejam tais
que zeram a hamiltoniana do sistema nao perturbado, o conjunto de equagoes, eq. (95) e eq. (96),
definem a variacdo no tempo das coordenadas generalizadas devido a presenca de perturbacao
R. Com o conhecimento dos assuntos abordados ao longo da §2, tem-se poder dos artificios

matematicos para a modelagem do problema.

3. INFLUENCIA DA PERTURBACAO NA DINAMICA DO MOVIMENTO ORBITAL
DE UMA PARTICULA

Com as ferramentas da teoria de perturbacao desenvolvidas em §2.7 é modelada a funcao per-
turbadora para o modelo de andlise, que considera a influéncia da pressao de radiacao solar e
o achatamento terrestre como fontes perturbativas do movimento de uma particula ao redor da

Terra.
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3.1. Perturbagao por Pressao de Radiacao e do Potencial Gravitacional

Considerando o sistema dinamico do problema de dois corpos e as perturbagoes da pressao
de radiagao solar e do potencial gravitacional de achatamento Jy foi feito um estudo analitico no

movimento orbital de uma particula orbitando a Terra.

3.1.1. Func¢do Perturbadora: Pressio de Radia¢do Solar

Um sistema planetocéntrico é um modelo fisico onde o corpo analisado encontra-se constan-
temente atingido por ondas eletromagnéticas provindas do Sol. Particulas ou detritos sofrem
expressivas modificagoes a sua dinamica, devido a constante transferéncia de energia e quantidade
de movimento da radiacdo. [5][7]

A particula em estudo considerada esférica. Assim, a relacao entre a forga provida pela pressao

de radiacao e da forga gravitacional da Terra sobre esta particula, definindo um parametro, [7]

F, 3Q,Sa?
o= ——

=—— 97
Fo  4GMgcpys (97)

Onde @, representa o coeficiente da pressao de radiagao solar, S o fluxo solar, a o semieixo maior
da érbita da particula no sistema planetocéntrico, G a constante de gravitacao universal, ¢ a
velocidade de luz no vacuo, Mg a massa da Terra, p, a densidade da particula e s representando
o raio da particula.

A eq. (97) demonstra uma relacdo entre as duas naturezas de interagdo, de maneira que o
vetor de forca de radiacdo possa ser dado por F,. = on2aS , onde o versor S representa o ve-
tor unitario radial apontando do Sol ao centro da Terra e n o movimento médio da particula.
O versor S no sistema planetocéntrico equatorial equinocial tem componentes dadas por S =
—(cos Ag; cosesin Ag; sine sin Ag). No sistema de coordenadas planetocéntrico equatorial equinocial
os eixos X, Y e Z representam a direcao do equindcio vernal, a direcdo no plano equatorial do
planeta ortogonal ao equinécio vernal e a dire¢ao do polo norte do planeta, respectivamente [6].
A componente ¢ representa o angulo entre o plano orbital e o plano equatorial e s representa a
longitude do Sol, medida no plano orbital terrestre a partir do equinécio vernal.

Disso, pode-se representar a funcao perturbadora da radiagao solar %, [6],

Ry = —on*a(x cos s + ycosesin A + zsinesin \y) (98)
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Onde as coordenadas z, y e z sdo relacionadas com os elementos orbitais da seguinte forma [6],

x =r{(coswcos f —sinwsin f) cos Q — (sinw cos f + sin f cosw) sin Q2 cos i}
y = r{(coswcos f —sinwsin f)sin {2 + (sinw cos f + sin f cosw) cos Q2 cos i} (99)
z = r{sinwcos f +sin f cosw} sini
Onde, r é a distancia planetocéntrica, ) longitude do nodo ascendente, i inclinagao orbital em
relagdo ao plano equatorial, w argumento do pericentro, f anomalia verdadeira e n o movimento

médio da particula.

Obtendo-se, entao, a funcao perturbadora da pressao de radiacao solar [5],

3
(%) =R, = §Jn2a26{cos w(cos Q2 cos Ag + sin Q2 sin A\g cose) + sinw(— sin 2 cos i cos Ag+
(100)

cos Q2 cosisin \s cose + sinisin Agsine)}

Sendo e a excentricidade da érbita.

3.1.2.  Funcgao Perturbadora: Achatamento Terrestre

A distribuicdo de massa dos corpos celestes afeta substantivamente a dinamica dos corpos que
os orbitam. A quantificacao destes efeitos podem ser expressos através do potencial gravitacional

por meio da superposigao dos harmoénicos resultantes da resolugao da equacao da Laplace [15],

U= G]\;[@ {1 — g Jn (R:B)nPno(sin@ + g E Jnm (R:B)ncosm()\ — )\gg)an(singb)}
n=2
(101)

n=2m=1

Onde Rg ¢é o raio equatorial da Terra, Mg a massa terrestre, ¢ a latitude, A a longitude, J,,

Jnm, A22 0s coeficientes caracteristicos e Py, os polinémios associados de legendre, com P, (z) =
_(1 _ x2)m/2(dn+m)/(dxn+m)(x2 _ 1)71'

Assim, a fungdo perturbadora do potencial gravitacional, considerando o termo Jo é dada por

2 .
R, = G];f@ (R;];) {—J2 (381n22¢— 1>} (102)

E, utilizando os elementos orbitais [7],

B 3Ry a3 1 1 ., 2\—3/2
RJQ—M{2 3 (;) [3—25111 | o (1 —e%) (103)
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3.2. Perturbacao Total
A perturbacio total se da pela soma da influencia destas duas perturbacoes
R:Rr—i-Rh (104)

Considerando o caso planar, tem-se a inclinacao, longitude do nodo ascendente e obliquidade

da eliptica como nulas (i = Q = ¢ = 0), assim [7],

1 Re\’
R = gan2a2e[cos As COSw + sin Ag sinw] + §n2a2J2 (f) (1—e?)73/2 (105)

Embora orbitas singulares sejam passiveis no problema estudado, a fun¢ao dada na eq. (105)
apresenta singularidade topoldgica ao ser aplicado no sistema de coordenadas considerado. Um

contorno desta situagao é obtido pela aplicacao de elementos orbitais nao singulares [7],

77, = eCcoSw
k= esinw (106)
62 _ h2 + E,Q

Considerando-se este novo sistema de coordenadas nao singulares, a funcao perturbadora dada

na eq. (105) é representada por,

_ _ 1 2 o
R = %"%[h cos s + ksin ] + Sn%a’Jy <P;®> (1—R2 — k?)73/2 (107)

Por conseguinte, dado que que h e k sdao funcoes exclusivamente de w e e, a derivada dos
elementos em funcdo do tempo é representada por intermédio da regra de cadeia. dh/dt =
(Oh/0e)(de/dt)+(Oh)0w)(dw/dt) e dk/dt = (Ok/De)(de/dt)+(dk/Ow)(dw/dt). E como a longitude
do Sol, \s, depende linearmente do tempo, considera-se as derivadas em func¢éo desta coordenada,

a fim de manter o conjunto de equagoes adimensionais [16]. Obtendo-se portanto [7],

dh k 2 S
= —3n/2n, [kQ)JQ (?) +0vV1—h?—k2sin )\8]

ds (1—h2—
_ ) ) (108)
d)\s = —3n/2n8 [HZ_MJ2 (a) + g 1 - h2 - kQ COS )\3]

Sendo ns; 0 movimento médio do Sol.
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Retornando entdo as coordenadas originais (h,k) — (e,a), com o = w — A, encontra-se o

seguinte conjunto de varidveis [6],

de _\/1—6287—[

dA e da
s 109
o __ V=@ "
d\s e Oe
Em que: H = H(e,a),
M — %(1_62)_3/2+M+C€C08a (110)

Sendo: W = 3n/2nsJo(Re/a)? e C = 3no/2n,.
Retornando as coordenadas cartesianas, a representagao do Hamiltoniano do problema é dada

por [5],

H = %(1—x2—y2)—3/2+m+&c (111)

A representagao eq. (111) é o formato final da hamiltoniana de estudo, como inserida na rotina

desenvolvida para a andlise do comportamento do espago de fases para os casos analisados.

4. RESULTADOS

Com as ferramentas da mecanica analitica apresentadas durante §2 e a hamiltoniana modelada
para o problema presente em §3 foram desenvolvidas rotinas computacionais no software Matlab
para a analise de condigoes de sistemas dindmicos de interesse.

O Estudo [7] analisou a evolucao orbital de uma nuvem de particulas que orbitam ao redor
da Terra sujeitas as perturbacoes do achatamento terrestre Jy e da Pressao de Radiagao Solar
utilizando integracoes numéricas das equagoes diferenciais do sistema dinamico. Os resultados al-
cangados mostraram um acentuado desvio da excentricidade maxima em certas regioes e um estudo
analitico foi realizado para se estudar o aparecimento deste comportamento na excentricidade da
particula.

Desta forma, neste trabalho o primeiro resultado alcangado foi uma revisita ao caso analitico
estudado por [7] do sistema planetocéntrico sobre a influéncia da pressao de radiagao e achata-
mento terrestre, analisando-se a mudanca de comportamentos do espago de fases sobre diferentes
altitudes para uma particula de 20um de raio. De maneira complementar, aplicado ao mesmo
sistema anterior, foi investigada a influéncia da variacao das dimensoes da particula no padrao de

comportamento do espago de fases do sistema.
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4.1. Particula de 20um

Considerando-se uma particula de 20um de raio orbitando a Terra sobre diferentes altitudes, foi
possivel a obtencao do espaco de fase para cada uma das altitudes analisadas, sendo estas 12.500km,
14.300km, 14.800km, 14.900km, 17.000km e 20.000km. Constata-se que o resultado combinado da
perturbacao de pressao de radiacao solar com a perturbagao de achatamento terrestre Jo ocasiona
uma alteracao do comportamento da excentricidade, nota-se que em altitudes préximas a 14.900km
ocorre uma bifurcagao no espaco de fases que altera o comportamento de suas curvas se comparado
a altitudes superiores a inferiores destes valores, veja fig. 1.

Nas altitudes de 12.500km e 14.300km nota-se uma evolugao na projecao do efeito de libragao do
espaco de fases, indo de encontro a bifurcacao que ocorre a primeira vez em algum valor de altitude
ligeiramente inferior a 14.800km, pois nesta altitude ja pode-se notar, para as curvas de nivel
obtidas, o aparecimento de pequenas regites de circulagoes no espago de fases. Para as altitudes de
14.900km e 17.000km as curvas de nivel que demonstram o aparecimento da bifurcagao, que marca
a mudanca do comportamento do espaco de fases, gerando o aparecimento dominante do efeito de
circulagdo com o aumento da altitude, como visto em 20.000km. Em [7] estudou-se o espago de
fases destas mesmas altitudes e, durante o estudo numérico, encontra-se um comportamento de
amplitude da excentricidades crescente para altitudes superiores a que resulta no aparecimento de
bifurcagao, e decrescente para valores inferiores a esta.

A mudanca de comportamento do espaco de fases, pode sugerir a correlacdo de termos da
hamiltoniana perturbada referentes ao movimento médio da particula e longitude do Sol, que

apresentam valores comensuraveis [17][18].
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€Cos

Figura 1. Espaco de fases para particula de 20pum. Elaboragao prépria, 2022.

4.2. Particula na altitude de 16.000km

Na consideracao de particula sobre altitude constante de 16.000km tomou-se o espaco de fases

do sistema composto pela particula em diversas dimensoes de raio, logo no entorno do raio onde
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foi obtida a bifurcagao, sendo estas 5um, 9um, 10um, 11um, 12um e 25um e , para fins de analise
da tendéncia do espaco de fases, em uma faixa mais extensa de dimensoes da particula, sendo
estas 2um, bum, 10pum, 15um, 25um e 50um, no intuito de se verificar o comportamento de
aparecimento da bifurcacao do espaco de fases, sobre efeito de modificagdo da variavel de massa, e
a diferenca do comportamento destes em uma faixa de diferentes valores de dimensoes de particula,
conforme apresentado em [6] no caso de Deimos, lua de Marte.

Esta verificagao também levou em consideracao expressao empirica da tendencia do compor-
tamento da excentricidade apresentada em [7], guiando a escolha da regiao em situagbes onde
encontra-se o acentuado desvio de excentricidade maxima. Como o resultado anterior, constata-se
que os efeitos combinados da perturbacao de pressao de radiacao solar com a perturbacao de acha-
tamento terrestre ocasionam uma alteracdo do comportamento de excentricidade. O mesmo perfil
de evolugao do espago de fases do caso anterior, também ocorre em determinadas combinacoes
onde sao variadas as dimensoes, e por consequéncia a massa da particula fig. 2 e fig. 3. Nota-se
que para particulas de até 9um de raio nao ocorre o aparecimento de bifurcagdao, comportamento
encontrado para o caso da particula de 10um, como visualizado em fig. 2 e demais particulas de
dimensoes superiores a esta, conforme visto em fig. 3.

Seguindo a mesma tendéncia de formacao do espago de fases, dessa vez com variagao da dimensao
da particula, pode ser analisada a tendéncia de crescimento e decrescimento da excentricidade
maxima da particula, como realizado em [7] para a condi¢do anterior. Existe a indicagao pelo
espaco de fases que particulas como na condigao analisada apresentem tendéncia de decrescimento
da excentricidade até 9um, seguida da tendéncia de crescimento para valores superiores a 10um
até pelo menos 50um.

Ainda pelo fato do aparecimento da mesma tendéncia do espago de fases, possivelmente o
aparecimento da mudanca de comportamento deste deve ser dar devido a correlacao de termos da
hamiltoniana perturbada referentes ao movimento médio da particula e a longitude do Sol, que

apresentam valores comensuraveis [17][18].
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Raio 9 pm

esin «

Raio 11 pm

esin «

Raio 12 ym

esin «

€ COos €COos «x

Figura 2. Espaco de fases para particula na altitude de 16.000km, aos arredores da bifurcacao. Elaboragao

prépria, 2022.

5. CONCLUSOES

As ferramentas da mecéanica analitica possibilitam que uma anélise intrinseca aos problemas

fisicos sejam revelados, em especial, no caso da mecanica de Hamilton-Jacobi, o problema de
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Figura 3. Espaco de fases para particula na altitude de 16.000km. Elaboragao prépria, 2022.

perturbacao em um sistema dinamico torna-se bastante direto de ser analisado. Uma troca entre
uma teoria mais completa e rica, em decorréncia da simplificacdo de certos casos especificos.

A pressao de radiacao solar combinada com o achatamento terrestre influenciam no sistema
dinamico de dois corpos de maneira que, para determinados conjuntos de parametros, os efeitos de

bifurcacao no espago de fases sejam constatados, resultados ja notados na aplicacdo numérica na
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teoria newtoniana em [7].

Os dados da fig. 1 demonstram crescimento da excentricidade da 6rbita até uma altitude no
entorno de 14.000km, a partir de 14.800km nota-se a bifurcacdo no espaco de fases e, entao,
decrescimento dos valores de excentricidade da érbita da particula. Também, como estudado por
[6] e [5], pode-se constatar a dependéncia da dimensao da particula na evolugao da excentricidade
da orbita, a fig. 2 mostrou que na condi¢ao de uma particula a 16.000km de altitude, no intervalo
de dimensoes da particula de raio entre 9um e 10um ocorre a bifurcacao. Este estudo analitico
mostrou a existéncia de dependéncia no comportamento do espaco de fases ao sistema dinamico
das dimensoes da particula e regiao orbital da mesma, de maneira ao comportamento do espago
de fases e a comensurabilidade entre a longitude do Sol e o movimento médio da particula, que
podem sugerir um efeito ressonante entre o movimento médio do objeto de estudo e o movimento
médio do Sol, como descrito por [17] e [18].

Ideias de continuagao deste trabalho podem ocorrer na investigacao de demais modificagoes
do problema que causem também este efeito de mudanca de comportamento do espaco de fases e
também um aprofundamento do estudo, como por exemplo, a ressonancia do tipo 2:1, que podem

causar a mudanca do comportamento do espago de fases.
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