
Efeitos de confinamento quântico no transporte de gás de elétrons bidimensional de
GaAs

R.F.Souza∗
Universidade Federal do ABC

(Orientador: Dr. Gustavo Michel Mendoza La Torre)
(Dated: 14 de junho de 2018)

Os efeitos de confinamento são estudados a partir de dispositivos conhecidos como Quantum Point
Contact e Open Quantum Dot (transistores quânticos). Iniciamos com uma descrição dos disposi-
tivos e apresentação do modelo adotado, em especial a discretização da equação de Schrödinger na
aproximação da massa efetiva, seguida de uma discussão sobre o efeito da quantização da condutân-
cia. Apresentamos o método recursivo das funções Green, utilizado nas simulações computacionais
e a partir dos resultados obtidos, discutimos outros efeitos resultantes do confinamento quântico,
como o tunelamento ressonante, localização de estados, splitting e ressonâncias de Fano.

I. DISPOSITIVOS QUÂNTICOS

Quantum Point Contacts (QPCs) e Open Quantum
Dots (OQDs) são dispositivos quânticos (transistores)
formados a partir de um gás de elétrons bidimensional
(2DEG) em uma heterojunção GaAs-AlGaAs [Fig.1].
Estes sistemas são de dimensões mesoscópicas, onde o
comprimento de onda de Fermi e as dimensões dos dis-
positivos são muito menores do que o livre caminho médio
do elétron [1],[2]; são construídos através da técnica de
epitaxia [3] de forma que não existam impurezas no dis-
positivo e portanto, não ocorram espalhamentos devido a
outros centros espalhadores senão aos potenciais de con-
finamento. Estes dispositivos quânticos são muito impor-
tantes pelas diversas aplicações tecnológicas que podem
ter, como na computação quântica como detectores de
carga em qubits [4]. Nestes sistemas mesoscópicos, as di-
mensões espaciais são da ordem do comprimento de onda
de De Broglie, desta forma estes sistemas são governados
pelos efeitos de interferência quântica.

Figura 1. a) Heteroestrutura composta por GaAs e AlGaAs,
com destaque para a região (interface) onde se forma o 2DEG.
b) Os retângulos pretos representam os gates (técnica de split-
gates). Um potencial aplicado aos gates altera a densidade de
estados no 2DEG. Com a forma dos gates mostrados, geramos
um QPC.

No plano x,y não há confinamento e a princípio, temos
estados contínuos (2DEG), ver Fig.1. Porém, através da
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técnica de split-gate podemos confinar o 2DEG em ou-
tras direções, no presente trabalho confinamos na direção
y [Fig.1(b)]. Esta técnica nos permite também manipular
a forma (geometria) do confinamento, criando Quantum
Wires (QW), Quantum Point Contacts (QPC) e até ge-
ometrias compostas, como Open Quantum Dots (OQD)
que são formados por um dot central e 2 Quantum Point
Contacts, ver por exemplo a Fig.9.

Ao aplicar um potencial aos gates, altera-se a distribui-
ção eletrônica do 2DEG [Fig.2], gerando confinamento la-
teral em uma região denominada região de espalhamento.
De acordo com a forma geométrica da região de espalha-
mento, obtemos um QPC ou um OQD. Além da região de
espalhamento, há 2 contatos, denominados fonte e dreno.
A estes contatos é aplicada uma diferença de potencial
δV , fazendo com que elétrons sejam transportados de um
contato à outro (corrente I na Fig.2(a)).

Figura 2. O potencial elétrico aplicado aos gates (a) altera
a densidade de estados no 2DEG abaixo destes (b), criando
barreiras de potencial confinando os elétrons

Devido ao confinamento na direção y (que chamaremos
de direção transversal), surgem estados discretos nesta
direção. Na outra direção (direção x, longitudinal), os
estados são contínuos e pode-se gerar uma corrente que
pode ser medida através da condutância (G = dI/dV )
ou do coeficiente de transmissão da onda associada ao
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elétron. É importante citar que as dimensões do 2DEG
usados são menores do que o livre caminho médio do
elétron e os materiais que compoem as heteroestruturas
são considerados ideais, isto é, a heteroestrutura é com-
posta por cristais perfeitos, periódicos e sem impurezas,
de forma que a onda associada ao elétron sofra espalha-
mentos apenas devido aos potenciais aplicados aos gates.

II. MÉTODOS E TÉCNICAS USADAS PARA
MODELAR OS SISTEMAS

A. Aproximação da Massa Efetiva ou da Função
Envelope para Heteroestruturas de GaAs

Diferentemente de um elétron livre, aqui o elétron se
encontra dentro de um material formado por N átomos
em um arranjo periódico, isto significa que o elétron está
sob influência de um potencial periódico associado aos
átomos da rede cristalina do material. Portanto, para es-
tudar o transporte eletrônico, a hamiltoniana do elétron
deve levar estes efeitos em consideração. Através da apro-
ximação Tight Binding convencional (ou ligação forte),
podemos determinar a hamiltoniana do elétron sob efeito
de um potencial periódico. De acordo com o modelo
Tight Binding, a função de onda é uma combinação linear
das funções dos orbitais dos átomos mais próximos, tam-
bém chamados de primeiros vizinhos [5],[6],[7],[8]. Em
outras palavras, se em um átomo isolado temos estados
discretos, em um cristal as funções de onda podem se
combinar e como consequência geram regiões ou bandas
de energia permitidas e proibidas (gaps). As soluções da
equação de Schrödinger devido a potenciais periódicos
são conhecidas como funções de onda de Bloch [5],[8].

Resolvendo a equação de Schrödinger com condições
de contorno periódicas, obtemos a equação (1), a qual
define a estrutura de bandas. A integral que aparece em
(1) é conhecida como integral de hopping e representa a
interação entre um sítio e seus primeiros vizinhos. Em
geral, a integral de hopping é um parâmetro ajustado de
acordo com o experimento.

E(~k) = εs +
∑
τ

ei
~k·~τ
∫
φ∗s(~x)∆V φs(~x− ~τ))d~x (1)

Na equação (1), εs é a energia no átomo, ~k é o vetor
de onda no cristal, ~τ é um vetor de translação da rede,
φs(~x) é a função de onda no cristal na posição dada por
(~x) e ∆V é o potencial no cristal. A somatória é sobre os
primeiros vizinhos. Na Fig.3 mostramos a estrutura de
bandas que pode ser obtida com o modelo Tight Binding
convencional. No eixo de simetria Γ, o fundo da banda de
condução (indicada com uma seta) é aproximadamente
parabólica. Podemos obter este resultado analiticamente
efetuando o cálculo de (1). O resultado obtido é escrito
em função de cos(k) que pode ser expandido em série de
Taylor, e para k pequeno (fundo da banda), obtemos um

perfil de banda proporcional a k2, semelhante à partícula
livre. Isto é comprovado experimentalmente ao analisar
o perfil de bandas de energia do GaAs [Fig.3].

Como consequência de (1) na aproximação de k pe-
queno, obtemos um parâmetro conhecido como massa
efetiva [5]:

m∗ = − ~2

2γ(a0)a2
0

(2)

Sendo γ(a0) a integral de hopping e a0 o parâmetro de
rede. Logo:

E(k) ≈ ~2k2

2m∗
(3)

Ou seja, o elétron (quasi-partícula) no fundo da banda
de condução com perfil parabólico, se comporta como
se fosse um elétron livre com massa efetiva m∗. Para o
GaAs, m∗ ≈ 0.067m, sendo m a massa do elétron livre.

Figura 3. Relação de dispersão para o GaAs calculado através
do método Tight Binding. As letras no eixo x representam al-
guns valores de interesse de k. Cada material possui um perfil
característico de estrutura de bandas. Destaque para a região
apontada pela seta vermelha, para valores de k pequenos,
temos um perfil parabólico da banda de energia, indicando
que o elétron se comporta como se fosse uma partícula livre
(quasi-partícula).

O modelo Tight Binding faz parte de uma análise do
ponto de vista atômico do material e serve apenas para
mostrar que, com a modificação da massa do elétron para
uma massa efetiva e para algum valor especial de ~k (fundo
da banda de condução) podemos utilizar a equação de
Schrödinger como se o elétron fosse uma partícula livre
(mesmo dentro do material). O hamiltonano agora na
aproximação de massa efetiva é dado por [9]:

H = −~2

2
∇ · 1

m∗(~r)
∇+ V (~r) (4)

Aqui a massa efetiva (m∗) está representada no espaço da
posição, mas com uma transformada de Fourier podemos
passar para o espaço de momentos. Este Hamiltoniano,
equação (4), é útil quando m∗ é uma função da posição
~r, por exemplo, quando se deseja calcular a transmis-
são através da heteroestrutura mostrada na Fig.1(a) ao
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longo da direção z. Na direção z alternando GaAs e Al-
GaAs podem-se construir diodos de tunelamento resso-
nante (RTD) [10], nesses casos quando a quasi-partícula
passa de GaAs para AlGaAs muda sua massa efetiva.

Uma análise numérica requer a discretização da equa-
ção de Schrödinger na aproximação da massa efetiva, uti-
lizando o método de diferenças finitas, aproximando as
primeiras e segundas derivadas que aparecem na equação
(4). Diferente do caso do RTD, no 2DEG na aproximação
da massa efetiva (ou função envelope), a massa torna-se
constante e é denominada apenas por m∗.

Em duas dimensões (direção transversal y e longitudi-
nal x), o nosso Hamiltoniano aplicado em ψ(x, y) agora
fica como:

Hψ(x, y) = − ~2

2m∗

[
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]
ψ(x, y) + V (x, y)ψ(x, y)

(5)

Utilizando os polinômios de Taylor [11] podemos escre-
ver ψ(x+ ∆x, y) e ψ(x−∆x, y) como:

ψ(x+ ∆x, y) = ψ(x, y) + ψ′x(x, y)∆x+
ψ′′x(x, y)∆x2

2

ψ(x−∆x, y) = ψ(x, y)− ψ′x(x, y)∆x+
ψ′′x(x, y)∆x2

2
(6)

Com ψ′x e ψ′′x sendo a primeira e segunda derivada em
relação a x respectivamente.

Somando as duas equações e isolando o termo da se-
gunda derivada, obtemos:

ψ′′x(x, y) =
1

∆x2
(ψ(x+ ∆x, y)− 2ψ(x, y) + ψ(x−∆x, y))

(7)

Analogamente, obtemos para y:

ψ′′y (x, y) =
1

∆y2
(ψ(x, y + ∆y)− 2ψ(x, y) + ψ(x, y −∆y))

(8)

Com estes resultados em mãos, podemos substituí-los
em 5. Aqui, o parâmetro de rede a = ∆x = ∆y não é
necessariamente o parâmetro de rede do cristal (que já
está embutido no parâmetro de massa efetiva e é cons-
tante para o 2DEG). O parâmetro a é resultado apenas
da discretização matemática pelo método das diferenças
finitas.

Substituindo as derivadas pelas aproximações obtidas
com o método das diferenças finitas, temos:

Hψ(x, y) = − ~2

2m∗a2
[ψ(x, y + a)− 2ψ(x, y) + ψ(x, y − a)

+ψ(x+ a, y)− 2ψ(x, y) + ψ(x− a, y)]

+V (x, y)ψ(x, y)

= − ~2

2m∗a2
[ψ(x, y + a)− 4ψ(x, y) + ψ(x, y − a)

+ψ(x+ a, y) + ψ(x− a, y)]

+V (x, y)ψ(x, y)

(9)

Neste momento, nosso sistema que antes era contínuo
[Fig. 4(a)] agora está discretizado [Fig. 4(b)]. As co-
ordenadas são transformadas (x, y) → (xm, yn), onde
xm = am e yn = an. A função de onda em termos
das coordenadas discretas e por fim, adotando a notação
bra-ket é escrita como:

ψ(x, y) ≡ ψ(am, an) ≡ ψm,n ≡ |m,n〉 (10)

Reescrevendo (9) com esta notação e rearranjando os
termos, obtemos:

H |m,n〉 =

(
− ~2

2m∗a2

)
[|m,n+ 1〉+ |m,n− 1〉]

+

(
− ~2

2m∗a2

)
[|m+ 1, n〉+ |m− 1, n〉](

2~2

m∗a2
+ Vm,n

)
|m,n〉

(11)

Calculando os elementos de matriz deste Hamiltoni-
ano 〈m′, n′|H |m,n〉, obtemos uma matriz Bloco Tri-
diagonal, como pode ser visto a seguir:

H =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m = 1 m = 2 m = 3ε1,1sVy
0

Vy
ε1,2s
Vy

0
Vy
ε1,3s

 Vx0
0

0
Vx
0

0
0
Vx

 0
0
0

0
0
0

0
0
0


Vx0

0

0
Vx
0

0
0
Vx

 ε2,1sVy
0

Vy
ε2,2s
Vy

0
Vy
ε2,3s

 Vx0
0

0
Vx
0

0
0
Vx


0

0
0

0
0
0

0
0
0

 Vx0
0

0
Vx
0

0
0
Vx

 ε3,1sVy
0

Vy
ε3,2s
Vy

0
Vy
ε3,3s



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m = 1

m = 2

m = 3

(12)

Considerando M sítios longitudinais (m) e N sítios
transversais (n), como mostrado na Fig.4(b), este Hamil-
toniano é uma matriz de (M × N)2 elementos, na qual
cada ponto m tem associado uma sub-matriz de sítios
transversais. O ponto longitudinal m define uma cadeia
transversal e n define um ponto da cadeia transversal.
Vy é o hopping entre os pontos da cadeia transversal e
Vx é o hopping que acopla as cadeias transversais vizi-
nhas. Aqui, εm,ns é a energia de sítio na posição (m,n)
[Fig.4(b)]. Devido à simetria do sistema, Vx = Vy = V .
Da mesma maneira, εm,ns = εs. A matriz da equação
(12), exemplifica um sistema com 3 cadeias transversais
(m = 1,m = 2 e m = 3), cada uma com 3 sítios (sub-
matrizes diagonais).

Os valores das energias de sítio e hopping obtidas de
(11) são:

εs =
2~2

m∗a2
+ V (x, y) (13)
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V = − ~2

2m∗a2
(14)

Desta forma, estamos mostrando que a discretização
da equação de Schrödinger (na aproximação da massa
efetiva) nos leva diretamente para um Hamiltoniano dis-
creto que tem a forma de um Hamiltoniano Tight Bin-
ding (TB). Este Hamiltoniano TB não é atomístico, nosso
Hamiltoniano TB encontrado aqui com discretização, re-
presenta a discretização do comportamento contínuo da
função de onda da quasipartícula eletrônica (função de
onda envelope). Assim nosso Hamiltoniano discreto, será
chamado de Hamiltoniano TB na aproximação da massa
efetiva.

B. Modelo Tight Binding na aproximação da
massa efetiva

Inicialmente modelamos um sistema 2DEG contínuo
confinado em um fio composto por 3 partes: 2 contatos
semi-infinitos (fios quânticos) (CL e CR) e uma região
central (de espalhamento) [Fig.4(a)]. Este sistema é co-
nhecido como Quantum Wire (QW) [10].

A discretização deste sistema como visto anterior-
mente resulta em um conjunto de sítios (m,n) ≡ (x, y)
[Fig.4(b)]. O Hamiltoniano TB deste sistema na repre-
sentação de cadeias transversais Hmm tem a seguinte
forma:

HT =


H11 +

∑L
V 0 . . . 0

V H22 V 0 0

0 V
. . . . . . 0

... 0
. . . . . . V

0 0 0 V HMM +
∑R

 (15)

Aqui, o Hamiltoniano total (HT ) é escrito em função
dos hamiltonianos das cadeias transversais Hmm.

∑R(L)

são chamadas de auto-energias [12] e descrevem os efei-
tos dos contatos quânticos (CL e CR) no dispositivo. O
sistema consiste em M cadeias transversais com N sítios
cada uma. O potencial V (hopping) acopla as cadeias m
uma a uma. O Formato de Hmm e de V pode ser visto
na matriz (12).

Separando o sistema desta maneira, podemos utilizar
o método recursivo das funções de Green para calcular a
condutância através do sistema [13],[14].

A condutância é calculada a partir das amplitudes de
probabilidades de transmissão entre a cadeia de entrada
(`) e a de saída (r) do sistema [Fig.4(c)]. Estas cadeias
contém toda a informação dos contatos CL(R) [Fig.4(b)]
obtidos através do cálculo das funções de Green dos fios
semi-infinitos [14] ou das auto-energias [12]. Assim o Ha-
miltoniano TB, equação (15), fica finito e a função de

Figura 4. Modelo geral de estudo. Todos os dispositivos estu-
dados estão divididos em 3 regiões: 2 contatos semi-infinitos
(CL e CR) e uma região de espalhamento (a princípio contí-
nua) (a). Em (b) representamos o modelo discretizado, atra-
vés da discretização da equação de Schrodinger, gerando uma
matrixMxN . Em (c) mostramos um esquema representativo
do método recursivo das funções de Green da rede. Aqui o
sistema é desacoplado em cadeias transversais para calcular
de forma rápida as funções de Green que permitirão encontrar
os coeficientes de transmissão. As cadeias r e l representam os
contatos, o espalhamento faz com que o elétron seja emitido
num modo de saída (ν′) que a cadeia r permite, depois deste
contato (CR) não teremos mais espalhamento. Assim toda a
informação necessária dos contatos quânticos fica contida nas
cadeias l (entrada) e r (saída). Para cada cadeia temos um Hi

(hamiltoniano da cadeia desacoplada i) que permite o cálculo
de Gi (função de Green da cadeia i), depois podemos unir
estes Gi de forma recursiva comecando por r e terminando
com ` usando a equação de Dyson. [2]

Green Gr` que une a entrada (`) e a saída (r) é uma sub-
matriz da matriz total de Green, que é definida como:

GT = [EI −HT ]−1 (16)

Onde E é a energia das quasi-partículas eletrônicas
incidentes e I é uma matriz unitária. Na representação
de cadeias transversais, matriz (15), a sub-matriz Gr` é
definida como Gr` = 〈r|GT |`〉 = GM1 (Em (15), 1 é a
entrada eM a saída). Os elementos desta sub-matriz são
dados por 〈n′|GM1 |n〉 = GM1(n′, n), na base de sítios
transversais. Para calcular a condutância, utilizamos a
equação de Landauer-Büttiker [15],[16]. Esta equação
utiliza funções de Green (elementos de GM1) em uma
base de modos transversais (ν′, ν). A mudança de base
de GM1 de sítios transversais para modos transversais é
realizada com uma transformação unitária [17],[14].
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Em geral, o contato quântico CL faz incidir na região
de espalhamento, ondas quantizadas pelo confinamento
transversal, cada onda com um número quântico ν (modo
de entrada): χνn =

√
2

N+1sen
[
πνn
N+1

]
. Depois do espalha-

mento, a onda atinge o contato CR, assumindo um dos
modos de saída (ν′) permitidos por este contato.

Assim, a condutância quântica contabiliza todas as
probabilidades da quasi-partícula de ser espalhada de um
modo ν à um modo ν′. Com isto, a condutância definida
pela equação de Landauer-Büttiker, na linguagem Tight
Binding, pode ser escrita como [16],[1],[18],[19],[20]:

σ(E) =
2e2

h

N∑
ν′

(
N∑
ν

|tν′ν(E)|2
)

(17)

onde,

tν′ν(E) = 2i|Vx|
√
sinθν′sinθνe

i(θνl−θν′r)G+(E) (18)

é a amplitude de probabilidade de se passar de um
modo ν à um modo ν′, G+(E) = 〈ν′|U+Gr`(n

′, n)U |ν〉
com U sendo a matriz unitária de transformação entre
a base de sítios transversais (n′, n) e a base de modos
transversais (ν′, ν). θν(ν′) = cos−1

[
E−εν(ν′)

2Vx
+ 1
]
, resul-

tado da banda tipo Tight Binding nos contatos (CL, CR).
Em geral, a equação de Landauer-Büttiker faz a liga-

ção entre uma propriedade macroscópica com proprieda-
des quânticas, neste caso, entre a condutância [σ(E)] e a
amplitude de probabilidade [tν′ν(E)] [18].

C. Método recursivo das Funções de Green na
Rede Tight Binding

Conforme visto, o Hamiltoniano do sistema contém
(M ×N)2 elementos. Para obter resultados que possam
ser comparados quantitativamente com o experimento,
deve-se construir sistemas grandes (grande número de ca-
deias transversais M e de sítios transversais N), em geral,
M,N > 100. Inversões de matrizes [no nosso caso, a ma-
triz (16)] são processos computacionais muito custosos e,
dependendo das configurações do computador pode até
ser impossível [21]. O método recursivo das funções de
Green entra como uma alternativa para diminuir o tempo
de processamento das inversões de matrizes. Neste mé-
todo, ao invés de calcular a matriz de Green total (GT ),
calcula-se apenas o elemento de matriz necessário, por
exemplo o Gr` = 〈r|GT |`〉. Podemos reescrever (16)
como:

GT = [E −HD −
∑L−

∑R
]−1 (19)

Onde HD tem a forma de (12) (região de espalhamento
isolada, sem efeitos dos contatos quânticos).

∑L(R)
=

V +GL(R)V são as auto-energias que descrevem os efeitos
dos contatos (CL, CR) na região de espalhamento (HD).

Na base de modos transversais, os propagadores
(G̃L(R)) dos contatos isolados são [14]:

〈ν′| G̃L(R) |ν〉 =
eiθν

|Vx|
δν′,ν (20)

Estas matrizes (G̃L(R)) definem os modos transversais de
entrada e de saída (cadeias ` e r em Fig.4(c)) usando
funções de Green. A região do dispositivo (HT ) é de-
sacoplada em M cadeias transversais com N sítios cada
[Diagonal de (15)]. A matriz de Green para uma cadeia
transversal é obtida de [2]:

Gm,m = [(E + iη)I −Hm,m]−1 (21)

O propagador entre a cadeia de entrada e a de saída é
calculado acoplando (21) de cada cadeia do dispositivo,
com base na equação de Dyson [22],[2]:

G = G0 +G0V G (22)

A aplicação do método recursivo inicia-se em um dos
contatos, eq. (20) no caso, no contato à direita (cadeia
M) [Fig. 4(b)]. Em seguida, acopla-se todas as cadeias
contidas no dispositivo (HD) até chegar na cadeia inicial
(m = 1) [Fig. 4(c)]. As equações recursivas para adicio-
nar as cadeias transversais da região do dispositivo, são
dadas partindo da equação (22), calculando os elemen-
tos de matriz e contabilizando apenas a interação entre
primeiros vizinhos. As equações recursivas são escritas
como [14],[13]:

Gm+1,m = GRm+1,m+1V (1−GLm,m
∑

)−1GLm,m (23)

Gm,m = (1−GLm,m
∑

)−1GLm,m (24)

Onde:
∑

= V GRm+1,m+1V .
Em geral, a cadeia M (GRm+1.m+1) na direita [ver Fig.

4(c)] é adicionada à cadeia M − 1 (GLm,m) na esquerda.
Isto gera uma nova cadeia Gm,m que agora contém os
efeitos da cadeia Gm+1,m+1. Esta nova Gm,m será agora
uma GRm+1.m+1 que será adicionada à cadeia que fica a
sua esquerda, ou seja, à cadeiaM−2 (nova cadeia GLm,m),
e assim sucessivamente como esquematizado na Fig.4(c).

III. RESULTADOS

Os resultados numéricos foram obtidos com o desenvol-
vimento de um software em linguagem Python fazendo
uso da biblioteca matemática numpy e da biblioteca grá-
fica matplotlib, baseado nos resultados de [2]. As dimen-
sões do sistema são dadas em números de sítios de cadeias
transversais e longitudinais. Os resultados estão classifi-
cados em 3 tipos: Confinamento em uma dimensão, confi-
namento em duas dimensões e sistemas acoplados. Cada
tipo permite uma análise de um efeito de confinamento
no transporte eletrônico.



6

A. Confinamento em uma dimensão: QW e QPC

Neste tipo de confinamento estudamos 2 dispositivos
(QW e QPC). No QW, temos apenas 1 tipo de cadeia
transversal (com a mesma quantidade de sítios) que se
repete ao longo do dispositivo (inset da Fig.5). As simu-
lações com QW consistiram em estudar a relação da con-
dutância σ(E) com o tamanho das cadeias transversais do
dispositivo (ou largura do QW, dada por W em números
de sítios transversais). Experimentalmente,W é alterado
pelos potenciais dos gates [Fig.1(b)]. Como não há fontes
de espalhamento no dispositivo, pode-se observar pata-
mares bem definidos de condutância σ(E) [Fig.5]. Cada
patamar está associado ao acoplamento entre um estado
transversal (discreto) com um estado longitudinal não
confinado, onde a energia das quasi-partículas no QW é
dada por:

E = En +
~2k2

x

2m∗
(25)

Aqui En são as energias devidas ao confinamento trans-
versal. O início de cada patamar é associado com En (do
confinamento transversal) enquanto que a largura do pa-
tamar é associado com a banda contínua da direção lon-
gitudinal x. Em Fig.6, observamos que cada banda ou
canal de transporte, contribui com um quanta de condu-
tância dada por 2e2/h [coeficiente da equação (17)]. Em
geral, cada banda contribui com um modo de transporte
ν′ (canal), o qual está associado com uma probabilidade
de transmissão [somatórios na equação (17)]. Na Fig.5,
mostramos que com o aumento da largura W do QW,
mais canais de transporte contribuem na mesma janela
de energia.

Para o QPC, temos 2 tipos de cadeias transversais,
uma para os contatos e outra para a região de espa-
lhamento. Os contatos são definidos similarmente a um
QW, ou seja, todos os sítios da cadeia tem energia de
sítio εs = 2~2/m∗a2. Por outro lado, a cadeia que define
a região central de espalhamento de largura W (região
central mais escura no inset da Fig.7), tem sítios com
energia εs, enquanto que os sítios acima e abaixo de W
(regiões brancas) são εs + V0, com V0 sendo a altura da
barreira de potencial que gera confinamento transversal
(a qual pode ser gerada por gates metálicos). Por fim,
as 3 regiões (2 contatos e 1 região de espalhamento) são
parametrizadas com a quantidade de cadeias transversais
presentes em cada região.

Conforme esperado, obtivemos os patamares de con-
dutância para cada estado discreto na região de espalha-
mento do QPC (Fig.7 e Fig.8). Pode-se observar também
a relação das dimensões da região de espalhamento com
a interferência, resultado do espalhamento das ondas pe-
las barreiras formadas pelos gates. Com o aumento de
W (Fig.7) aumenta-se o número de canais que contri-
buiem no transporte (En ∝W−1). No limite onde W se
aproxima das dimensões dos contatos, diminuimos o es-
palhamento na região central do dispositivo, diminuindo

assim as ondulações observadas nos patamares de condu-
tância. Conforme aumentamos W , as ondulações dimi-
nuem e tendem às soluções observadas no QW (Fig.5).
A variação de L (Fig.8) não reflete no número de ca-
nais para o transporte. Aumentando L observa-se um
aumento no número de ondulações nos patamares, pois
ocorrem mais espalhamentos no QPC devido aos poten-
ciais de confinamento dos gates. No limite de L → 0
temos uma diminuição das ondulações e novamente nos
aproximamos das soluções para o QW (Fig.5).

Figura 5. Resultado das simulações com QW. Aqui vemos os
patamares de condutância para 2 tamanhos de cadeias trans-
versais dadas em número de sítios. A quantidade de patama-
res está relacionada com a quantidade de modos transversais
existentes no QW, que por sua vez dependem da quantidade
de sítios transversais. O perfil de patamares perfeitos mostra
que não há espalhamentos no QW.

Figura 6. Patamares de condutância observados em um QW
e a relação com as bandas de energia. Aqui observamos
que cada patamar está associado com a contribuição de uma
banda parabólica [eq.(25)], ou canal de transporte. Cada ca-
nal contribui com um quanta de condutância 2e2/h.

B. Confinamento em duas dimensões: OQD

Para os OQDs (caixas quânticas abertas), foram fei-
tas simulações modificando simultaneamente o tamanho
das cadeias transversais W dos QPCs de entrada e saída
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Figura 7. No QPC a variação de W influencia também no
número de canais que contribuem para o transporte eletrô-
nico através do dispositivo. Diferente do QW, no QPC são
observadas ondulações nos patamares.

Figura 8. A variação de L altera a quantidade de ondulações
nos patamares de condutância do QPC, devido aos espalha-
mentos que ocorrem dentro do dispositivo. Um confinamento
virtual ocorre na direção x por causa do QPC de comprimento
L.

(Fig.9), e também modificando a área da caixa central
(Fig.10). Além disso, os lados da caixa central possuem
as mesmas dimensões L, isto é, o dot central é quadrado.
No limite de W → 0 temos uma caixa quântica bidimen-
sional fechada (QD) e as soluções da equação de Schrö-
dinger são dadas por:

En =
~2π2

2m∗

(
n2
x

L2
x

+
n2
y

L2
y

)
(26)

O espectro de energia discreta e a falta de propagação
livre são as principais características de um QD. Devido
a este fato, são chamados de átomos artificiais [23]. No
caso de Lx = Ly = L, temos que mais de uma função
de onda corresponde a mesma energia total, neste caso
o nível de energia é degenerado. Assim, a degenerescên-
cia é resultado da simetria do dispositivo. No caso do
OQD, a abertura da caixa (W 6= 0) quebra a degeneres-
cência. As energias discretas associadas ao quantum dot

aberto podem ser vistas em Fig.9 e Fig.10 como picos es-
treitos (estados ressonantes ou quasi-ligados), associados
com tunelamento ressonante através dos estados da caixa.
Pode-se observar também a contribuição dos canais con-
tínuos presentes nos QPCs em forma de patamares, que
se acoplam aos estados discretos da caixa quântica. Os
picos sobrepostos aos patamares indicam um fraco aco-
plamento entre os estados discretos (canal discreto) com
os estados contínuos, resultando em uma superposição
dos dois canais para o transporte. Já os dips indicam
que o acoplamento entre os estados do OQD e dos QPCs
geraram estados localizados que não contribuem para o
transporte. A largura de linha do pico ressonante ∆E
está relacionada ao tempo de vida de transição da quasi-
partícula naquele estado através do princípio da incerteza
τ ≈ ~

2∆E . Além disso, a largura ∆E diz o quão confi-
nado é o estado. Por exemplo, na Fig.9 mostramos que
∆E diminui quando fechamos a caixa quântica. Por ou-
tro lado, na Fig.10 mostramos que o aumento da área
da caixa quântica faz diminuir as energias dos estados
discretos, em concordância com a equação (26)

Figura 9. Condutância em um OQD em relação à variação do
tamanho das cadeias transversais dos QPCs. Para W peque-
nos, nos aproximamos das soluções de uma caixa quântica,
onde predominam estados discretos e bem localizados. Com
o aumento de W , os estados do dot se acoplam aos estados
dos QPCs, que possuem soluções contínuas e patamares de
condutância. Conforme aumentamos W , nos aproximamos
da solução de um QW

Gerando uma assimetria no QD, diminuindo a largura
transversal Ly pode-se observar um pico ressonante co-
nhecido como ressonância assimétrica de Fano [24] [25].

A quasi-partícula pode ser transmitida através de um
estado discreto (OQD) ou através de um estado contínuo
(QPC). A razão entre as probabilidades de transmissão
através de um estado discreto e de um estado contínuo
define um grau de acoplamento entre tais estados [25] e
[24]: q = 〈ψD|T |i〉

〈ψC |T |i〉 . Onde |ψD(C)〉 representa um estado
discreto (contínuo) e |i〉 um estado inicial. Na Fig.11 po-
demos observar ressonâncias simétricas (picos, q → ∞)
e antiressonâncias (dips, q → 0). Quando q → 1, temos
contribuições praticamente iguais de transmissão devida
aos estados discretos e contínuos. Nestas situações, te-
mos ressonâncias de Fano assimétricas que indicam forte
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Figura 10. Com o aumento da área da caixa (L2), os esta-
dos discretos (picos ressonantes) são deslocados para menores
energias.

acoplamento entre os estados discretos e contínuos. Em
geral, uma ressonância assimétrica de Fano resulta do
forte acoplamento entre um canal localizado e um canal
contínuo. Observe nas Fig.9 e 10 que o terceiro estado
discreto do sistema é muito confinado (∆E → 0), ou seja,
muito localizado.

Figura 11. Ressonância de Fano assimétrica indicada com
uma seta. A ressonância é relativa ao acoplamento do ter-
ceiro estado discreto do OQD (bem localizado) com o estado
contínuo (patamar) do QPC.

C. Sistemas acoplados

Nesta ultima parte, estudaremos um conjunto de n
OQDs (n : 2, 3) colocados em série e unidos mediante
QPCs conectores de largura W e comprimento L, como
mostrado nos insets das Figs.12,13,14 e 15.

Neste tipo de sistema, observamos a formação de mi-
nibandas de energia separadas por gaps de energia [26].
Uma analogia pode ser feita com o Tight Binding atô-
mico. Onde os OQDs e os QPCs são análogos aos áto-
mos e hopping entre primeiros vizinhos respectivamente
[23]. Nos resultados apresentados a seguir (Figs. 12, 13,
14 e 15), temos a formação de uma primeira minibanda
que é resultado do acoplamento entre os estados discre-
tos de mais baixa energia dos OQDs (banda de estados

fundamentais). Em geral, o acoplamento de n estados
é observado na condutância como um n-splitting (des-
dobramento), quanto maior seja a distância em energia
entre os picos (maior largura de banda), maior será o aco-
plamento. Para o caso limite de desacoplamento entre os
estados, um único pico será observado. O acoplamento
pode ser aumentado, aumentando a larguraW dos QPCs
[Figs.12 e 14] ou diminuindo o comprimento L [Figs.13
e 15]. Por outro lado, a variação da largura transversal
W [Figs. 12 e 14] dos QPCs que unem os OQDs al-
tera o número de canais contínuos que contribuem para
o transporte eletrônico para uma dada energia, por este
motivo o patamar de condutância é deslocado. Já a vari-
ação da largura longitudinal L [Figs. 13 e 15] dos QPCs
altera o acoplamento entre os OQDs e também as ondu-
lações no patamar. Para baixos valores de L, observamos
uma maior largura das minibandas de energia. Em ge-
ral, todos os efeitos discutidos para a primeira minibanda
também podem ser observados para as outras miniban-
das, por exemplo, para a segunda minibanda estes efeitos
ficam mais claros.

Figura 12. Acoplamento entre 2 OQDs. A variação de W
altera o número de canais contínuos que contribuem para o
transporte. O aumento de W melhora o acoplamento entre
os OQDs.

Figura 13. Acoplamento entre 2 OQDs. A diminuição de
L aumenta o acoplamento dos estados discretos dos OQDs,
gerando minibandas de maior largura.
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Figura 14. Acoplamento entre 3 OQDs. A variação de W
altera o número de canais contínuos que contribuem para o
transporte e controla a largura das mini-bandas.

Figura 15. Acoplamento entre 3 OQDs. A variação de L
aumenta (ou diminui) o acoplamento dos estados discretos dos
OQDs, sem deslocamento apreciável do patamar contínuo.

D. Conclusões

A modelagem do 2DEG de GaAs usando o modelo
Tight Binding na aproximação da massa efetiva, assim
como o uso das técnicas recursivas de funções de Green,
permitem a geração de algoritmos versáteis e rápidos,
para o estudo de propriedades de transporte eletrônico.
Estas propriedades de transporte são controladas por
efeitos de interferência quântica. Uma espectroscopia
das formas de linha observadas na condutância, como
patamares, picos simétricos, ressonâncias de Fano, dips e
splitting, permitem interpretar medidas experimentais.
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