Pressao do préton: um modelo simplificado

Julliana Marinho Paszko* and Mauro Rogério Cosentino!
Centro de Ciéncias Naturais e Humanas, Universidade Federal do ABC (UFABC),
Av. dos Estados 5001, 09210-580, Santo André, SP.
(Dated: 10 de Agosto de 2018)

Neste trabalho, os autores apresentam um método simplificado para a determinagdo da pressao
do proton, baseando-se em conceitos de mecénica estatistica, da cromodindmica quéntica, mais
especificamente da liberdade assintética dos quarks, e utilizando outros conceitos fisicos bem esta-
belecidos. O resultado obtido para a presséo do proton foi de 0, 3570 x 10%° Pa, o que é consistente
com os dados experimentais reportados recentemente.
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I. INTRODUCAO

Recentemente foi publicada a primeira medi¢ao da dis-
tribui¢do da pressao interna do proton [1], e o resultado
encontrado mostrou que ela é a maior pressao conhecida
até o momento, da ordem de 10%® Pa. Este resultado, a
principio surpreendente, pode ter sua ordem de grandeza
calculada a partir de conceitos de mecanica estatistica
bem estabelecidos, e da liberdade assintética dos quarks
[2, 3]

Utilizaremos uma interpretacao particular da liberdade
assintotica adotando uma versao simplificada do Modelo
de Sacola MIT [4]. Neste modelo, o préton é visto como
uma cavidade esférica na qual os quarks constituintes es-
tdo confinados, porém livres para se mover. A hipotese
da liberdade de movimento dos quarks esta baseada no
fato de que, a distancias curtas, a interagao da QCD é
fraca, entao os quarks agem quase como particulas li-
vres. No entanto, conforme a distancia entre os quarks
aumenta, a interacao rapidamente aumenta, levando ao
confinamento. Entao, uma aproximacao seria que, den-
tro do volume do préton, os quarks sao particulas livres,
mas os limites do préton agem como uma barreira de
potencial, forcando o confinamento.

A seguir, a partir da estatistica de Fermi-Dirac, assu-
miremos que os quarks confinados se comportam como
um gas de Fermi, e deduziremos uma expressao para o
célculo da pressao do préoton. Apresentaremos na sequén-
cia os resultados e discussao das condigbes assumidas.

II. MODELAGEM DO PROTON: LIBERDADE
ASSINTOTICA E O MODELO DE SACOLA MIT

De acordo com o Modelo Padrao, um préton é um ba-
rion composto de 3 quarks, sendo dois up e um down.
A forga predominante entre quarks é a denominada forca
forte, e a teoria que a descreve é a Cromodinamica Quén-
tica, ou QCD na sigla em inglés. Tanto aos quarks quanto
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aos gluons, que sdo as particulas mediadoras da forga
forte, sao atribuidas cargas denominadas de cor.

Até o momento, nao foi detectada nenhuma particula
livre com carga de cor, e por isso acredita-se que elas
encontram-se em regime de confinamento dentro dos ba-
rions e mésons.

A forca forte ¢ grande o suficiente para manter os
quarks confinados, porém a curtas distancias, tem-se o
fenémeno da liberdade assintotica. Quanto mais proxi-
mos os quarks estao, mais fraco se torna o acoplamento,
e consequentemente os quarks interagem muito mais fra-
camente.
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Figura 1. Grafico da constante de acoplamento as em fungéao
da distancia r [5].

A constante de acoplamento ay da QCD, ver Fig. 1,
varia com a distancia r, em que r = 1/Q, e Q) é a escala
de momento que é sentida na interagao, exibida em uma
escala logaritmica. A curtas distancias, o acoplamento é
fraco, a chamada liberdade assintética. A longas distan-
cias, com r > 1fm, o acoplamento se torna forte, levando
ao confinamento.



Desta forma, podemos considerar a aproximacao de
que os quarks que constituem o préton se movimentam
como particulas livres.

O regime de liberdade assintotica permite o desenvol-
vimento de calculos utilizando a teoria de perturbacao, e
é gragas a seu descobrimento que a teoria da QCD pode
se desenvolver aos moldes da QED. Ja para o regime de
confinamento, a teoria de perturbacao nao é aplicavel, o
que dificulta sua demonstragao teorica.

Dada essa dificuldade, alguns modelos de confinamento
surgiram, dentre eles o modelo de sacola MIT. Neste mo-
delo, os campos que descrevem os quarks e glions sao
restringidos a uma determinada regiao, denominada "sa-
cola". E especificada entdo uma superficie, e demanda-
se que a corrente de cor nao passe através dela, e assim,
como tanto quarks quanto gltions possuem carga de cor,
nenhum deles pode atravessar essa barreira.

Assim, utilizaremos este conceito para simplificar o
préoton como uma sacola esférica, contendo um gas de
quarks livres.

III. GAS IDEAL DE FERMIONS

Sabemos que os quarks sao particulas governadas pela
estatistica de Fermi-Dirac, dado que possuem spin semi-
inteiro, mais especificamente spin 1/2. Assim, em nosso
modelo, assumiremos que o proton é formado por um
gas de férmions nao-relativisticos. Para descrevé-lo, uti-
lizaremos o formalismo do ensemble grande canonico [6].
Sua funcao de particao Z é dada por

Z(V,T,z) Z N Qw, (1)

em que V é o volume, T é a temperatura, e
Qn =7 e "” (2)
E

é a funcao de particao canénica, que é obtida somando
sobre todos os valores de energia de um sistema com N
particulas. Ja z = exp(Bu) é definido como a fugacidade,

com (3 = e p é o chamado potencial quimico.

kT’
Como estamos considerando particulas livres, temos
que a energia total E é soma das energias de cada uma

dessas particulas, que pode ser escrita como
E = Z n;€;, (3)
i

em que €; é a energia do i-ésimo nivel, supondo energias
quantizadas, e os n;’s sdo o namero de particulas naquele
nivel.

Dessa forma, podemos verificar que o niimero total NV
de particulas deve satisfazer a seguinte condicao

Z n; = N. (4)

Assim, substituindo (3) em (2), temos
Qv = exp (—BZnieZ) : (5)
{ni} @

em que o simbolo de somatoério com linha Z ' significa
{ni}
que a soma deve ser feita sobre todas as configuracoes
{n;} = {ni1,n9,ns,...} dos nimeros de ocupagio que
satisfazem a condigao (4), ou seja, que o namero total de
particulas permaneca igual a N.
Agora, substituindo (5) em (1), temos

VT =Y Zexp</3;mei>

N=0 {n;}
-y )
N=0{n;}

em que o somatorio na exponencial torna-se um produ-
torio fora dela. Analogamente,

N = p2im = Hz"
i
Por fim,

Z(V,T,z)
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N=0{n;} i

Os dois somatoérios da expressao anterior equivalem a so-
mar todos os valores de n; independentemente uns dos
outros, e assim temos

ZWV,T,z) = Z (ze_ﬂe")no (ze_ﬁ“l)m =
= [Z (zeﬁ%)nol [Z (zeﬁel)nl] .. (6)

Como estamos trabalhando com férmions, para cada
um dos niveis de energia, o nimero de ocupagao s6 pode
ter dois valores possiveis: ou o nivel esta ocupado por um
férmion, ou por nenhum. Mais explicitamente,

nivel desocupado
nivel ocupado por um férmion.

Portanto, para as somas da Eq. (6), temos

Z(V,T,z)=(1+ ze_Be") (1 —|—ze_661)

= H (1+ze7P%)

A conexao do ensemble grande canonico com a termo-
dinamica é dada pela relagdo PV = kT In Z, ver Ref. [6],
e assim temos

PV Bei
T = Z(V,T,z2) Zln (14 ze™ P, (7



em que na ultima passagem utilizamos a propriedade do
logaritmo que torna o produtério em um somatorio fora
da funcao.

No limite termodindmico, em que fazemos V — oo,
os niveis de energia formam um continuo. Assim, deve-
mos fazer a substituicao do somatoério pelas integrais no
espaco de fase

1

O diferencial d3q, ao ser integrado, resulta no volume
V, e o d®p pode ser substituido por 4mp%dp pela trans-
formacao para coordenadas esféricas. Assim,

1 |4
v
= ﬁ/ 4mp?dp (8)

O momento p nao-relativistico é
p= (2me)'/?, (9)
e dp, por sua vez, é
dp = %(Qm)l/Qe_l/Qde. (10)
Substituindo as Eqgs. (9) e (10) em (8), temos

4 2 v 1 1/2, —1/2
ﬁ/-~-47rp dp:ﬁ47r/---(2me)§(2m) 12e=1/2 e

1
:K47r7(2m)1/22m / - (e)e V2de

h3 "2
2%271'(2777/)3/2/”~61/2d6.

Assim, quando aplicada esta substituicao da soma pela
integral na Eq. (7), temos

PV 1% o
T 27rﬁ(2m)3/2/0 In(1 + ze=5¢)et/2de.
Agora, faremos a troca de variaveis x = fe, substi-

1
tuindo € = % e de = de. Assim, temos

PV __V N T
Vv 1 o
:27rﬁ(2m)3/2m/0 In(1+4 ze™®)z'/?dz.

A seguir, integramos por partes utilizando as substitui-
¢oes u = In(14ze™ %) e dv = 2'/?dx. Consequentemente,
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Portanto,
PV V (2m)3/2 2 /°° z3/?
L S S/ —dx
kT 3 B3/2 3 J, z7ler+1
4 ) T 3/2 0 3/2
Ly [ e
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4 1 [ g3/
DL,
VT A3 Jy z7lem+1
em que substituimos o comprimento de onda térmico de

de Broglie A = ——.
5 V2rmkT
A integral das ultimas equagdes corresponde a fungao

de Fermi-Dirac [6], que é definida por

1 /°° ¥ ldz
L) Jo 2z lter+1’

fu(z) =

o0
¥ le%dx ¢ a funcio gama. Por
0

em que I'(v) =
fim, obtemos

PV \%4
T = Ff5/2(z)~

Finalmente calcularemos a energia interna do sistema

0
U=——InZ
aﬂ z,V

o (PV
— 2 7 (T
= 5T (kT)
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E interessante notar que este resultado é equivalente
ao de um gas ideal monoatémico classico.

IV. DETERMINACAO DA PRESSAO

A energia interna no modelo em questao pode ser con-
siderada como a energia de repouso do proton,

U =my,c?,
e assim, pela Eq. (11), temos que a pressdo interna do
proton é dada por

2
_ 2mye

T3V

P

Para o volume, assumimos que os quarks estao confi-
nados a uma esfera, com o raio igual ao raio do proéton.
Assim,

72 3 mp02
3 4 71'7"2
2

71mpc

= . 12
2 7r7“1?; (12)

Para o raio do préoton, cuja medigao ainda nao possui
um consenso, utilizamos o valor encontrado na Ref. [7],
mais especificamente o raio CODATA 2014. Na mesma
referéncia, também se encontra o valor da massa do pro-
ton. Desta forma, chega-se ao seguinte resultado

P =0,3570 x 10% Pa. (13)

V. RESULTADOS E CONCLUSAO

Discutimos uma modelagem simplificada para o pro-
ton, em que, devido ao confinamento dos quarks causado
pela forca forte, podemos considera-los aprisionados num
volume determinado por uma superficie esférica. Por ou-
tro lado, devido & liberdade assintotica a curtas distan-
cias, consideramos que eles se movem como particulas
livres, e aproximamos o proton para um géis quantico de
férmions a volume constante.

A partir deste modelo, foi possivel calcularmos a pres-
sao do proton, alcancando a mesma ordem de grandeza
do valor experimental obtido recentemente [1].

Para desenvolver a estatistica de Fermi-Dirac, faz-se
necessario assumir um volume tendendo a infinito no li-
mite termodinamico. Tal consideragao é justificada em
razao do volume ocupado pelos quarks ser muito menor
do que o volume do préton, o que vai de encontro com a
hipétese dos quarks serem particulas puntiformes.

Assumimos ainda que o proton é um sistema de gas de
Fermi nao-relativistico. A principio, nada impediria que
os quarks tivessem altas velocidades dentro do préton. O
célculo, porém, é de maior complexidade, e a expressao

da pressao seria P = 3V para o caso ultra-relativistico

[8], ou seja, perde-se um fator 2 em relagdo a Eq. (11),
nao alterando a ordem de grandeza final.

O resultado encontrado é bastante interessante, pois,
a partir de conceitos fisicos béasicos, pudemos alcangar
uma boa concordancia com dados experimentais recen-
tes. Atingir a mesma ordem de grandeza valida as apro-
ximagoes utilizadas para o caso em questao e corrobora
o fato de que é possivel extrair informagcoes importantes
a partir de modelos simples.
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