Breve Introducao e Aplicacao da Teoria da Relatividade Geral

Lucas Timotheo Sanches
Universidade Federal do ABC, Santo André, Sdo Paulo, Brasil

(Orientador: Prof. Dr. André Gustavo Scagliusi Landulfo)
(Dated: 8 de Dezembro de 2017)

Esse trabalho ird introduzir a teoria da Relatividade Geral de manira geométrica e enunciar e resolver de
forma covariante dois “paradoxos”: O dos gémeos em um espaco nio simplesmente conexo e o da perda de
energia eletrostdtica em um capacitor em movimento. Apds isso, o formalismo da teoria também serd utilizado
no célculo da velocidade angular de precessdo de um spin sob a presenga de um objeto massivo em rotagao.

I. Introducao

A Teoria da Relatividade Geral (RG) formulada por Einstein
em 1915 revolucionou a nossa visdo de espaco e tempo e se
tornou um dos pilares da fisica moderna. Ela descreve de ma-
neira extremamente acurada a gravitacdo, indo de previsoes
sobre as Orbitas de planetas no sistema solar, passando pela
previsdo da existéncia dos chamados buracos negros e das
ondas gravitacionais (medidas recentemente pela colaboragcao
LIGO/Virgo) (1] chegando a descrever a evolucao do universo
como um todo. A relatividade geral estd intimamente ligada
com a estrutura do espago-tempo. Alids, poderiamos afirmar
que arelatividade geral é uma teoria do espago-tempo que tem
como efeito colateral descrever efeitos gravitacionais.

Este trabalho pretende introduzir brevemente a relatividade
geral de maneira geométrica e apresentar suas principais ca-
racteristicas e ferramentas numa visao moderna, seguindo de
perto a primeira parte de 2. Apés isto, o formalismo de-
senvolvido serd aplicado para resolver dois “paradoxos’ inte-
ressantes de um ponto de vista tedrico: Os gémeos viajando
em um espago-tempo com secdo espacial ndo simplesmente
conexa (o chamado “paradoxo dos gémeos em um toro”) e
o paradoxo da energia em um capacitor em movimento (que
acaba nos ensinando uma li¢@o valiosa sobre o papel da pres-
sdao em contextos relativisticos). Em seguida iremos deduzir
uma expressdo para a velocidade angular de precessdo de um
giroscépio préximo a um objeto massivo em rotacio e iremos
aplicd-la ao caso da métrica de Schwarzschild e de uma casca
esférica em rotagdo lenta.

II. Fisica em espacos curvos

A geometria diferencial é a ferramenta matemdtica necessaria
para formular a teoria e nesta sec¢iio o conhecimento prévio
dela é assumido [2]. Adicionalmente trabalharemos no sis-
tema de unidades onde G =c = 1.

Na RG o espago-tempo € uma variedade diferencidvel M
de dimensdo 4 dotada de uma métrica g, com assinatura de
Lorentz (—,+,+,+) que ndo necessariamente é plana (como
acontece na relatividade especial) [ﬁ].

Uma curva suave y: 1 C R — M € dita tipo-tempo, tipo-
espaco ou tipo-luz se seu vetor tangente 7 for tipo-tempo
(TT, < 0), tipo-espago (T“T, > 0) ou tipo-luz (T°T, = 0),
respectivamente. A linha de mundo de uma particula é uma
curva Y tipo-tempo. 21.

Uma geodésica € uma curva suave y: I C R — M cujo vetor

tangente T € paralelamente propagado ao longo de si mesmo,
ie.,

TV, T" =0 (D

onde V, € a derivada covariante sem tor¢do (V,V, f=V,V f
para f : M — R e f € C”) e compativel com a métrica do
espaco-tempo (V,g,. = 0). As linhas de mundo de particulas
massivas em queda livre num campo gravitacional sdo geodé-
sicas tipo-tempo da métrica e a linha de mundo de fétons é
descrita por geodésicas tipo-luz 21.

O tempo préoprio (T) € o observavel fisico que representa a
medida de um relégio que acompanha a linha de mundo da
particula. Ele é definido como o comprimento da curva 7,
dado por

r:/}:l (—gabT“Tb)l/z da. 2)

Se parametrizarmos a curva com T sua tangente passa a ser
denotada por u“ e satisfaz u“u, = —1. Tal tangente € denomi-
nada 4-velocidade da particula. A partir dela podemos definir
0 4-momento para uma particula de massa m como

p* = mut. 3)

Em um evento p € M, seja u® a 4-velocidade de um ob-
servador e N“ a 4-velocidade de uma particula de massa m.
Através do tensor h,” = 8,” + u,u”, chamado de projetor or-
togonal, podemos decompor a métrica em 3]

8up = —Uqllp + hap 4

onde h,;, é uma métrica espacial i.e., hgu” = 0 e para x¢ tal
que x“u, =0, hapx®x? > 0. Similarmente o 4-momento pt =
mn“ da particula pode ser decomposto na direcdo de u“ e uma
direcdo ortogonal:

Pt = — (u'pa)u +hy'p". (5)

A componente temporal de p® é a energia da particula de
massa m como vista pelo observador de 4-velocidade u® e a
parte espacial de p* ¢ o momento newtoniano, P, como me-
dido por esse mesmo observador, i.e.,



E=—u'p, = —mu‘n, = ym (6)

e
P = hyp’, (7)
onde ¥ = —u’n, é o chamado fator de Lorentz. Se definir-

mos a velocidade Newtoniana v* da particula como vista pelo
observador de 4-velocidade u“ como sendo

a pa
=2 8
y , (®)

podemos escrever [@I]

r=(1-¥) "% ©)

Para se quantificar a curvatura de um espago-tempo, usa-
mos o tensor de curvatura de Riemann, que para um campo
vetorial dual @, qualquer ¢ dado por

V.V,0.—V,V,0. =R, ay. (10)

A relagdo entre a curvatura do espago-tempo e a matéria e
energia contida nele é dada pela equacdo de Einstein:

1
Gab = Rab B EgabR = SnTalﬂ (In

onde T, € o chamado tensor energia-momento da matéria e
G, € o chamado tensor de Einstein. O tensor R, =R, € 0
tensor Ricci e R= g’R,, é 0 escalar de curvatura de Ricci.
Dado um tensor energia momento 7;;, e um observador que
se move com uma 4-velocidade u“ temos que a densidade de
energia py medida por esse observador € dada por 2]

pu = Tpulul. (12)

Se esse observador consegue identificar duas direcdes x e
y* como sendo espaciais e ortogonais (ou seja, u’x, = uty, =
X'y, =0e x%,; =y%y, = 1), a grandeza

P =Tpxx" (13)

¢ interpretada como a pressdo ao longo do plano ortogonal a
x% como medida por u¢ e

T= Tu;,x“yh (14)

€ o estresse como medido por u* ao longo de uma direcdo y*
no plano ortogonal a x“.

O eletromagnetismo também pode ser escrito de forma co-
variante a partir do tensor eletromagnético F,;,.Com ele pode-
mos resumir as 4 equagdes de Maxwell em apenas duas equa-
¢oes tensoriais:

VaFah = _471/.]}) € V[anC] = O, (15)
onde j¢ é o 4-vetor da densidade de corrente e [---] indica
anti-simetriza¢do. Para um observador se movendo com 4-
velocidade u“, temos que os campos elétrico e magnéticos
medidos por esse observador sdo respectivamente

1
d b
—5 b Fequt (16)
onde €, , € o tensor totalmente antissimétrico que satisfaz
abed __

€,cq € = —24. . ’

Por fim, temos que dada uma métrica e um sistema de co-
ordenadas o elemento de volume nessas coordenadas é dado
na base coordenada por [@]

av = ,/‘det (guv) dx' e dit, (17)

Vale ressaltar que dV € invariante sob uma transformacio
de coordenadas.

E, = abub e B, =

III. Aplicacoes
A. Paradoxo dos gémeos em topologia nao trivial

Suponha um universo cuja geometria espacial é uma varie-
dade compacta, e sem fronteiras. Tal universo é dito fechado
[2]. Um universo que é compacto em a0 menos uma dimen-
sdo espacial permite que um observador viaje ao longo de uma
trajetoria que o traga de volta a posi¢do inicial sem precisar de
uma aceleracao. Tal habilidade da origem a uma versdo mais
sutil de um “paradoxo” da relatividade restrita: O paradoxo
dos gémeos em topologia nio trivial (5].

Por simplicidade, vamos considerar um espago-tempo de
dimensdo (1+ 1) que plano mas compacto na dimensdo es-
pacial e que possui largura finita L. As coordenadas de Min-
kowski sdo adequadas para descrever tal espagco, porém por
ser compacto em x, devemos impor a elas a seguinte condi-
cdo:

(t,x+L) = (t,x) (18)

Com essa identificacdo de coordenadas a métrica do espaco
de Minkowski em duas dimensdes fica

ds? = —dr? + dx°. 19)

Na Figura[ll(A) temos um diagrama tradicional de espaco-
tempo do sistema e na figura [l (B) temos a visdo da topologia
global do espago-tempo. O fato de x ser uma dimensdo com-
pacta, nos leva intuitivamente a ideia de que a topologia deste
espaco-tempo deve ser um cilindro cujo lado vale L.

Neste dado espaco, consideremos dois observadores inerci-
ais, & e B com velocidade relativa v < 1. Suponhamos tam-
bém, que no evento (0,0) o e  se encontram e sincronizam
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Figura 1. Topologia do espaco tempo.

seus relégios. Gragas a topologia do espago, @ e § devem se
encontrar novamente nos eventos (nL/v,nL) (onde n é um in-
teiro que representa a quantidade de voltas dadas no espaco) e
podem entdo comparar novamente seus rel0gios.

A principio, ndo hd razdo para suspeitar que a descri¢do
dos observadores nao seja simétrica, ja que estes sdo iner-
ciais. Sendo assim, do ponto de vista de @ podemos dese-
nhar num diagrama de espago tempo as linhas de mundo de
o e B como vistas por o como vemos na Figura[2l Nova-
mente, € feita a representacdo tanto no diagrama de espago
tempo tradicional (A) quanto no diagrama que mostra a topo-
logia do espaco-tempo (B). E importante frisar que a Figura
(B) ¢ meramente ilustrativa e serve apenas para fins didé-
ticos. Sendo assim, apesar da linha de mundo do observador
em movimento (em azul) ser tipo-tempo a dita figura pode ndao
representar fielmente esse carater.
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Figura 2. Linha de mundo de 8 (azul) como vista por «.

Vamos agora calcular o intervalo de tempo préprio transcor-
rido entre os dois primeiros encontros para ambos os observa-
dores. Comecamos escrevendo a equacdo das curvas descritas

por e f3:

o x*=(1,0),
B oy*=(t,m).

Os vetores tangentes na base coordenada sao dados por

(20)

o: TH=(1,0),

B: Uk =(1,v). @h

O tempo préprio no intervalo de r =0 a¢ = L/v é dado pela

Eq. @

e Para a:

L/v L
ATy = / dr=|=| (22)
0 1%

e Para 3

L/v L
A”Eﬁ:/o (=) 2d=| Z(1-A)2 @3)

Como v < I, temos que ATy > ATg e no encontro dos obser-
vadores, f3 estd mais novo que . O “paradoxo” surge quando
lembramos que a priori ndo ha razdo para desconfiar que o
problema ndo € simétrico: Da mesma maneira que & se consi-
dera parado e julga que 3 envelhece menos, 8 poderia fazer o
mesmo tipo de andlise em ralacdo a & jd que ambos os obser-
vadores sdo inerciais. Aqui, diferentemente do paradoxo dos
gémeos da relatividade restrita, ndo se pode usar o argumento
de que o observador em movimento acelera para reencontrar
0 outro (e portanto consegue determinar o seu estado estado
de movimento), quebrando a simetria do problema, ja que o
encontro neste caso € provocado na auséncia de aceleracdo e
¢ devido a topologia ndo convencional do espaco-tempo.

Acontece que, apesar da falta de aceleracdo, existe um ex-
perimento bastante sutil com pulsos de luz e rel6gios que pode
ser feito por ambos os observadores de maneira independente
para se determinar seu estado de movimento, aproveitando a
topologia ndo trivial do espago.

Suponha que em um evento “0”, & e B (em azul na Figura
B) emitam simultaneamente dois pulsos de luz em dire¢des
opostas (em vermelho), que se propagam pelo espaco até os
alcancar novamente num evento futuro.
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Figura 3. Pulso de luz (em vermelho) emitido por & e a linha de
mundo de 8 (em azul).

Gragas a topologia, vemos que hd uma separacdo das duas
metades dos cones de luz que representam os pulsos. O ob-
servador «, (cuja linha de mundo € o préprio eixo do tempo)
recebe as duas metades do pulso no mesmo evento “2”. Ja
para 3 (cuja linha de mundo est4 representada pela cor azul),
uma parte do pulso é recebida no evento “1” e outra no evento
“3”.

A partir deste experimento simples fica claro que observa-
dores em “repouso” ndo conseguem detectar nenhum atraso



na recep¢ao de um pulso de luz emitido por eles mesmos em
algum momento do passado, enquanto que observadores “em
movimento” recebem seus pulsos com um atraso.

E interessante calcular a diferenca de tempo préprio entre
os eventos “1” e “3”. Para isso, comecamos calculando a di-
ferenca de tempo coordenado entre eles como medida por «.
Vamos considerar duas copias do espago-tempo, que se esten-
dem de —L a 0 e de L a 2L, como mostra a Figura [l Estas
cépia nos permitem considerar os efeitos da viagem dos pul-
sos de luz e observadores pela topologia nao trivial do espaco
de maneira mais simples.

t t t 1

Figura 4. Extensdo do espago-tempo que representa seus efeitos to-
poldgicos ndo triviais.

Para encontrarmos os tempos coordenados 1 € #3 em que as
recepgdes dos pulsos ocorrem, basta determinar os pontos de
encontro das linhas de mundo dos pulsos de luz com as linhas
de mundo do observador 3. Para o pulso de luz que viaja no
sentido de x positivo, temos a equacio

r=x. (24)
A linha de mundo de f no intervalo L < x < 2L é dada por

1
t=-(x-L). 25)

Resolvendo o sistema formado das Egs. @4) e @23) para ¢,
encontramos

(26)

De maneira similar, temos a equacdo do pulso de luz na
dire¢do de x negativo e de 8 no intervalo —L < x < 0 dadas,
respectivamente, por

r=—-x e t:%(x—f—L). (27)

Sendo assim o tempo coordenado de encontro ¢ € dado por

L
1+v

n= (28)

Para calcular a diferenca de tempo préprio entre os eventos
de recepg¢do basta aplicarmos a Eq. (@) com os vetores tangen-
tes dados pela Eq. (1)) no intervalo determinado pelas Egs.

28) a @26) o que resulta em

L
Ar:/:' (1) de =[2yLv] (29)

I+v

Esse resultado nos mostra que a existéncia de uma dimen-
sdo compacta cria uma familia de observadores “privilegia-
dos” (aqueles para que AT = 0). Isso implica que temos uma
quebra da invariancia de Lorentz global, ainda que a invarian-
cia local seja mantida.

B. Paradoxo do capacitor

Consideremos um capacitor de placas paralelas de drea A e
separacdo ¢ cujo campo € paralelo a dire¢ao x como mostrado
na Figura [3 no espaco-tempo de Minkowski cuja métrica é
dada por n,, = diag(—1,1,1,1)

Z
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Figura 5. Capacitor de placas paralelas fechado na forma de uma
caixa retangular.

Vamos considerar dois observadores, um em repouso com
o capacitor cuja 4-velocidade € u“ e outro com velocidade v
na dire¢@o x e 4-velocidade v*. Podemos escrever as compo-
nentes de u“ e v* na base coordenada da seguinte maneira:

ut = (1,0) e v =y(v)(1,v). (30)
Dado que o tensor energia-momento do campo eletromag-
nético é EE]

Emy 1 1 de
Tab - E (FacFCh - ZnadecF ) (€1}

podemos calcular a densidade de energia do campo como me-
dida pelo observador em movimento usando a Eq. (I2)) e obter

EM) a0 p_ E?

pu =T, v p 32)



Através da Eq. (I8) vemos queﬂ o campo elétrico medido
por v é E = Ej e portanto py = Py, = »pucu® mas o com-
primento do capacitor ¢ deve contrair por um fator y l6] e
portanto

_ ) _W

ou seja, a energia U do capacitor deve diminuir por um fator
Y quando comparada a energia Uy no referencial de repouso
do capacitor. Por outro lado, sabemos da teoria que a energia
de um sistema deve aumentar por um fator yi.e. U = YU
(2], exatamente o oposto do que prevé a equacdo (33) dando
origem a um “paradoxo”, em aspas, pois como mostraremos
a seguir ele é apenas aparente e surge porque 0s argumentos
anteriores deixam de considerar que os suportes do capaci-
tor devem exercer uma pressao nao nula sobre as laterais do
mesmo para manté-lo em equilibrio.

Por ser um continuo de matéria, os suportes podem ser mo-
deladas pelo tensor energia-momento de um fluido perfeito

21

Tagfl) = pottattp + Po (Nap + tatty) , (34)

onde py € a densidade do suporte e Py a pressdo exercida por
ela no seu referencial de repouso.

O sistema suportes + campo pode ser efetivamente descrito
pela soma dos tensores energia-momento (31)) e (34):

T, = Pottattp + Po (Map + Uaty)

1 1
+ E (FacF% - 4nadechC> . (35)

A densidade de energia medida pelo observador em movi-
mento € obtida a partir da Eq. (I2)) e é dada por

E2
pu = Ty’ =7 (Po +V2P0) + s (36)

Deve-se lembrar de que o capacitor estd em equilibrio em
seu referencial de repouso e portanto a pressao que os suportes
(cuja a area de secdo transversal é a) do capacitor exercem
sobre a sua lateral deve ser igual a forca elétrica entre as placa,
assim

_E°A
- 8na

e substituindo a Eq. (37) na Eq. (36) obtemos

Py 37

! A partir de agora vamos denotar todas as grandezas medidas no referencial
de repouso do capacitor por um subindice 0.

t 1 o'

¥/ X
b x

Figura 6. Diagrama de espago-tempo dos observadores no paradoxo
do capacitor. O observador em azul (0”) é o que se move em relagio
ao capacitor.

2 2
pu =7 <p0+v2“> +2 (38)

8o 8’

A Figural6lé o diagrama de espaco-tempo dos observadores
sendo que o observador que se move em relagdo ao capacitor
(0") esta representado em azul. A partir do diagrama vemos
que a equacdo do hiperplano ¥/, que € a hiperfice de simulta-
neidade como vista por ¢, é dada por

Y ={(t,x,y,z) ER|t = vx} (39)

e a métrica espacial induzida em X' €

ds”? =y 2d® + dy? + d22. (40)
Usando a equacgio (I7) obtemos o elemento de volume

como visto pelo observador em movimento:

av’ = %dxdydz. 1)

A energia do capacitor como medida pelo observador em
movimento € encontrada integrando-se a densidade de energia
no volume do capacitor i.e.

U:/pUdV/:y/a/b/Z(poJrEz)dxdydz
o Jo Jo 8my?

¢ rd .1V2E2A
dxdyd
+7./0 /0/0 Ry 104 vea=

E? (A E?
2

= +VIA— )+ —— 42
v y(mo e 877:) Y 87’ “42)

onde mq € a massa de repouso dos suportes. Nota-se também
que introduzimos parametros a, b, c e d nos limites de integra-
¢do de tal forma que axb = A,c+d = oo. Lembremos que a
segunda integral deve ser feita sobre o volume dos suportes do
capacitor, ja que a expressdo para a pressdo de equilibrio sé é
vélida nessa regido.



Podemos facilmente identificar a grandeza E2/A /87 como
a energia do campo elétrico medida no referencial de repouso
do capacitor i.e. Uy e reescrever (#2) como

U = ymo+ (p*+1/7) Up. (43)

Uma rdpida manipulacdo algébrica do termo em parénteses
revela que ele todo equivale a y e finalmente chegamos em

(U =y(mo+ )] (44)

Poderiamos ter considerado a massa dos suportes do ca-
pacitor despreziveis desde a Eq. (34) se assim desejdssemos
porém nao o fizemos para tornar a solu¢@o um pouco mais ge-
neralista. De qualquer modo o ponto central do problema (o
de que U aumenta por um fator y) ainda € provado se my — 0:

U = yUy, (45)

que € a lei de transformag@o de energia prevista pela teoria.

Como vemos a pressdo exercida pelos suportes do capaci-
tor exercem um papel fundamental na resolucio do problema.
Essencialmente vemos que a pressdo em um referencial se
transforma em energia em outro referencial e portanto a fa-
lha em considerar sua existéncia leva a previsoes dissonantes
a respeito das quantidades medidas por observadores em mo-
vimento.

C. Precessao de um spin sob a influencia de um objeto em
rotacao

E sabido que objetos massivos como estrelas e buracos negros
em rotacdo induzem rotagdo em observadores de momento an-
gular zero em suas proximidades num fendmeno conhecido
como arraste de referenciais inerciais. Esse efeito diminui a
medida que tais observadores se afastam do objeto e desapare-
cem completamente no infinito [B]. Consideremos um obser-
vador estatico nas proximidades de um objeto em rotagdo que
carrega consigo (aplicando as forcas necessarias para tanto em
seu centro de massa e portanto nao exercendo nenhum torque)
um giroscOpio que mantem seu eixo em repouso em relagao
ao referencial local. Devido ao efeito de arraste o observador
estdtico ira perceber que os eixos do giroscopio precessionam
com relacdo ao referencial inercial local e verd também que a
taxa de variagdo do momento angular do giroscépio (ou seu
spin) S ¢ dada por [7]

— =wx§S, (46)

dr
onde w € a velocidade angular de precessao do giroscépio (da-
qui em diante usaremos giroscopio e spin como sinénimos).
Iremos a seguir derivar uma expressdo para ® e dS/dt que
nos permita calcular essas quantidades em qualquer métrica
que desejarmos. O primeiro passo serd introduzir a no¢ao do
transporte de Fermi-Walker seguindo de perto 18].

Seja y(s) a linha de mundo de um observador cujo vetor
tangente € V. Vamos definir num ponto p da curva a base
ortonormal F;, E», E3, E, e seus duais E',E% E3, E* com
E; = V. Gostariamos de transportar esses vetores ao longo
de 7y(s) sem alterar suas propriedades porém se fizermos isso
por meio de um transporte paralelo teremos que V' # Ej e
E,, E,, E3 ndo permanecerdo ortogonais a V' a menos que
¥(s) seja uma geodésica. A derivada de Fermi-Walker (F)
realiza tal transporte de um vetor U ao longo da curva y(s) e
é dada por

FyU =V, U'+g(U, V)V, V—g(U,V,, V)V,
(47
onde Vy, = V4V e satisfaz as seguintes propriedades:

1. Se y(s) é uma geodésicae V' = d/ds entdo Fy =V,;
2. ﬁVV == O;

3. Se X e Y sdo campos vetoriais ao longo de ¥(s) tais
que

FvX =FvY =0,
entdo Fyg(X,Y)=0

4. Se X é um campo vetorial ao longo de ¥(s) ortogonal a
V entdo

FvX=[VyX],,

onde [T], indica a componente ortogonal do tensor, ob-
tida pelo operador de projecdo ortogonal (exatamente
como feito anteriormente para o 4-momento).

2

Um giroscopio essencialmente é um instrumento que
aponta sempre na mesma direcdo e, portanto, matematica-
mente seu spin ¢ transportado com a derivada de Fermi nula
ao longo da linha de mundo do observador que o carrega pelo
seu centro de massa (sem exercer torques) proximo ao objeto
em rotagdo. Vamos assumir que a precessao ocorre em um
espago-tempo estaciondrio, que portanto admite um campo de
Killing tipo-tempo &, e que o observador que carrega o giros-
copio pelo seu centro de massa segue nas Orbitas de €. Sendo
assim, temos

£-S=0. (48)

Usando que V? = (—&9&,)""/2 £/ além da Eq. (@), pode-
mos escrever a Eq. @) como [7]

VeS=—£(S-Ve€)/(€-6), (49)

onde a notacdo A - B é equivalente a g( A, B).

O observador obviamente ndo realiza transporte de Fermi
sobre seus eixos espaciais mas sim os mantém fixos em re-
lacdo a um dado sistema de coordenadas e portanto realiza
transporte de Lie sobre eles ao longo do vetor de Killing &.
Sendo assim, definimos:



ds¢
dr

= (ZeS)" = (VeS) " — (V)" (50)

Como (Vg&)" = 5"V, £ ¢ V.S é dado pela Eq. (@9) temos
substituindo na Eq

B éascé bvbgc
§¢
Usando a métrica para baixar os indices dos argumentos das

derivadas covariantes e colocando ambos o0s termos sobre um
denominador comum temos

(ZeS)" = —shv, g9,

(28) = 1 [#6°5.6"9, 8

¢
+(£-€) g8"V,&4| -

Escrevendo o produto (£ -&) explicitamente nos colchetes e
simplificando usando a anti-simetria V,&, = —V &, imposta
sobre £ pela equacdo de Killing, Z¢g , = 0, temos

(ZeS)" = ﬁ [gdgasbv”gd - gdgdsbv"ga} . (5D

Novamente usando a equagdo de Killing temos

Ei5yElovred = SO0 [gayred _gaghga s ghyige],

onde o ultimo termo claramente € nulo gracas a Eq. (@S),
entdo se o somarmos a Eq. (31) podemos escrever

(ZeS)" = W (52)

Aplicando as identidades do delta de Kronecker e do tensor
de Levi-Civita [2],

fy-p — 1§
8 ! 4V|--'V4 *4'5 : 4V|--~V4’ (53)
8a|a2a3a48ala2b3b4 — _2!5[03“411)3”'1747 (54)
e
6Ivll"'l~14v1mv4TV|“'V4 — 4!T[Vl““’4] (55)
chegamos finalmente em [ﬁ]
(ZeS)" = &pe" ™ cSa |, (56)

onde

bacdv
W= — ébg c'sd ] (57)

2(5-9)

A seguir computaremos a Eq. (B7) para a métrica de
Schwarzschild e para o exterior de uma casca esférica em ro-
tacdo lenta.

1. Meétrica de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild é dado por [ﬁ]

ds? = —fde* + f1d? +r7dQ?, (58)

onde f = (1—2M/r). Abaixando o indice de & temos

$a = gaﬁéﬁ = gatét
cuja Unica componente ndo nula é
&=—(1-2M/r). (59)

Sendo assim a derivada covariante de & é dada por

Voba =061+ (1=2M/r)l";, (60)
mas por outro lado temos
Vibo =086+ (1-2M/r)T" ;. (61)
Subtraindo a Eq. (&1) da Eq. (60) temos

Vcéh - Vxéa = acrél - axém (62)
A Eq. &) fica
P — TN

2(6-9)
+£ttxr9 (Vrge _ Veér) + gtare (V,ie — Vegr) )

mas computando os termos em parénteses com o auxilio da
Eq. (62) vemos que

V.86 —Vg& = 9,80 — 9pE, =0 (63)
V.8 — V&= 9,8 —y& =0 (64)
Vo&o —VyEo = 9g&p —IsGo =0 (65)

€ portanto temos

w=0]| (66)

assim como esperévamos para esse caso.



2. Exterior da casca em rotagdo lenta

A métrica do exterior da casca em rotagao lenta é dada por
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ds? = —fd? + f ' dr?* +2dQ? — 2hdedg, (67

onde f = (1 —2M/r), h =2Jsen’8/r e J é o momento an-
gular da casca. Abaixando o indices de £ temos duas compo-
nentes ndo nulas gracas ao elemento nao diagonal da métrica:

&=—r& (68)
Ep = —h&'. (69)

Utilizando argumentos similares aos usados para chegar-
mos na Eq. (62) vemos que as derivadas covariantes ndo de-
pendem dos simbolos de conexdo e portanto uma simplifica-
¢ao similar a feita no caso da métrica de Schwarzschild € pos-
sivel nesse caso. Com ela, obtemos

o = [6458‘1’“9[8951 +§¢8¢artar§z

_gtgﬂmeaeéﬁ - étgla¢far§¢ (70)

e lembrando que

garan = £ (71)
v—E
N = (72)

€ay-a

onde 41" ¢ o simbolo de Levi-Civita no espago euclidiano,
temos que as componentes nao nulas da velocidade angular de
precessao sao

o — Jsen(20) (73)

4rJ2 sen* 6 2
r\/ir—ZM +r*sen? @

e
2y 2M
0¥ = 2Js4en <1+> . (T4
r? \/ 74’1752'31{‘,1  + r4sen2 6 f

Vemos que, w € ortogonal a linha de mundo do observador
estaciondrio e que suas componentes espaciais ndo nulas, Eq.
(3) e Eq. ([, representam a velocidade angular do girosc6-
pio com relacdo ao referencial do observador estacionario [71.
O efeito de arraste de referenciais € interessante ndo s6 de um
ponto de vista tedrico, jd que através cdlculos similares aos
feitos nesse trabalho é possivel prever a velocidade angular
de precessdo de um giroscépio na 6rbita terrestre [9].

IV. Conclusoes

Com esse trabalho, € possivel ver que mesmo para problemas
em que € possivel se obter solu¢des apenas fazendo uso da
Relatividade Restrita, como no caso do paradoxo dos gémeos
em um espaco compacto e do paradoxo do capacitor em mo-
vimento, o formalismo da teoria geral mostra-se mais pode-
roso e elegante, revelando detalhes que o formalismo restrito
pode deixar obscurecido, como o fato de que a pressdo em um
dado referencial € interpretada como energia em outro no pa-
radoxo do capacitor. Mostramos também que a RG ¢é capaz
de prever efeitos gravitacionais interessantes, como o arraste
de referenciais inerciais e a precessdo de giroscopios como
consequéncia desse efeito, fato esse que foi confirmado pelo
experimento descrito em [@].
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