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Resumo

H4 véarios aspectos que diferenciam um sistema classico e quantico. Essas diferencas podem ser usadas para melhorias
em protocolos de comunicagao. Nesse trabalho de revisao, estudamos sobre medigoes em uma parte de um sistema,
o paradoxo EPR e desigualdades de Bell e entao, estudamos o protocolo BB84, protocolo E91 e por fim o cédigo de
acesso aleatério, onde analisamos a codificagao cldssica, quantica (QRAC) e a quéntica assistida por emaranhamento
(EARAC).

Abstract

There are several aspects that differentiate a classical and quantum system. These differences can be used for
improvements in communication protocols. In this review work, we studied about measurements in a part of a system,
the EPR paradox and Bell’s inequalities and then, we studied the BB84 protocol, E91 protocol and finally the random
access code, where we analyzed the classical, quantum coding (QRAC) and the entanglement-assisted quantum physics
(EARACQ).
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1 Introducao

Os aspectos que diferenciam sistemas cldssicos e sistemas quéanticos nos permitem pensar em diferentes aplicacoes
nas udltimas décadas. A informagdo quéintica e a comunicacdo quantica [5] estudam como pode-se usar sistemas
quanticos para implementacoes de processos informacionais. Essa tecnologia nao vem para substituir a tecnologia de
informacao classica, nossos computadores e internet, mas para abrir novas possibilidades de como manipular a in-
formacao. Vérios protocolos foram propostos nas iltimas décadas, por exemplo: criptografia quantica [2] [3], algoritmo
de busca (Gloover) [6], algoritmo de fatoracao (Shor) [7] e teleportagao [8]. Porém para conseguirmos aplicar uma
nova tecnologia é necessario saber quais sao os conceitos que fundamentam e explicam o que vemos nos laboratorios.
Esses conceitos podem ser fonte de tecnologias ou de limitagoes que inviabilizem suas aplicagoes. Nesse contexto, nés
estudamos protocolos de comunicagao quantica que podem posteriormente serem utilizados como passe para processos
mais complexos.

Num primeiro momento focamos nas bases tedricas que seriam necessédrias para compreender certos protocolos.
Abordamos o emaranhamento quantico e, entao, analisei o paradoxo EPR, que colocava em cheque a completeza da
Mecanica Quantica e levou a hipdtese da existéncia de varidveis ocultas, algo que poderia ser testado posteriormente
devido as desigualdades de Bell, também analisadas neste trabalho.

Por fim, estudamos diferentes protocolos de criptografia quantica. Iniciamos com o BB84, o primeiro protocolo
de distribuigao de chaves quanticas [2] [3], que assim como outros permite que mensagens sejam encriptografadas em
sistemas quanticos.Entdao abordamos o protocolo E91, que, diferentemente do BB84, usa emaranhamento quantico e
uma comunicacao classica entre as partes.

No final do trabalho estd contido os nossos estudos sobre o cédigo de acesso aleatério [9] [10], onde uma mensagem
de tamanho m é codificada em outra de tamanho n, onde um receptor da mensagem codificada é capaz de adivinhar
qualquer um dos bits da mensagem original com probabilidade p. Abordamos a codificacdo clédssica, que nao envolve
Fisica Quantica, a quantica e também a quantica assistida por emaranhamento, mostrando que a cléssica é a codificacao
com a menor probabilidade de acerto.

2 Medidas em uma parte do sistema

2.1 Predigoes fisicas

Considere um sistema composto por duas partes, (1) e (2). Sendo & e & os espagos de estados de tais partes do
sistema, o espago de estados do sistema composto por ambas as partes serd & = & ® 3. Sendo A; um observavel que
age em (1), 1211 é a sua extensao que age no sistema composto, correspondendo entao a medidas referentes somente a
uma das partes do mesmo, ou seja: ~

A1 = A1 X ]12 (1)

onde 1, é o operador identidade em &,. Peguemos agora um autovalor a,, de A;, com grau de degenerescéncia g,. O
conjunto de g, kets ortonormais {|u’,),}, forma o autoespago associado a a,. Logo, o projetor P,; para tal espaco é:

gn
Puy = lug) (upl, (2)
i=1

A extensdo P,1, que age em & ® &, serd, assim como foi no caso de Ay, o produto tensorial de P, pelo operador
identidade de 15: R
Poi =P 21, (3)

Com tais operadores é possivel, ao se possuir um estado normalizado |¥), calcular a probabilidade 1) (ar) de encontrar
o autovalor a,, ao se medir A;. Para isso basta calcular o valor esperado de P,1:

PN (an) = (V] Py 1) (4)

Com a relagao de fechamento, é possivel escrever o operador identidade da segunda parte do sistema da seguinte

maneira;: ' ‘
1, = Z k)2 (Vkl2 (5)
k

onde {|vg),} é uma base ortonormal de &5.



Apé6s a medicao de A; e da obtengdo de um autovalor a, no sistema em um estado arbitrario |¥), o estado
imediatamente apds a medida, |¥’), serd a projecao normalizada de |¥) no autoespago associado a a,, ou seja:

Py |0)

)= =l
(¥ Py 0)

V([ (Pry @ 12) [¥)
Na equagao anterior e na eq. (4), a tnica relagdo delas com a base escolhida para &, é obtida ao se utilizar a relagao de
fechamento na eq. (5). Com isso é possivel notar que tanto as predi¢oes probabilisticas da medi¢ao de A; da parte (1)
do sistema quanto o estado imediatamente apés tal medida, independem da base {|vg),} escolhida. Por fim, utilizando

aeq. (5b)eaeq (2),¢épossivel expressar o estado imediatamente ap6s a medida de uma maneira mais geral, da
seguinte forma:

9n

; Ek: |U;L>1 U)o <U2L|1 (vly W)

)= 2
¢ U SHTANERRTAR AN
555 by e (sl Gl 1)
vy =21 7

ﬁi‘l§|<uml<vm|w>2

2.1.1 Estados separaveis e estados emaranhados

Agora suponhamos que o estado |¥) da eq. (4) é o produto tensorial entre dois kets normalizados e pertencentes,
cada um, a (1) e (2):

(W) = 16)1 @ |x)a = 1)1 [X), (8)

Dessa forma, com as eq. (4) e a eq. (3) temos:

P (an) = (8l; (x|5 (Pa1) 16); [X)5
9(1)(an) = (9]; (Xls (Pr1 ®1(2)) [0)1 [X)+
e@(l)(an) = <¢|1 Py |¢>1 (xla Ix)o

Como |x), é normalizado, encontramos que:

32(1)(an> = (@, Pa1 o), 9)
Note que a eq. (9) ndo contém nada referente a parte (2) do sistema. Sendo assim, quando o estado do sistema global
pode ser representado como na eq. (8), as predigdes fisicas referentes a somente uma das partes, nao terd nenhuma
influéncia da outra parte do sistema. No exemplo acima, o cdlculo de probabilidade de se obter um autovalor referente
a parte (1) do sistema nao dependeu em nada de |x),. Em casos assim, o estado pode ser considerado meramente como
uma justaposi¢ao entre os estados pertencentes cada qual a uma das partes, sendo chamados de estados separaveis.
No entanto, nem sempre o estado do sistema global pode ser expresso como na eq. (8). Tais estados que ndo podem
ser expressos como o produto tensorial entre um estado pertencente & uma das partes por outro pertencente a outra
parte, sao chamados de estados emaranhados.

3 Paradoxo EPR

Einstein, Podolsky e Rosen, em 1935 publicaram um trabalho onde concluiam que a Mecanica Quantica era um
teoria incompleta [11]. A ideia de EPR foi considerar duas particulas correlacionadas, de tal forma que a medida direta
de uma delas acarretaria numa medida indireta da outra, devido ao postulado da projecao contido no formalismo da
mecanica quantica. No entanto isso entrava em contradicao com o principio da localidade, que era aceito intuitivamente
na época. A seguir as hipdteses foram analisadas mais detalhadamente.



3.1 Completeza, elementos de realidade e localidade

No artigo de EPR, uma condigao necessaria para que uma teoria seja considerada completa, a chamada condicao
de completeza, diz que “todo elemento da realidade fisica, deve ter uma contrapartida na teoria fisica” [11]. Para
demonstrar que a Mecanica Quantica é incompleta, EPR busca mostrar um elemento de realidade que nao tem
contrapartida na teoria [1].

Um elemento de realidade por sua vez, existe quando é possivel predizer com probabilidade um o resultado de uma
medicao de uma quantidade fisica, sendo que o elemento serd correspondente a tal quantidade. Sendo assim, se um
determinado sistema estd num autoestado de um observével, tal estado corresponde a um elemento de realidade [12],
visto que uma medicao resultara com probabilidade um no autovalor correspondente.

A condicao descrita para a existéncia de um elemento de realidade é suficiente, e ndo necesséria, para a existéncia de
um elemento de realidade, nao significando portanto que todos os elementos de realidade possuam valores que possam
ser previstos.

Uma terceira definigao importante é a de localidade, um principio que diz que elementos de realidade de um sistema
nao podem ser afetados por medigoes realizadas a distancia, em um outro sistema. Para Einstein, “a distancia” significa
que se um raio de luz é emitido por um dos eventos, nao atingird o outro sistema antes do outro evento acontecer [12].

3.2 O estado emaranhado

O estado das particulas utilizadas por EPR é um estado emaranhado, de tal forma que a soma dos momentos p,1
e pyo € zero e que estejam distanciadas num valor [, ou seja, ;1 — xo = [. Uma proposta de como criar tal estado é
a seguinte (mostrado na fig. 1): duas particulas, se deslocando na diregdo x, sdo incididas perpendicularmente a um
diafragma que possui duas fendas paralelas, na direcao y. O diafragma fica suspenso por uma mola e um medidor M
verifica qual é o momento transferido para ele pelas particulas, sendo que o estado desejado sera adquirido quando esse
momento for zero.
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Figura 1: Preparacao do estado emaranhado de EPR [12].

Em tal estado, nao se sabe com precisao nem a posi¢cao nem o momento de nenhuma das particulas, mas caso se
mega por exemplo a posi¢ao da primeira particula, obtendo-se um valor z’, o estado se reduzird e a posigao da segunda
particula serd x’ — I. Por outro lado caso se meca o momento da primeira particula, obtendo-se p’, o estado se reduzira
de tal forma que o momento da segunda serd —p'.

Segundo o principio de localidade anteriormente descrito, o ato de medir tanto a posi¢ado ou o momento de uma das
particulas ndo pode alterar nenhum elemento de realidade na outra particula num tempo menor do que I/c contado a
partir do instante da medicao. No caso em que se mede a posicao da primeira, é possivel, como foi descrito para este
caso, predizer com probabilidade 1 qual sera a posicao da segunda particula caso eu a mega, inclusive caso eu faca essa
segunda medicado num tempo menor do que /¢ (contado a partir do instante em que a primeira foi realizada), sendo
assim, existe um elemento de realidade correspondendo a posicao da segunda particula no momento da medicao da
sua posicao. Além disso também é possivel predizer com probabilidade 1 o momento da segunda particula apés o da



primeira ter sido medido, também num tempo menor do que [/c, o que novamente leva a conclusdo de que existe um
elemento de realidade, dessa vez correspondendo ao momento da segunda particula, no momento da sua medigao.

Com a descrigao dada acima é possivel notar que aparentemente a segunda particula tem tanto um elemento de
realidade que corresponde ao momento quanto um que corresponde a posi¢ao, simultaneamente, porém, isso nao tem
contrapartida na Mecanica Quantica, visto que R e P nao comutam. Sendo assim, segundo EPR, a Mecanica Quantica
é uma teoria incompleta, ja que viola a condicao de completeza.

3.3 Argumento da incompleteza com Spins
Outra forma de expor a ideia de EPR ¢ utilizando o estado de singleto:
1
I‘I’s>=ﬁ[ 1)1 105 = 10) [1); ] (10)
Em tal estado, que é nao separavel, caso se mega o0, utilizando por exemplo um aparelho de Stern-Gerlach, e se
obtenha o autovalor —1, o estado da eq. (10) se reduzird para:

[Wr) = |1); [0),

Em tal estado, caso se meca 0,4, se obtera com certeza o autovalor 1. Da mesma forma, caso, ao medir o,; quando
o sistema estd no estado da eq. (10) se obtenha o autovalor 1, uma medigao de o, resultard certamente em —1.

Uma propriedade interessante do estado de singleto é a invaridncia rotacional. Caso se queira saber as probabilidades
de obtencado dos autovalores de o, por exemplo, devemos expandir o estado da eq. (10) na base {|0;);|1,)}. Fazendo
isso obtemos o seguinte estado:

1

|Us) = 7

(1) 0) = 102, 11}, ) (11)
que possui a mesma forma que a eq. (10).

Supondo que o estado da eq. (10) seja gerado e que ambas as particulas se afastem, o argumento segue de maneira
similar a descrita anteriormente. Caso se mega 0.1, o resultado de uma medigdo de 0.5 s6 poderia resultar no valor
oposto ao que foi obtido na medicao da primeira, possuindo portanto um elemento de realidade que corresponde ao
autovalor de 0,,5. Da mesma maneira, se 0,; seja medido, a segunda particula possuird um elemento de realidade
correspondendo ao autovalor de o,5. No entanto, segundo o principio da localidade, uma medigao em uma dessas
particulas nao poderia alterar nenhum elemento de realidade da outra instantaneamente ou numa velocidade mais
rapida do que a da luz, o que leva a conclusao de que a segunda particula possuia simultaneamente elementos de
realidade correspondentes a dois operadores que ndo comutam (o, e 0,,), algo que ndo possui contrapartida na teoria,
violando assim a condigao de completeza.

3.4 Versao de Redhead para a incompleteza [1]

Supondo que ambas as particulas estdo no estado de singleto da eq. (10) e que cada uma delas esteja separada
uma da outra numa distancia [. Em tal situacao, é realizada uma medida de o,; no instante ¢;. Com isso, da mesma
maneira como foi descrito anteriormente, a segunda particula possuird um elemento de realidade correspondente ao
autovalor de 0.9 (que terd o valor oposto ao que se obteve na medida de o.;) para tempos to > ;.

No entanto, utilizando o principio de localidade, pode-se concluir que nao foi a medida de de o,; que fez com que
a segunda particula viesse a ter tal elemento de realidade, sendo assim, ela ji o possuia em um tempo ¢t < t1, por
exemplo, imediatamente antes da medida de o, ;.

O suposto paradoxo, nesse cendrio, vem do fato que imediatamente antes da medicao de o, o sistema estava no
estado de singleto, o que faz com que a segunda particula ndo possa estar num autoestado de 0,5, algo que entra em
conflito com a existéncia de um elemento de realidade para um tempo ¢ < ¢;.

3.5 Contradicao com a Mecanica Quantica

Até o momento expusemos a argumentacao de EPR para a incompleteza da MQ, agora analisaremos os pontos nos
quais eles estavam errados.

Seguindo a légica de EPR, foi dito que apés Alice medir o singleto, o estado passava a ser |1);|0),, no caso do
resultado obtido ser —1, porém, esse é o estado somente para Alice. Este seria o estado para Bob, antes de ele realizar
alguma medida, no caso da Alice informar o Bob sobre a medida dela. O maximo que pode ser dito é que tendo a Alice



medido a sua parte do sistema, ela sabe qual serd o resultado da medida de Bob, caso ele venha a realizar a medigao
na mesma direcdo que ela, no entanto, ela s6 poderd saber o que Bob fez depois que ele a informar.

Outro detalhe importante na dedugao de EPR é que, segundo eles, o fato de a Alice poder saber qual serd o
resultado da medida de Bob numa situagao especifica, implicaria que a parte de Bob ja teria um valor predefinido de
spin, mas, medidas nao realizadas nao possuem resultado, ou seja, as particulas nao tem valores especificos de spin até
que sejam feitas medidas.

Com o que foi mostrado aqui é possivel entender porque, ao contrario do que pode parecer num primeiro contato
com o paradoxo EPR, o emaranhamento quéantico nao possibilita uma comunicagao superluminal. Apesar de Alice
poder saber qual vira a ser o resultado de Bob, ela nao sabia qual seria o seu préprio resultado antes de realizar a
medida, nao podendo assim “forcar”’algum resultado desejado na medicao de Bob.

4 Desigualdade de Bell

Para uma Teoria de Varidvel oculta (TVO), o estado |¥) de uma particula é uma descrigado incompleta, existindo
varidveis A que sao necessarias para tornd-la completa. Segundo uma TVO, ao se especificar o estado |¥) e as varidveis
A, a medi¢do de um observével A teria um unico resultado predizivel (ndo probabilistico). O valor que é obtido ao
se medir A serd denotado por a al¥)()\). Neste cenario o valor esperado (A) é uma média ponderada dos valores de
a™)()\) sobre uma distribuicio py(\) das varidveis ocultas.

(W] AIT) = / o™ (\)py (\)dA (12)

Uma maneira de testar uma TVO é comparando suas previsdes médias com as da MQ. As desigualdades de Bell
impoem restrigoes aos valores médios previstos por TVO'’s.

4.1 Probabilidades e Correlagoes

Suponha que um estado de singleto, mostrado na eq. (10), onde a particula 1 passard por um analisador de Stern-
Gerlach orientado na direcao @ e a 2 por um orientado na diregao b. Neste cendario, segundo uma TVO, caso fosse
possivel saber os valores \ das variaveis ocultas, seriamos capazes de saber o resultado antes de realizar o experimento.

Uma maneira de calcular as desigualdades de Bell para este caso é utilizando o coeficiente de correlagio cy(d, g),
sendo que tal coeficiente representa uma relagao estatistica entre duas variaveis, que varia de -1 até 1, como mostrarei a
seguir. Caso o resultado esteja entre 0 e 1, o aumento de uma variavel tende a significar um aumento da outra varidvel.
Caso o coeficiente esteja entre -1 e 0, ao se aumentar uma das varidveis, a outra diminui. Neste caso as varidveis em
questao serao os resultados das medigoes de 0,1 € gpy, OU seja, spins.

Sendo assim, neste caso, maior serd o fator de correlacao quanto mais vezes as medidas dos spins resultarem no
mesmo valor, alcancando 1 caso sempre coincidam; e menor ele serd quanto mais vezes eles sejam opostos, sendo -1
caso nunca coincidam.

Para fazer tal calculo, comecemos pela expressdo da correlagdo, onde A e B denotarao grandezas fisicas a serem
medidas, enquanto a e b denotarao os valores obtidos nas medigoes. Ela é definida como a covariancia entre duas
variaveis aleatérias, dividida pela multiplicagao dos desvios padroes de cada uma dessas varidveis, ou seja:

Cov(a,b)

At = e @ver®)

(13)

A covariancia por si s6, quando positiva, indica que o aumento de uma varidvel implica numa maior probabilidade
de aumento da outra. No caso dela ser negativa, é o contrario, porém, ela possui os inconvenientes de depender
das unidades das varidveis e de o seu valor absoluto nao informar facilmente o quao fortemente as varidveis estao
correlacionadas. Ao dividir tal covariancia pela multiplicagdo dos desvios padroes, o resultado estara entre -1 e 1. Para
mostrar isso, comecemos pela seguinte expressao:

a b

Tal expressao é maior ou igual a zero, j4 que a variancia sempre é. Desenvolvendo a expressao:



a b\ Var(a)  Var(b) 2
Var (AaiAb) = Ag2 + A2 + AaAbC’ov(a,b)

b
Var <AaiAb) =1+1+2c(a,b)

Como dito anteriormente, a varidncia é maior ou igual a zero, entao

0<2+2c(a,b) = —1<c(a,b) <1 (15)

Tendo demonstrado o intervalo em que se encontra a correlagao, desenvolvamos ela para uma forma que serd mais
util para o problema que estamos abordando:

sty - (@ = @) e 1)

AaAb
_ {ab—a(b) —bla) + (a) (b))
elenb) = Aalb
o(a,p) = (2B = {a ®) = ((a)) +{a) )
’ Aalb

Agora, dado que {a) e (b) podem sair dos brakets por serem constantes, é possivel chegar na expressao final:

.ty (oD =) ()
’ AaAb

Como foi dito anteriormente, a grandeza fisica em questio serd o spin, portanto A = 0, € B = 0. Para chegar na

expressao final antes de se calcular a correlagdo, também é necessério notar que no estado da eq. (10) a probabilidade

de se obter um spin para cima e para baixo (ao longo de seus respectivos eixos) sdo iguais, logo (o41) = {op3) =0, 0

que por sua vez leva a Aoy = Aopy = 1/ {(0412) 0a1 = /(Ao,%) = 1.

Por fim, utilizando tais informagoes se obtém que:

(16)

c(a,b) = (Vs|0a1002 |¥s) (17)

E possivel ver que a correlagao é a média do operador o,10p9. Existem 4 possibilidades a se considerar, ambos
medem spin +1; ambos medem spin —1; Alice (parte 1 do sistema) mede +1 e Bob (parte 2 do sistema) mede —1; e
por fim a possibilidade em que Alice mede —1 e Bob +1. O valor médio do observavel serd a soma dos autovalores
multiplicados por suas respectivas probabilidades, ou seja:

c(a,b) = 1(:@+++:@__)71(=@+_+<@_+) (18)

Onde o0 1 e 0 —1 na frente dos parenteses sdo os autovalores do observavel.
A primeira coisa que pode ser feita para simplificar o cdlculo é observar que por simetria, Z, = #__ e Z,_ =
Z_ 4, sendo assim:

cla,by=2(LP__ —P_,) (19)

Comecemos com o caso em que ambos medem o spin para baixo. A direcao que escolherei para a para facilitar os
célculos serd 2. A probabilidade sera a probabilidade da Alice medir o spin para baixo e de Bob encontrar esse mesmo
resultado dado que Alice j4 o obteve primeiro. Para o estado de singleto a probabilidade de Alice medir spin para
baixo é 1/2 e apds tal medigao o estado colapsa para:

@)’ = [0a); [1a) (20)

Agora para encontrar a probabilidade condicional, devo expressar os autoestados de o, em termos do de g,. Como
estou considerando que a direcao a é Z, os autoestados de o, em fungao de o, tem a mesma forma que os autoestados
de uma matriz de Pauli com dire¢ao arbitréria 7 (tal cdlculo estd feito no apéndice A), sendo assim:

1) —cos( )|1 >+e“f>sen< )|0 ) (21)



00} = —e~sen (Z) L) + cos (Z) 0.) (22)

10} = cos (5 ) 1 = sen (5 ) 100 (23)

|04) = e"*sen (g) |15) + cos (g) |03 (24)

|T) = 104), [cos <Z> |1p)y — €'?sen <Z) |o,,>2] (25)

Pode-se por fim encontrar a probabilidade de ambos medirem spin para baixo:

Disso se segue que:

Reescrevendo a eq. (20):

1,0\ 1
P__ = sen (2) = Z(l cos 0) (26)

Agora calculemos P_ . Para Alice medir spin para baixo a probabilidade é 1/2, como foi dito anteriormente, entao
o singleto colapsa para o estado da eq. (25). Olhando para tal estado é possivel notar que a probabilidade de Bob
medir spin para cima ao longo do eixo b é, cos?(6/2), portanto:

1,0\ 1
_ = — — = —(1 2
P_ 5 €05 <2> 4( + cos 0) (27)

Substituindo na eq. (19) os resultados encontrados, obtemos que (considerando que 8 é o angulo entre a e i))

c(a,b) = —cos(0) = —a - b (28)

Seria de se esperar que a correlagdo entre duas diregoes coincidentes (0 graus entre elas) fosse -1, pois os spins
sempre sao opostos; e de forma semelhante espera-se que a correlacdo entre diregoes diametralmente opostas seja 1.
Olhando para a expressao final da correlagao, é possivel ver que ela é condizente com essas consideragoes.

4.2 Derivagao de Bell

Mostrarei a seguir a derivagio de Bell, mostrada em seu artigo, “On The FEinstein, Podolsky, Rosen Paradox” [13],
do que veio a ser conhecida como desigualdade de Bell.

Inicialmente, consideremos um estado de singleto, eq. (10), que terd os spins das particulas medidos. A fungao
I(a,\) é o resultado da medicdo do spin da primeira particula (medigao de o,1), feito na direcdo d@, dadas as varidveis
ocultas A, enquanto a fungao I1(b, \) se refere a segunda particula (medigdo de op5). Sendo assim, tais fungdes podem
assumir os valores +1. Sendo o coeficiente de correlagdo do singleto, as médias dos produtos de I(a,\) e II(b, ),
segundo uma TVO, de acordo com a eq. (12), a correlagdo ficaria sendo:

c(a,b) = /p()\)I(a, AN II(b, N)dA (29)
Sendo p(A) uma distribuigao de probabilidade normalizada, temos que:

/ p(NV)dA = 1 (30)

Além disso, outra consideracao que Bell fez em sua dedugao é que, caso a primeira particula tenha seu spin medido
na mesma diregdo que a segunda, os valores obtidos serdo opostos (anti-correlacio perfeita):

11(b,\) = —I(b,\) (31)

Utilizando a eq. (31) no célculo da correlacao da eq. (29), obtém-se que:

c(ab) = — / (A (@, A) (b, \)dA (32)



Agora, sendo ¢ uma terceira direcdo de medida do spin, é possivel verificar que:

c(a,b) — c(a,c) = —/p()\)l(a, M (b, A) — I(e, N)]dA (33)

Para prosseguir com a derivacdo, utilizarei que I?(b,\) = 1. Multiplicarei a integral por um, utilizando tal in-
formacao.

c(a,b) — c(a,c) = — /p()\)l(a, M I2(b, \)[I(b, \) — I(c, \)]dA

c(a,b) — c(a,c) = — /p(/\)l(a, NI (b, N[I%(b, A) — I(b, \)I(c, \)]dA

c(a,b) — c(a,c) = — /p(/\)l(a, MI(b,N)[1 = I(b,A\)I(c,A\)]dA (34)
Dentro dos colchetes da expressao anterior, ou o valor resultante da operacao ¢ 2 ou é 0, ou seja:

[1—I(b,A\)I(c;\)] >0 (35)

O médulo do lado direito da eq. (34) atinge um méximo caso, para todos os valores de A, ou I(a, \)I(b, \) seja
sempre 1, ou seja sempre —1. Logo:

le(a,b) — e(a, c)] < /p()\)[l — I(b,N)I(e, N)]dA
le(a, b) — c(a,c)| < /p()\)d)\ - /p()\)I(b,)\)I(c, A)dA

E possivel notar que ambas a integrais acima sdo as mesmas que as da eq. (29) e eq. (30). Entdo, finalmente, a
desigualdade de Bell é:
le(a,b) = c(a, ¢)| <1 +¢(b,c) (36)
Com a tal desigualdade em maos, é possivel verificar se ela pode ser violada utilizando o coeficiente de correlacao
definido pela MQ na eq. (28). Caso seja (mostrarei que esse é o caso), a MQ é incompativel com TVOs locais, ou seja,
TVOs que respeitam o principio de localidade, descrito na segao 3.1.

4.2.1 Violagao da Desigualdade de Bell pela MQ

Com desigualdade de Bell, que foi obtida com pressupostos de uma TVO local, podemos verificar se ela pode ser
violada para algum caso especifico. Caso seja violada para algum caso, TVOs locais sao incompativeis com a MQ, pois
a desigualdade foi derivada considerando-se que quaisquer dire¢ées de medidas podem ser usadas.

Consideremos que a direcao a é perpendicular a be que a direcao ¢ é da seguinte forma:

¢=asing+ bcos (37)

Para calcular as correlagoes na eq. (36), utilizarei a eq. (28). Temos que:

|—a-b+a-e|<1+é-b
|sing| <1 —cos¢ (38)

Como é possivel ver na fig. 2, a desigualdade de Bell, no intervalo mostrado, s6 nao foi violada em 0 e em 7 (quando
a diregao ¢ é coincidente ou com d ou com b), portanto, a Mecénica Quantica e Teorias de Varidveis Ocultas locais,
sao incompativeis.
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Figura 2: Gréfico contendo as fungoes de ambos os lados da desigualdade, no intervalo de 0 a 7/2.

4.3 Desigualdade CHSH

Mostrarei a seguir uma versao diferente da desigualdade de Bell.

Consideremos um coletivo de singletos, com cada uma das particulas que os constituem incidindo em analisador de
Stern-Gerlach. Tais analisadores podem, cada um, assumir duas diregoes diferentes, sendo elas @, a para o primeiro, e
5, 1% para o segundo. Novamente usaremos fungoes para denotar o resultado das medi¢oes, mas dessa vez indexaremos
elas para que indiquem qual par n estd sendo medido, sendo assim, I,, é o resultado da medicao da primeira particula
do enésimo singleto na diregdo @, enquanto II/ é o resultado da medicao da segunda particula do enésimo singleto na
diregao v , assim por diante. Em uma TVO, esses valores estao determinados antes de se realizar uma medicao. Para
cada par definiremos uma grandeza ~y,:

Yo = In(a,b,\) - I (a,b,\) + I (a, b/, \) - IT. (a, b/, A) + I, (', b, \) - IIn(a' b, N) — I, (a’ b/, A) - IT.(a/, b/, A)  (39)

Note que tal notagao assume a possibilidade de que I, seja afetado pela orientacao do segundo analisador, ou seja,
assume a possibilidade que I,,(a,b, \) # I,(a,b’, A), 0 que estaria em desacordo com a localidade. Para introduzirmos
tal principio, supondo a nao interferéncia do segundo analisador, no primeiro, e vice e versa, fagamos I, (a,b,\) =
I,(a,t',\) = I, e 0 mesmo para a segunda particula.

Reescrevendo a equagao anterior:

Vo =1In Il +1,-1I' + T’ - II, — I - I

Yo = In(IT + IT,) + I, (IT,, — I1},) = +2 (40)

Nesta ultima equagao € facil de ver o motivo de 7, ser sempre £2. Um dos parénteses sempre ird se anular, enquanto
o outro resultard em +2 multiplicado pelo spin da primeira particula (£1).
O coeficiente de correlacdo c(a,b) de N eventos, que se trata da média dos diferentes I,, - I, é:

N
1
c(a,b) = lim > 111, (41)

n=1

Como cada v, é 2, uma média deles estaria entre -2 e +2, sendo assim:

N
I% Dl = 18] = le(ab) + c(a,b') + c(d,b) — e(d’,b)| < 2 (42)
n=1

A eq. (42) é uma das formas da desigualdade de Bell, chamada desigualdade CHSH [14], que possui esse nome
devido aos sobrenomes dos pesquisadores que derivaram ela, Clauser, Horne, Shimony e Holt.
Esta desigualdade j4 foi violada experimentalmente [15] [16], corroborando com as predigoes da MQ.
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4.3.1 Jogo CHSH

O jogo CHSH funciona da seguinte maneira. Alice e Bob, recebem, respectivamente, duas variaveis aleatorias,
x, y € {0; 1}, entdo, a partir de alguma estratégia previamente combinada entre ambos, sem saber que varidvel o
outro recebeu, retornam as respostas a, b € {0; 1}. Eles ganham caso

rANy=ad®b (43)
onde A denota a légica AND e @, XOR. A tabela 1 mostra as possibilidades dessas légicas.

X‘y‘xAy‘x@y
0]0 0 0
110 0 1
0|1 0 1
1|1 1 0

Tabela 1: Tabela verdade para as operagoes AND e XOR

Uma estratégia que ndo utiliza Fisica Quéantica, pode ser Alice e Bob combinarem de ambos enviarem 0 indepen-
dentemente da varidvel aleatoria que receberam, ja que 00 =0e x Ay = 0 em trés das quatro possibilidades. Dessa
forma obteriam 75% de sucesso, sendo esse o limite para uma estratégia classica.

Analisemos agora uma estratégia que se utiliza da MQ. Como na situagao descrita para a deducao da desigualdade
CHSH, Alice e Bob possuem um analisador de Stern-Gerlach cada um, sendo que o analisador da Alice pode medir
nas direcées @ e a’, enquanto o de Bob em b e i'. A direciio a é 2, portanto possui autoestados [0) = [04) e |1) = |1,)
e as outras bases estdo “giradas”. Os vetores da base {|0q); |1a/)} por exemplo, estdao girados § radianos em relagao
aos vetores correspondentes a dire¢do d, como mostrado na fig. 3. Ja os autoestados de o, e oy estdo girados,

respectivamente, em g e —* em relagao aos de og.

R

1)y

Figura 3: Autoestados de o, 04/, 0p € 0y, que correspondem as diregées em que Alice e Bob realizardo as medidas.

Alice e Bob compartilharao o estado de Bell

_ L
V2

onde a parte (1) se refere a particula que estd com Alice e a parte (2), & que estd com Bob.

|®) (10011005 + 1)1 [1)5 ] (44)
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A estratégia serd a seguinte: Apés Alice receber o bit z, caso ele seja 0, ela medird o spin da sua particula na
direcao a e, caso seja 1, medira na direcao a’; e de forma semelhante caso o bit y de Bob seja 0 ele medird na direcao
bena b caso seja 1. Se o valor aferido for 1, envia-se 0 como resposta; caso seja —1, envia-se 1.

Note que as bases foram escolhidas te tal forma que, quando for necessario que Alice e Bob deem uma resposta
igual (a=b), os estados que correspondem a um mesmo autovalor estardo em dire¢oes mais préximas. Por exemplo, se
z =y = 0, ambos devem dar respostas iguais. Olhando para a fig. 3, note que |0,) estd numa dire¢do mais proxima
de [05) (5), do que de [1,) (37). Além disso, quando for necessdrio que ambos deem respostas diferentes, os estados
que correspondem a autovalores distintos que estarao mais préximos.

Analisemos o caso em que x = y = 0 (Os outros casos estardo no apéndice B). A base em que Alice medird serd
{10a); |[14)} e a de Bob serd {|0y); |15)}. Como = Ay = 0, para que ganhem o bit de resposta a terd que ser igual ao
b. Calculemos a probabilidade de vitoria.

pla=b)=pla=1nb=1)+pla=-1Nb=-1)

Pela simetria da questao a probabilidade de ambos serem 1 é igual a de ambos serem -1, entao

pla=15)=2p(a="1pb=1]a=1) (45)

Como é possivel ver pelo estado na eq. (44), a probabilidade de Alice medir 1 é de 1/2. Apds a medigao e estado
passa a ser

|®') = 10a)1 [0a)s

Ou entao, expandindo a parte de Bob na base em que ele medira:

) = 104), [cos () 100, = sin (5 ) 110), (46)

Olhando para este tiltimo estado é possivel concluir que a probabilidade de Bob medir 1 é de cos? (%)
Substituindo as informagoes obtidas no célculo de probabilidade, encontra-se que

pla = b) = cos? (%) ~ 0,85 (47)

Que é o mesmo valor obtido para todos os casos de bits e y (mostrarei os demais casos no apéndice).

Além disso, como havia dito, tal jogo se da de maneira semelhante a que foi descrita na deducao da desigualdade
CHSH, portanto calculemos o valor de |S], a partir da eq. (42), imaginando que Alice e Bob repetirdo o jogo intimeras
vezes. No caso de ¢(a,b) por exemplo, que é correlagdo para as diregbes a e lA), basta encontrar o valor médio da
multiplicagao dos spins medidos, ou seja

c(a,b) = p(a = b)(1) + p(a # b)(=1)
c(a,b) = cos? (I) (1) + {1 — cos? (z)] (-1)
8 8
o (T
c(a,b) = 2cos <§> -1 (48)
Os outros casos serdo iguais, visto que possuem as mesmas probabilidades, a menos de ¢(a’,b"), que serd

cla’ b)) = {1 — cos? (g)} (1) + cos? (g) (=1) =1 — 2 cos? (g) (49)

Substituindo tudo na eq. (42), obtém-se
— 2(T\ _ —
|S| =4 [2cos <8> 1} 22 (50)

Ou seja, a desigualdade CHSH é violada. Além disso, o valor de 2v/2 é o méximo que pode ser alcancado [17].
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5 Criptografia Quantica

No nosso cotidiano nés usamos criptografia praticamente em todas as nossa comunicacao digital. Em sua maioria é
usado algum tipo de criptografia para somente o remetente e o receptor tenham acesso a uma mensagem comunicada.
Um dos tipos de criptografia usam chaves criptogréaficas simétricas, onde encriptar e decriptar usam a mesma chave.
Porém, é necessario uma forma segura de assegurar que somente as duas partes interessadas tenham a chave. E aqui
podemos usar propriedades quanticas para nos auxiliar nessa tarefa, conhecida como distribuicao de chaves quanticas
(QKD - quantum key distribution).

5.1 Protocolo BBg84 [2]

O protocolo BB84 foi o primeiro protocolo de distribuigdo de chaves quanticas. Seu nome é devido aos sobrenomes
dos pesquisadores que criaram ele, Bennet e Brassard, e também por ter sido criado em 1984. O protocolo utiliza-se
de sistemas quanticos de dois niveis. Neste caso utilizarei fo6tons linearmente polarizados.

Em tal protocolo, Alice e Bob devem combinar, publicamente, as bases que utilizarao para codificar os fétons em
bits (codificagao essa que serd feita pela Alice) e também receptardo eles (tarefa que serd realizada pelo Bob). Aqui
utilizarei para uma das bases, a base A, a polarizagdo horizontal e vertical, sendo que a diregao horizontal (|04))
corresponderd ao bit 0 e a vertical (]14)) ao bit 1. A outra base, B, serd uma girada em 45° em relacao a primeira,
onde a diregdo que estd em 45° em relagdo & horizontal (|0p)) corresponderd ao bit 0, enquanto a que estd 135°em
relacdo & horizontal (|0g)) ao bit 1. Vide fig. 4.

—

it
kS

10}

Figura 4: Autoestados de o, e 03, que correspondem as diregdes em que Alice e Bob realizardo as medidas.

A seguir, Alice escolhe uma sequéncia de bits aleatérios para enviar para Bob, usarei o exemplo 01001. Além disso,
ela deve escolher aleatoriamente com qual das bases cada um dos bits serd codificado. Nesta sequéncia de cinco bits
por exemplo, ela pode usar a base A para os trés primeiros e a B para os dois tltimos, entao ela enviaria os estados
[04), |14), |04), [0B), |1B). Entdo quando tais fétons chegassem em Bob, ele deveria escolher aleatoriamente com
quais bases ird medir cada um deles. Todas as vezes que Bob escolher, por coincidéncia, medir com a mesma base,
um dado féton, ele obtera o mesmo estado que foi enviado por Alice. Caso ela tenha por exemplo enviado um féton
polarizado verticalmente, o que corresponde ao bit 1 na base A, e Bob meca esse bit, coincidentemente, na mesma
base, ele obterda também um féton polarizado verticalmente. No entanto, caso ele meca na base B, ele terd 50% de
chance de obter os autoestados de tal base, ja que

1
|1>A \ﬁ

Um detalhe do protocolo BB84 é inclusive que, mesmo em casos de alfabetos maiores que o bindrio, ao se medir
um estado na base errada, a probabilidade de obter, apds a medida, qualquer um dos autoestados de tal base errada,
deve ser a mesma. No atual caso, bindrio, isso significa que ao errar a base Bob terd 50% de chance de obter qualquer
um dos autoestados.

Apo6s Bob ter medido todos os fétons, ele se comunica com Alice e publicamente verificam quais bases foram
coincidentes na codificacao e na recepgao. Todos os fétons que foram medidos em um base diferente, sao descartados.
Quando Bob no enésimo féton, acerta a base, como medindo na base A um estado que foi gerado por ela, obtendo um
féton na vertical, ele sabe que o enésimo bit enviado por Alice é 1. O préximo passo é ambos selecionarem alguns dos

(105) + 1)) (51)
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bits para verificar se o que Bob recebeu foi realmente o que Alice enviou (caso nao coincidam, existe a possibilidade de
que um terceiro tentou monitorar a transmissio). Tais bits também sao descartados. Entdo, os bits restantes serdo uma
chave criptogréfica, que é conhecida por ambos, mesmo que Alice nao tenha utilizado nenhum canal de comunicacao
cldssico para informa-la diretamente.

Analisemos o que acontece caso alguém, Eve, tente monitorar os fétons enviados para também saber qual é a chave
criptografica. Como foi dito anteriormente, existe uma etapa onde Alice e Bob, apds selecionarem as bases coincidentes,
verificam se alguns dos bits que ambos possuem sao realmente iguais. A cada um desses bits, Eve pode ter escolhido
a base errada para medi-los, algo que acontecerd em 50% das vezes. Nessas vezes o estado colapsou para um dos
autoestados da base em que Eve mediu, de tal forma quando Bob mediu o féton na mesma base em que ele avia sido
originalmente enviado por Alice, ele terd 50% de obter um estado diferente do que seria esperado caso Eve nao tivesse
medido. Sendo assim, sendo N o nimero de vezes que Eve escolhe a base errada, a probabilidade de Bob encontrar
os mesmos estados enviados por Alice (dentre aqueles em que ambos escolheram a mesma base), é de (0,5)", fazendo
com que seja dificil que na fase de verificagdo a acao Eve nao seja descoberta.

5.2 Protocolo E91 [3]

O protocolo E91, seguindo a mesa légica do BB84, possui tal nome porque o seu criador tem o sobrenome Ekert
e porque foi criado em 1991. No E91, sdao usados pares de fétons emaranhados, singletos (eq.(10)), gerados em um
terceiro lugar, que nao é onde Alice e Bob estao. Diferentemente do protocolo BB84 (secéo 5.1), a comunicacao direta
entre ambos se dard de maneira exclusivamente classica.

Cada um dispord de trés dire¢oes para realizar as medidas de polarizagao, que denotarei por a; e Bj (i,7 =1,2,3),
todas contidas no plano xy. Os dngulos das diregoes de medi¢ao de Alice sao respectivamente 0, 7/4 e /2, enquanto
os de Bob sdo /4, w/2 e 37/4. Ambos também devem combinar, como no BB84, a que bit (0 e 1) correspondera cada
um dos autovalores (1 e -1). Note que do = 51 e ds = 132.

A fonte de fétons emaranhados envia-os para Alice e Bob, que por sua vez realizam as medidas escolhendo aleatori-
amente as trés bases que cada um tem a disposi¢do. Apoés feito isso, eles se comunicam de maneira cldssica e anunciam
quais bases usaram para cada féton. A seguir eles separam as medidas em dois grupos diferentes, um com todos os
resultados obtidos de quando usaram bases coincidentes e, o outro, o restante. Com o primeiro grupo, da mesma forma
como foi feito no BB84 (segao 5.1), eles cunham uma chave criptogrifica, se atentando ao fato de que se tratando de
singletos, todas as vezes que Alice obteve 1 como resultado da medida, Bob obteve -1 e vice e versa. O segundo grupo,
das bases nao coincidentes, é usado para verificar a seguranca do canal, da maneira como descreverei a seguir.

Com os resultados de medigoes do segundo grupo, Alice e Bob devem calcular a desigualdade CHSH

|S| = |e(a1,b1) + c(as, bs) + c(as, b1) — (a1, bs)| (52)

usando, por exemplo, a eq. (19). Pode-se encontrar qual é o valor de |S| previsto pela MQ e entdo compara-lo com o
encontrado no experimento. Usando a eq. (28):

|S‘=‘—d1~?)1—&3-i)3—&3-i)1+&1.[;3|

|S| = ‘—SCOS (%) + cos <:Zr>

1| = 2v2 (53)

Caso Alice e Bob nao encontrem tal valor com os seus resultados, eles devem descartar tudo e comegar novamente.
Eles podem por exemplo obter o valor méximo nao quantico, que seria 2, como foi obtido na eq. (42), significando que
os pares de fotons que eles mediram nao estavam emaranhados, ou por algum problema no canal ou pelo fato de que
alguém interceptou os fétons numa tentativa de obter informacgoes, desemaranhando os fé6tons no ato.

6 Cddigo de acesso aleatério (RAC, na sigla em inglés)

Alice tem uma palavra aleatéria x = x12s...x,, de comprimento n, escrita em um alfabeto X = {1,2,....d} de
dimensao d. Bob, separado espacialmente de Alice, recebe um indice aleatério j € {1,2,...,n}, sendo que o objetivo
de Bob é adivinhar a j-ésima letra (z;) da palavra de Alice. A comunicagdo entre ambos é restrita ao envio de uma
mensagem codificada m, sendo m < n. Diferentes estratégias podem ser utilizadas e uma maneira de representar o
quao boa é uma dada estratégia é com a probabilidade média p de Bob acertar a letra. Uma notagdo compacta que
expressa os parametros previamente descritos de um RAC é: n(d 2 m
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6.1 Codificagao classica

O RAC mais simples é 22 — 1. Uma estratégia que eles podem adotar é Alice sempre enviar para Bob o valor da
primeira letra da sua palavra. Um indice j (1 ou 2 nesse caso) serd aleatoriamente gerado para que Bob tente acertar
a letra z;. Caso o j seja 1, devido a estratégia adotada ele com certeza acertara, pois Alice ja enviou para ele a letra
x1. Caso j seja 2, Bob terd que chutar qual é a letra, tendo portanto 50% de probabilidade de acerto. Sendo assim, a
probabilidade média de sucesso para tal estratégia é p = %(1 + %) = %.

J4 em um RAC mais geral 2(9 — 1, caso a mesma estratégia seja adotada, se j for 1, novamente Bob com certeza
acertard, mas, caso j # 1, a probabilidade dele acertar no chute sera de é. Sendo assim, a probabilidade de sucesso
serd de p = %(1 + é) Entao quanto maior for a dimensao do alfabeto, menor serd a probabilidade de sucesso para essa

estratégia, tendendo a um limite de %

6.2 Codificacdo quantica 2 — 1

No RAC quantico (QRAC, na sigla em inglés) 2(2) — 1, Alice codificard a sua mensagem zoz; em um qubit, se
utilizando da representacao da fig. 5.

Figura 5: Representacdo na esfera de Bloch da codificacdo para o QRAC 2(2) — 1 [18].

|¥) = cos (9> 0) + e? sin (g) (54)

Um qubit arbitrario é dado por:

Olhando para a a fig. 5, é possivel notar que em todos os casos § = Z e com os diferentes ¢ de cada ponto na esfera

de Bloch, os diferentes estados |¥,,,,) ficam sendo:

|Woo) = COS( ) |0) + [cos (2) 4 isin <%)] [sin (2)} ) = % 10) + 1 +Z )

0)+ =5 )

V2 2
1 1—1
Vo) = —|0) + 1
[Wor) = =5 10) + =5~ 1)
Ou entao, de uma maneira mais concisa:
1 (—1)™0 +4(-1)

Voo — 1
Wy, ) ﬁl0>+ 5 1) (55)
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Apés Alice enviar o qubit, como no caso classico, Bob recebe um indice j aleatério, tendo que adivinhar a letra x;.
Agora a estratégia de Bob serd medir o qubit na base o, {%(|0) + \1))} = {|0,); |1x)}, caso j seja 0 e medir na
1 . _ . . .
base oy, {ﬁ(|0> +1 \1))} = {]0y); |1¢)}, caso j seja 1.
Caso j seja 0 por exemplo e Bob realize uma medida na base o, se ele obter o autovalor 1, correspondente ao
autoestado |0;), Bob dird que a letra xzo é 0, mas caso obtenha o autovalor —1, correspondente ao autoestado |1,),
dird que a letra o é 1. Para encontrar as probabilidades de sucesso nesses dois casos basta calcular | (0, Wy, ) |* e

| (1:|W,0z, ) |?, respectivamente. Com a mensagem sendo por exemplo 00 e j sendo 0, a probabilidade de Bob acertar
a primeira letra utilizando a estratégia descrita é:

p= | <Oz|\1/rox1> |2

() (o)

2
24+2v2+2i
42

p:1<1—|—\/§> ~ 0, 854 (56)

2

2 2

Ao se repetir esse mesmo processo para outras mensagens e outros indices j, a probabilidade de sucesso encontrada
sempre serd igual a que foi obtida na eq. (56), devido a distribuicao simétrica dos estados no equador da esfera.

6.3 Codificagao quantica 3 — 1

No cédigo de acesso aleatério quantico (QRAC, na sigla em inglés) 3(2) — 1, Alice codificara sua mensagem o1z
em um qubit, se utilizando da representacao da fig. 6, onde o estado de cada mensagem serd o vértice de um cubo
inscrito na esfera de Bloch.

Figura 6: Representacéo na esfera de Bloch da codificacio para o QRAC 32 — 1 [18].

Diferentemente do QRAC 2(?) — 1, onde todos os estados possufam o mesmo valor para § na eq. (54), agora
existem duas possibilidades, uma para os estados que codificam as mensagens que terminam com 0 e outro para as
que terminam com 1. Se utilizando da informacao de que a esfera de Bloch tem raio unitario, é possivel concluir que
a diagonal do cubo é 2. Como a diagonal d de um cubo é a\/3 (sendo a a aresta), ao igualar os dois valores para

a diagonal obtém-se que a aresta é %, 0 que nos leva a concluir que a coordenada z para os estados que codificam

mensagens terminadas em 0, é %, logo possuem um 6 tal que cosf = % Seguindo o mesmo raciocinio, os que
: : . _ 1 : 2(60) _ 1 cosf __ 1 1
codificam mensagens terminadas em 1, cos = 75 Sendo assim, para ambos os casos, cos (2) =53t =5+34 73
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Neste caso o j sorteado também determinard a base em que serd medido o qubit, com a diferenca de que com o
bit a mais na mensagem, se comparado com o QRAC anterior, caso j seja 2, a base utilizada para medir serd o,.
Exemplificando, caso a mensagem seja 000, e o j seja 2, como o estado ja estd na base o,, a probabilidade de se obter

1
=— 4+ ——= =~ 0, 78868. (57)

o autovalor 1 serd simplesmente:
<0)
cos | =
2 2 23

Novamente, devido a distribuigao simétrica dos estados na esfera de Bloch, a probabilidade de acerto para os outros
casos é mesma .

S|

6.4 RAC assistido por emaranhamento 22 — 1 [4]

No cddigo de acesso aleatério assistido por emaranhamento (EARAC, na sigla em inglés), Alice e Bob compartilharao
um estado de singleto, eq.(10), sendo a parte (1) referente a Alice e a (2), ao Bob. Diferentemente do QRAC (secao
6.2), ao invés de enviar qubits para Bob, Alice enviard uma mensagem M que contém um bit classico.

No EARAC em questdao, dada uma mensagem x = zoz;, Alice realizard uma medida na parte (1) do sistema,
dependendo do valor de zy @ x1. Ela realizard uma medida na diregao a, que corresponde a base que denotaremos por
Ag, ou na a’, que corresponde a base que denotarei por A;. Os vetores das bases de tais sdo:

Ao = (1003110} = { 5100+ 157 1y =10y - =5 | (58)

A= (0010 = { 5100 + S5 )i 5 10+ =5 ) (59)

A base Ag sera utilizada caso xg ®x1 =0, e Ay caso zgPDx; = 1. J& Bob, como no caso do QRAC, medird na base
o, caso tenha que adivinhar zg e na base o, caso tenha que adivinhar x;. Lembrando que a letra da mensagem que
ele terda que adivinhar é determinado por um indice j gerado aleatoriamente e dado a ele.

Por fim, resta a questao de como Bob dard seu palpite. Quando Alice realiza a medida, ela obtém +1 ou —1,
autovalores correspondentes respectivamente aos kets 0 e kets 1. O pardmetro que chamarei de A, serd 0 quando a
medida de Alice resultar em +1, e serd 1 quando a medida de Alice resultar em —1. Em posse de tal parametro A, ela
envia para Bob a mensagem M = zo ® A. Entao, Bob, apés medir o, ou o, (dependendo de qual letra da mensagem
ele deve tentar adivinhar), e obtendo +1 ou —1, dard o palpite que a letra x; que ele deve adivinhar é z; = M & B,
onde B é 1 caso a medida de Bob resulte em 1, e 0 caso a medida de Bob resulta em —1.

Analisaremos a seguir, os casos envolvendo duas palavras, encontrando qual é a probabilidade de Bob acertar.

6.4.1 Analise dos casos no EARAC onde a mensagem é 00

Ao realizar a medida, Alice obterd +1 ou —1. Primeiramente suponhamos que a medida resulte em —1. Neste caso,
A =1. Além disso, se tratando de um singleto, antes da medida possuia a mesma forma que na eq. (10), logo, apds a
medida o estado é, utilizando a eq. (58):

) = 12}, 102), = b (75100, + 5 10, (60)

Como dito anteriormente, a base em que Bob realizard a medida em sua parte é determinada pela letra que tera
que adivinhar. Expandindo a parte (2) em o, e o, respectivamente, obtemos (omitirei que se trata exclusivamente da
parte (2) nas equagoes a seguir):

141 (V2+1 i V21 i

f\0> — |1>2<2ﬁ +2\[>0> <2\/§ 2\[>m> (61)
1+ V2+1 i V2 -1 i

f |0), + 3 1), = <2\/§ - 2\/5) 0y)y + <2ﬂ + 2\/§> 1y)y (62)

E possivel ver na eq. (61) que, no caso em que Bob deve adivinhar a primeira letra, e portanto tem que realizar a
medida de o,, o mais provavel é que a medida resulte em +1. Vejamos qual é a probabilidade de tal resultado:

\/§+1+ i
2v/2

2442

p(1) = 1

~ 0,854 (63)
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Caso seja esse o resultado que Bob obtenha ao medir o,, B = 1 e, sendo assim, o palpite de Bob para a primeira
letra seria M @ B =1® 1 = 0, o que estaria correto. Portanto, a probabilidade de Bob acertar neste caso (assim como
serd em todos os outros) é de aproximadamente 0,854, a mesma que para 0 QRAC mostrado nesse trabalho.

Por outro lado, como se nota na eq. (62), caso Bob tenha que adivinhar a segunda letra, tendo portanto que medir
oy, também serd mais provavel que a medida resulte em +1, fazendo com que seu palpite seja M @ B =131 = 0,
fazendo novamente com que acerte seu palpite. A probabilidade de que isso aconteca é novamente aproximadamente
0, 854.

Tendo analisado o cenario em que a medida de Alice resulta em —1, vejamos o que acontece no caso em que ela
resulte em +1. Neste caso, apdés a medida o estado passa a ser

)= 100}, L) = 1020 (75100, = 5 10, (64)

Expandindo o estado anterior nas bases o, e oy, obtém-se

1 141 V2-1 i V241 i
ﬁ‘oh_ 9 |1>2:< 2\@ _2\/§> 0w>2+< 2\/5 +2\/§>1w>2 (65)

75102 =5 102 = <ﬁ1+i) o)), + (ﬁ“ i )1y>2 (66)

V2 2v/2  2V2 2v/2  2V2

Iniciando pelo caso em que o indice aleatério j é tal que Bob tenha que adivinhar a primeira letra, tendo portanto
que medir o,, é mais provavel que ele obtenha —1, o que, por consequéncia, faria com que o parametro B fosse 0 e
seu palpite para a primeira letra fosse M & B = 0 ® 0 = 0, acertando assim a letra. A probabilidade para que isso
aconteca é a mesma que nos casos anteriores, ja que o modulo da parte real e imagindria do coeficiente de |1(2)), sao
o0s mesmos que dos casos anteriormente discutidos.

Por fim, a ultima possibilidade para a mensagem 00 é que, tendo Alice medido —1, Bob tenha que adivinhar a
segunda letra. Ao medir o, ele obtera —1 com probabilidade de aproximadamente 0, 854, cenario no qual ele acertaria
o palpite (M & B =0 0 = 0), fazendo novamente com que seja mais provavel que ele acerte qual é a letra.

Em todos os outros 12 casos, para as mensagens 01, 10 e 11, utilizando a mesma légica que foi aqui mostrada para
00, a probabilidade de acerto de Bob também serd de aproximadamente 0, 854.

7 Conclusao

Neste trabalho pudemos, como haviamos proposto, aprender sobre as bases por tras de certos protocolos de cripto-
grafia quantica (BB84, E91) e do c6digo de acesso aleatdrio (QRAC e EARAC), percorrendo temas que também foram
de suma importancia para o desenvolvimento da Mecanica Quéntica, como o paradoxo EPR.

Além disso, verificamos que codificagbes quanticas podem em teoria ter uma maior probabilidade de sucesso do
que caso se tivesse utilizado a versao cldssica, como nos protocolos de RAC, em que tanto o QRAC e o EARAC
foram superiores a codificacao classica aqui mostrada. Tais detalhes, assim como a impossibilidade de copiar estados
quanticos, corroboram para a utilizacao futura de codificagbes quanticas em tecnologias de comunicagao.

Apéndices

A Autovetores de o,
Calcularemos aqui os autovetores da matriz de Pauli para uma direcdao arbitraria n:

cosf e ®sinf

~ |esind  —cosf (67)

On

Ja partiremos do ponto em que sebemos que os autovalores da matriz sao 1 e -1.
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A.1 Autovalor 1

Para o autovalor 1 o problema a ser resolvido é:
cosf—1 e @sing | [C1] 0
e?sing —cosh—1| |Cqy| —

Disso é possivel ver que:

1 —cost
sin 6

2 sin? (9)

2Sln(g)COS (2)

i (8) wo _ o,

COS(g)

6i¢01 = Cz

0y = Oy

Para se obter um estado normalizado, utilizando o resultado anterior:

11> +|Co? =1
)
C 2 sin (5) =1
il (3052 (g)

Por fim, a despeito de uma fase que nao muda o estado fisico:

0 , 0
C1 = cos (2>; Cy = €' sin <2)
|1n>—cos<9)|1>—|—el¢sm< ) |0)

que possui a mesma forma que o estado de um qubit arbitrdrio, mostrado na eq. (54).

A.2 Autovalor -1

Para o autovalor 1 o problema a ser resolvido é:

cosf+1 e "®sind ] [Cy _0
e?sinf —cos@+1| |Cy| —

Disso é possivel ver que:

—(1 4 cos®)
sin 6
— [1 + 2 cos? (g) —

2sin (g) cos (g)

€i¢01 = CQ

1
] Z¢Cl 02

cos( ) it
(@) ¢ =

Para se obter um estado normalizado, utilizando o resultado anterior:

|C1]? +|Caf* =

COS2 (

[Tk
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Por fim, a despeito de uma fase, e multiplicando o estado resultante por (—e~'?), coisas que ndo mudam o estado

fisico, obtém-se que:
, 0 0
Cy = —e “sin (2); Cs = cos (2>

0,,) = —e " sin (g) 1) 4 cos (9) |0) (71)

B Demais casos para o jogo CHSH

Anteriormente foi calculada a probabilidade de vitéria no jogo CHSH, quando x = y = 0. Mostraremos aqui que
nas demais possibilidades a probabilidade de vitéria serd a mesma.

B.1 x=0ey=1

Neste caso, Alice mede na base {|04); |14)} e Bob na {|0y); |1p)} e eles vencem caso obtenham o mesmo autovalor
ao medirem, sendo assim, a eq. (45) continua valendo.
A probabilidade de Alice obter o autovalor 1 é 1/2. Apds a medida o estado passa a ser

|®') = 10a)1 [0a)s

1) = 04), [cos( )|0b/> +sm( )|1b,>] (72)

Olhando para este estado podemos ver que a probabilidade de Bob medir o autovalor 1 é de cos (%) Substituindo
tudo na eq. (45) obtém-se que

p(a = b) = cos? (g) ~ 0,854 (73)

B.2 x=1ey=0

Neste caso, Alice mede na base {|04/); |1a/)} e Bob na {|0p); |15)} e mais uma vez vencem caso obtenham o mesmo
autovalor ao medirem, sendo assim, a eq. (45) continua valendo.

Para sabermos qual é a probabilidade de Alice obter 1 ao medir, é necessario expandir o estado de Bell em questao,
na base {|04); |1a/)}, mas como esse estado, assim como o singleto, possui invaridncia rotacional, ele serd simplesmente

1

E[ ‘Oa’>1|0a/>2+|1a’>1|1a’>2] (74)

o que permite a conclusido de que a probabilidade de Alice obter 1 continuard sendo 1/2.
Apés a medida o estado passa a ser

@) =

|<I)/> = |0a’>1 |Oa’>2

@) = 104}, [eos (5 ) 100) +sin (5) 1) (75)

entao novamente Bob obterd 1 com uma probabilidade de cos (%) Pela eq. (45)

p(a=10b) = cos ( ) ~ 0, 854 (76)
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B.3 x=1ley=1

Neste caso, Alice mede na base {|04/); |1a)} € Bob na {|0y); |1pr)}, porém agora eles vencem caso obtenham

autovalores diferentes ao medirem. Calculemos a probabilidade de vitdria.

pla#b)=pla=1Nb=-1)+pla=-1Nb=1)
Mais uma vez por simetria
pla#b)=2pla=1Nb=—1)

pla#b)=2pla=1pb=-1]a=1) (77)
Como em todos os outros casos, Alice mede 1 com probabilidade 1/2. O estado passa a ser
|‘1)/> = |Oa’>1 |0a’>2

) = 1007), [sin () 100}, + cos (5 ) 1) (78)

Agora diferentemente dos outros casos, procura-se a probabilidade de Bob obter —1, porém devido & maneira como

as bases foram escolhidas, mais uma vez tal probabilidade é cos? (%) Substituindo o que foi encontrado na eq. (77)

pla # b) = cos? (%) ~ 0,85 (79)
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