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O experimento de dupla fenda é usado em muitas ocasiões para ilustrar as propriedades ondu-
latórias de sistemas quânticos e para entender sobre a interferência quântica. A monografia em
questão tem o intuito de estudar e compreender fenômenos de interferência quântica associados ao
experimento de dupla fenda, entre eles o efeito Aharonov Bohm e trajetórias exóticas.

I. INTEGRAIS DE CAMINHO

A. Part́ıcula Livre

Sabemos dos fundamentos de mecânica quântica que
para um estado quântico inicial |ψ(t0)⟩ que descreve uma
part́ıcula livre de massam, podemos definir como esse es-
tado evolui temporalmente, dada hamiltoniana indepen-
dente do tempo Ĥ, na forma [3]:

|ψ(t)⟩ = e
−iĤt

ℏ |ψ(t0)⟩ (1)

Porém, se avaliarmos de que forma esse estado evolui em
N pequenas e iguais parcelas de tempo ϵ tal que ϵ =
tN−t0

N .

|ψ(t)⟩ = e
−iĤϵ

ℏ e
−iĤϵ

ℏ ...e
−iĤϵ

ℏ |ψ(t0)⟩ (2)

Expandindo em bases de posição |x⟩, definimos o oper-
ador de propagação

K(xN , tN , x0, t0) = ⟨xN | e
−iĤ(tN−t0)

ℏ |x0⟩ (3)

Logo,

K(xN , tN , x0, t0) =

∫
dxN−1...dx0 ⟨xN | e

−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩

...e
−ip̂2ϵ
2mℏ |x0⟩

(4)
E em momento |p⟩,

⟨xN | e
−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩ =

∫
dp ⟨xN |p⟩ ⟨p| e

−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩ (5)

Perceba, que para,

⟨xN |p⟩ = 1√
2πℏ

e
ipxN

ℏ

⟨p|xN−1⟩ =
1√
2πℏ

e−
ipxN−1

ℏ

(6)

Substituindo em (4), temos a integral gaussiana pasśıvel
de resolução completando quadrado:

⟨xN | e
−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩ =

∫
dp

1

2πℏ
e

ip(xN−xN−1)

ℏ e
−ip2ϵ
2mℏ ⇒

⇒ ⟨xN | e
−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩ =

√
m

2πℏiϵ
e

im(xN−xN−1)2

2ℏϵ

(7)
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Nos possibilitando, enfim, concluir a forma do propa-
gador:

K(xN , tN , x0, t0) = (
m

2πℏiϵ
)

N
2

∫
Dxe

∑
i

im(xN−xN−1)2

2ℏϵ

(8)
Onde, por recorrência [1], conclúımos a forma final dada
por:

K(xb, tb, xa, ta) =

√
m

2πℏi(tb − ta)
e

im(xb−xa)2

2ℏ(tb−ta) (9)

Dessa forma, dado propagador, podemos definir de que
forma uma part́ıcula livre propaga no espaço.

B. Caso Geral

Para um caso em que a part́ıcula possua energia po-
tencial independente do tempo V (X̂), podemos, analoga-
mente aos passos anteriores chegar na forma:

⟨xN | e
−ip̂2ϵ
2mℏ e

iϵV (X̂)
ℏ |xN−1⟩ = ⟨xN | e

−ip̂2ϵ
2mℏ |xN−1⟩ e

−iϵV (xn−1)

ℏ

(10)
Onde vemos que executando os mesmos passos da
subseção anterior para a part́ıcula livre, conclúımos:

(
m

2πℏiϵ
)

N
2

∫
Dxe

(
∑

k
iϵ
ℏ (

m(xk−xk−1)2

2ϵ2
−ϵV (xk−1))) (11)

Onde podemos generalizar para o espaço continuo na
forma [2]:

K(x, x′, t) =

∫
[Dx]e

∫
dt i

ℏL(x,ẋ) (12)

Dessa forma, podemos observar que a contribuição de
cada caminho é proporcional a uma fase θ descrita pro-
porcionalmente pela ação S.

θ =
S

ℏ
, S =

∫
dt L(x, ẋ) (13)

Portanto, sabemos que classicamente, para qualquer
variação no caminho δx, o fator S(x) >> ℏ implicando
que as oscilações de fase serão muito grandes e conse-
quentemente haverá a soma de fases opostas que se can-
celarão. Então, para que não haja esse cancelamento
das fases, é necessário que haja uma variação de cam-
inho nas vizinhanças próximas à curva de ação mı́nima
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clássica (trajetória clássica), na ordem de ℏ [5], a estes
caminhos, não cancelados,que produzem contribuições e
não alteram em primeira ordem a ação, damos o nome
de trajetórias não clássicas.

II. DUPLA FENDA

A. Propagação livre com obstaculo

Dadas part́ıculas livres, disparadas por uma fonte, pro-
pagando no vácuo e na direção z pelo espaço 2D em
direção a uma tela, onde existe entre a tela e a fonte um
obstaculo tal que a mesma só consegue continuar propa-
gando caso passe por duas fendas de largura próxima ao
seu comprimento de onda λ.
O que devemos nos perguntar nesse caso é, qual a proba-
bilidade de encontrar part́ıcula num ponto x da tela dado
esse obstaculo?
Sabemos que este caso está relacionado com a duali-
dade onda-part́ıcula e só pode ser explicado utilizando a
mecânica quântica, pois contra intuitivamente, a intensi-
dade na tela sugere algum tipo de interferência existente,
tal que:

FIG. 1: Esquema representativo do experimento de dupla
fenda para elétrons. (Fonte:

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Double-slit.PNG)

B. Amplitude e densidade de probabilidade

Para compreensão do cálculo da interferência quântica
é necessária a compreensão do conceito de amplitude de
probabilidade, que simboliza a representação de um pro-
cesso f́ısico, e a probabilidade de ocorrência desse pro-
cesso f́ısico, que é demarcada pelo quadrado da amplitude
de probabilidade. Caso este processo f́ısico ocorra mais
de uma vez, a amplitude de probabilidade total para este
evento é dada como a soma de todas as amplitudes indi-
viduais de cada processo e a probabilidade total é dada
pelo quadrado da amplitude total.

Na construção do experimento da dupla fenda para o
elétron ,por exemplo, temos o processo evidenciado na
figura 1,denotamos as fendas como 1 e 2, a amplitude

de probabilidade total ψ associada as fendas é da forma
ψ = ψ1 + ψ2, onde ψ1 e ψ2 significam a amplitude de
probabilidade da part́ıcula passar pela fenda 1 ou fenda 2.
Dessa forma, pode-se concluir o padrão de interferência
na tela associada à densidade de probabilidade que terá
a forma P = |ψ|2

C. Experimento de dupla fenda com trajetórias
clássicas

Para simular o experimento de dupla fenda, podemos
primeiramente supor que as fendas são do tipo gaussianas
F, com largura β, pois as mesmas tornam mais sim-
ples a descrição anaĺıtica da probabilidade de encontrar
a part́ıcula na tela. Portanto, queremos que as fendas
assumam a forma:

F (x) = 1 se − β ≤ x ≤ β F (x) = 0 se |x| ≥ β

Porém, se F(x), assumir a forma gaussiana abaixo, sabe-
mos que aproximadamente dois terços da área da curva
se encontra entre −β e β, tendo o mesmo formato da
distribuição normal com desvio padrão β.

F (x) = e
−x2

2β2 (14)

Então, podemos enfim, montar o experimento para fonte
de elétrons que se comportam como pacotes de onda
gaussianos com largura σ0 que percorrem um tempo T
até as fendas, de largura β e distantes d, e um tempo τ
da fenda até a tela. Sabendo a função pacote de onda:

Ψ0 =
1√

σ0 ·
√
π
· exp(−x

2
0

2σ2
0

) (15)

Utilizando o método de fendas gaussianas:

F1(x) = exp(
−(x− d

2 )
2

2 · β2
) (16)

F2(x) = exp(
−(x+ d

2 )
2

2 · β2
) (17)

Considerando as detecções num plano paralelo às fendas
a fim de reduzi-lo a um problema unidimensional, dada
velocidade de propagação em z grande, com componente
de momento linear pz bem definida, definindo movimento
clássico, na direção z,temos a descrição das amplitudes de
probabilidade para as fendas 1 e 2:

ψ1 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(x, x1, τ)·F1(x)·K(x1, x0, T )·Ψ0 dx0 dx1

(18)

ψ2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(x, x2, τ)·F2(x)·K(x2, x0, T )·Ψ0 dx0 dx2

(19)
Dessa forma para [9]:
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• m = 9.11 · 10−31kg

• Onda eletrônica com λ ≈ 50pm

• d = 650nm, β = 62nm

• T = 18ns, τ = 15ns

• σ0 = 62nm

Temos o seguinte padrão de interferência para intensi-
dade normalizada I = |Ψ|2 = |ψ1 + ψ2|2 :

FIG. 2: Padrão de interferência gerado a partir da
propagação de elétrons sobre dupla fenda.

Nota-se que a existência de máximos e mı́nimos no
padrão de interferência mostra de fato a existência da
dualidade onda-matéria e concorda com os experimen-
tos conhecidos na literatura relacionados à dupla fenda,
mostrando que o formalismo de integrais de caminho nos
permite explorar essa caracteŕıstica dual e como veremos
adiante, a adição de novos caminhos no principio da su-
perposição.

1. Contribuição de trajetórias exóticas

Vimos na seção I e subseção B que as trajetórias não
clássicas são resultado de variações δx no caminho que
não alteram a ação S em primeira ordem ℏ. Dessa forma,
é necessário acrescentar à superposição de amplitudes
para fenda dupla, a contribuição dessas trajetórias não
clássicas que chamaremos de trajetórias exóticas para re-
finamento da descrição experimental [11]. Neste caso,
abordaremos o experimento de dupla fenda considerando
as trajetórias clássicas (em preto) e as trajetórias exóticas
(em verde), como mostra a figura a seguir, Neste caso,
dada part́ıcula que caminha entre as fendas, montamos

FIG. 3: Esquematização do experimento da fenda dupla,
onde temos trajetória exótica(em verde) e trajetória

clássica(em preta).[5]

a amplitude:

ψ12 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(x, x2, , τ)F (x2)K(x2, x1, ϵ)F (x1)

K(x1, x0, T )ϕ0(x0) dx0, dx1, dx2
(20)

ψ21 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(x, x1, , τ)F (x1)K(x1, x2, ϵ)F (x2)

K(x2, x0, T )ϕ0(x0) dx0, dx1, dx2
(21)

Onde o propagador K(x2,x1,ϵ) diz a respeito da
propagação, por exemplo, da part́ıcula entre as fendas
1 e 2 num tempo ϵ = d

∆vx
que é calculado a partir in-

certeza no momento linear ∆px =
√
< p2x > − < px >2

[13].
Dessa forma, se executarmos o principio da superposição,
temos:

Ψ = |ψ1 + ψ2 + ψ12 + ψ21|2 (22)

E conclúımos o seguinte padrão de interferência:
A fim de quantificar a contribuição no padrão de in-

terferência vinda das trajetórias exóticas na fenda dupla,
utilizamos o parâmetro de Sorkin κ,

κ =
Iet(x)− Ic(x)

Iet(x = 0)
(23)

Onde, a intensidade de elétrons na tela dada contribuição
das trajetórias exóticas é dada por Iet e Ic representa a in-
tensidade clássica. Neste caso, observamos contribuições
na ordem de 10−8.

D. Efeito Aharonov Bohm

O efeito Aharonov Bohm prediz que os potenciais

eletromagnéticos ϕ(x⃗) e A⃗ podem ser grandezas f́ısicas
reais e que isso pode ser mostrado a partir dos efeitos
de interferência gerado por elétrons[8].Este efeito apli-
cado no experimento de dupla fenda consiste em pôr um
solenoide impenetrável entre as fendas e observar as im-
plicações que o fluxo dentro do solenoide é capaz de gerar
no padrão de interferência final gerado no anteparo.
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FIG. 4: Padrão de interferência dado experimento de dupla
fenda, considerando trajetórias exóticas, onde os dados

utilizados foram o mesmo da seção para trajetórias clássicas
e o tempo entre as fendas ϵ = 0.492ns.

FIG. 5: Parâmetro de Sorkin em função de x para onda
eletrônica.

1. Potencial vetor,escalar e transformação de Gauge

Para compreender o efeito Aharonov Bohm,é
necessário conhecer a abordagem das Equações de
Maxwell por vetores potenciais[7], onde partindo da
divergência do campo magnético e por propriedades do

cálculo vetorial, podemos utilizar um vetor potencial A⃗
como ferramenta para descrever o campo magnético na
forma:

B⃗(x, y, z) = (∇⃗ × A⃗(x, y, z)) (24)

Analogamente, pela lei de Faraday, encontramos uma de-
scrição para o campo elétrico definindo um potencial es-
calar V ,

E⃗(x, y, z) = −∇V − ∂A⃗(x, y, z)

∂t
(25)

Reduzindo assim, um problema de 6 graus de liberdade
para 4 graus de liberdade.
Dada construção, percebe-se que, para qualquer

função escalar Λ(r, t), podemos adicionar ∇Λ ao po-
tencial vetor e subtrair ∂Λ

∂t ao potencial escalar que
não alteramos as propriedades f́ısicas do campo elétrico
e magnético, a essas mudanças, damos o nome de
transformações de Gauge.

2. Fluxo magnético

Considerando um ambiente em que não temos campo
magnético e ligamos um campo magnético dentro de um
solenoide impenetrável infinito, se esperarmos bastante
tempo, podemos supor:

A⃗(x, t) = A⃗(x) ⇒ A⃗(x) = A⃗0(x) +∇Λ (26)

Sabemos que fora do solenoide teremos campo nulo, tal

que ∇× A⃗ = 0 e,

A⃗ = ∇⃗Λ ⇒ Λ(x⃗) =

∫ x⃗

x⃗o

A⃗(x⃗′) dx⃗′ (27)

Percebemos então, devido caráter conservativo, que a in-
tegral de linha é feita num caminho arbitrário e depende
apenas da posição final e inicial. Portanto, se consider-
armos dois caminhos 1 e 2, que possuem mesmo ponto
inicial e final, podemos afirmar que estes caminhos con-
stroem uma superf́ıcie.
Portanto, no contexto do experimento de dupla fenda,
dada esta relação, analisando o fluxo magnético (ϕ) numa
superf́ıcie fechada σ descrita por um caminho 1(fonte-
fenda1-anteparo) e caminho 2 (fonte-fenda2-anteparo),
onde possúımos um solenoide impenetrável infinito en-
tre esses caminhos.∫

∂σ

B⃗ · dσ =

∫
∂σ

[∇⃗ × A⃗] · dσ (28)

Aplicamos o Teorema de Stokes, e manipulando algebri-
camente chegamos na descrição do fluxo magnético ϕ in-
terno ao solenoide.

ϕ =

∫ x⃗

x⃗o,1

A⃗ dx⃗′ −
∫ x⃗

x⃗o,2

A⃗ dx⃗′ (29)

3. Função de onda transformada por Gauge

Analisamos então a aplicação dessa transformação
na equação de Schrodinger para hamiltoniana eletro-
magnética:

Ĥ =
1

2m
[p̂− e

c
(A⃗+∇Λ)]2 + e(V − 1

c

∂Λ

∂t
) (30)
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Onde chegamos a uma relação importante para a
solução da equação de onda transformada por Gauge (ψ′)
[4]:

ψ′ = ψ · e i·e
ℏ·c ·Λ (31)

4. Efeito Aharonov-Bohm e Dupla Fenda

Da equação (31), podemos expressar as funções de
onda transformadas para dupla fenda como:

ψ′
1 = ψ1 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,1

A⃗ dx⃗′
(32)

ψ′
2 = ψ2 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,2

A⃗ dx⃗′
(33)

Assim, constrúımos o padrão de interferência IAB :

IAB = |ψ1 · e
i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,1

A⃗ dx⃗′
+ ψ2 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,2

A⃗ dx⃗′ |2 (34)

Note que os caminhos 1 e 2 geram uma superf́ıcie que
engloba o solenoide, e por essa razão podemos utilizar a
abordagem de fluxo magnético e concluir que:

IAB = |ψ1 · e
i·e
ℏ·c ·(

∫ x⃗
x⃗o,1

A⃗ dx⃗′−
∫ x⃗
x⃗o,2

A⃗ dx⃗′) + ψ2|2 (35)

IAB = |ψ1 · e
i·e
ℏ·c ·ϕ + ψ2|2 (36)

Portanto, percebemos que o padrão de interferência de-
pende numericamente do fluxo magnético fechado dentro
do solenoide infinito entre as fendas, compreendendo as-
sim,que adição de um fluxo magnético no experimento de
dupla fenda promove o deslocamento desse padrão[6].

FIG. 6: Efeito Aharonov-Bohm esquematizado no
experimento de dupla fenda onde observamos que a presença
de um solenoide impenetravel infinito gera um deslocamento

no padrão de interferência na tela. [4]

5. Trajetórias Exóticas e efeito Aharonov Bohm

A partir dos cálculos de trajetória exótica, analoga-
mente à equação 32 e 33, sabemos que estes caminhos
podem ser representados na forma:

ψ′
12 = ψ12 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,3

A⃗ dx⃗′
, ψ′

21 = ψ21 · e
i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,4

A⃗ dx⃗′

(37)

Isso, nos permite montar a função de onda final,

Ψ = |ψ1 · e
i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,1

A⃗ dx⃗′
+ ψ2 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,2

A⃗ dx⃗′
+

+ ψ12 · e
i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,3

A⃗ dx⃗′
+ ψ21 · e

i·e
ℏ·c ·

∫ x⃗
x⃗o,4

A⃗ dx⃗′ |2
(38)

Manipulando algebricamente, a fim de gerar superf́ıcies
que contenham o solenoide, conclúımos a forma final,

ψf = Ω · (Ω · ψ1 + ψ2) + ψ12 + ψ21 · Ω (39)

Onde Ω = e
ieϕ
ℏc

Observe que nesse caso, a presença do solenoide gera
diferença de fase entre as funções de onda representando
trajetória clássica e entre a superposição das trajetórias
clássicas com a trajetória exótica.
Dada aplicação do efeito Aharonov Bohm no experi-
mento de dupla fenda com e sem trajetórias exóticas,

constrúımos os gráficos (figuras 7 e 8) para Ω = e
iπ
2 .

FIG. 7: Padrão de interferência gerado a partir da
propagação de elétrons sobre dupla fenda tendo em vista o
efeito Aharonov Bohm gerado por um solenoide infinito

III. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Ao longo desta monografia, estudamos de que forma
podemos utilizar a abordagem de integral de caminho
para descrever o experimento de fenda dupla no vácuo
e compreender a necessidade de adição das trajetórias
exóticas no experimento a fim de tornar a aplicação do
principio de superposição mais adequada quanto à de-
scrição do fenômeno observado[11]. Por fim, notou-se
a influência que o potencial vetor é capaz de gerar no
experimento de dupla fenda, num ambiente sem campo
magnético, no comportamento das part́ıculas carregadas
deslocando o seu padrão de interferência[8], num contexto
de adição ou não de trajetórias exóticas. Além disso,
da literatura, podemos tentar compreender de que forma
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FIG. 8: Padrão de interferência gerado a partir da
propagação de elétrons sobre dupla fenda considerando

trajetórias exóticas tendo em vista o efeito Aharonov Bohm
gerado por um solenoide infinito

os padrões de interferência na tela são afetados pela in-
teração das part́ıculas com ambiente [10] e temos que
part́ıculas neutras com um momento magnético também
podem exibir o efeito Aharonov-Bohm, a esse efeito deu-
se o nome de Aharonov-Casher[12].
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