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O experimento de dupla fenda é usado em muitas ocasides para ilustrar as propriedades ondu-
latérias de sistemas quanticos e para entender sobre a interferéncia quantica. A monografia em
questao tem o intuito de estudar e compreender fenémenos de interferéncia quantica associados ao
experimento de dupla fenda, entre eles o efeito Aharonov Bohm e trajetérias exéticas.

I. INTEGRAIS DE CAMINHO

A. Particula Livre

Sabemos dos fundamentos de mecénica quantica que
para um estado quantico inicial |1(¢o)) que descreve uma
particula livre de massa m, podemos definir como esse es-
tado evolui temporalmente, dada hamiltoniana indepen-
dente do tempo H, na forma [3]:
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Expandindo em bases de posigao |z), definimos o oper-
ador de propagagao
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Substituindo em (4), temos a integral gaussiana passivel
de resolucao completando quadrado:
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Nos possibilitando, enfim, concluir a forma do propa-
gador:
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Onde, por recorréncia [1], concluimos a forma final dada
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Dessa forma, dado propagador, podemos definir de que
forma uma particula livre propaga no espaco.

K(xzn,tn,zo,t0) = (

B. Caso Geral

Para um caso em que a particula possua energia po-
tencial independente do tempo V' (X), podemos, analoga-
mente aos passos anteriores chegar na forma:
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Onde vemos que executando os mesmos passos da
subsecao anterior para a particula livre, concluimos:
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Onde podemos generalizar para o espago continuo na
forma [2]:

K(z, o, t) = / (D,]e) dHED) (12)

Dessa forma, podemos observar que a contribuigao de
cada caminho é proporcional a uma fase 6 descrita pro-
porcionalmente pela acdo S.

9:%, S:/dt Lz, ) (13)

Portanto, sabemos que classicamente, para qualquer
variagdo no caminho dz, o fator S(x) >> h implicando
que as oscilagoes de fase serao muito grandes e conse-
quentemente haverd a soma de fases opostas que se can-
celarao. FEntao, para que nao haja esse cancelamento
das fases, é necessario que haja uma variacao de cam-
inho nas vizinhangas préximas a curva de a¢do minima
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cléssica (trajetéria cldssica), na ordem de h [5], a estes
caminhos, nao cancelados,que produzem contribuicoes e
nao alteram em primeira ordem a ac¢ao, damos o nome
de trajetérias nao classicas.

II. DUPLA FENDA
A. Propagacao livre com obstaculo

Dadas particulas livres, disparadas por uma fonte, pro-
pagando no vacuo e na direcdo z pelo espaco 2D em
direcao a uma tela, onde existe entre a tela e a fonte um
obstaculo tal que a mesma sé consegue continuar propa-
gando caso passe por duas fendas de largura préxima ao
seu comprimento de onda A.

O que devemos nos perguntar nesse caso €, qual a proba-
bilidade de encontrar particula num ponto x da tela dado
esse obstaculo?

Sabemos que este caso estd relacionado com a duali-
dade onda-particula e s6 pode ser explicado utilizando a
mecanica quantica, pois contra intuitivamente, a intensi-
dade na tela sugere algum tipo de interferéncia existente,
tal que:
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FIG. 1: Esquema representativo do experimento de dupla
fenda para elétrons. (Fonte:
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Double-slit. PNG)

B. Amplitude e densidade de probabilidade

Para compreensao do cédlculo da interferéncia quéantica
é necessaria a compreensao do conceito de amplitude de
probabilidade, que simboliza a representacao de um pro-
cesso fisico, e a probabilidade de ocorréncia desse pro-
cesso fisico, que é demarcada pelo quadrado da amplitude
de probabilidade. Caso este processo fisico ocorra mais
de uma vez, a amplitude de probabilidade total para este
evento é dada como a soma de todas as amplitudes indi-
viduais de cada processo e a probabilidade total é dada
pelo quadrado da amplitude total.

Na construcao do experimento da dupla fenda para o
elétron ,por exemplo, temos o processo evidenciado na
figura 1,denotamos as fendas como 1 e 2, a amplitude

de probabilidade total 1 associada as fendas é da forma
1 = Y1 + 19, onde ¥y e 1)y significam a amplitude de
probabilidade da particula passar pela fenda 1 ou fenda 2.
Dessa forma, pode-se concluir o padrao de interferéncia
na tela associada a densidade de probabilidade que tera
a forma P = |¢|?

C. Experimento de dupla fenda com trajetdrias
classicas

Para simular o experimento de dupla fenda, podemos
primeiramente supor que as fendas sao do tipo gaussianas
F, com largura 3, pois as mesmas tornam mais sim-
ples a descrigao analitica da probabilidade de encontrar
a particula na tela. Portanto, queremos que as fendas
assumam a forma:

Fr)=1se —~f<z<f Flz)=0selz|>p

Porém, se F(x), assumir a forma gaussiana abaixo, sabe-
mos que aproximadamente dois tercos da area da curva
se encontra entre —(3 e (3, tendo o mesmo formato da
distribui¢do normal com desvio padrao (.

F(z) = e2#? (14)
Entao, podemos enfim, montar o experimento para fonte
de elétrons que se comportam como pacotes de onda
gaussianos com largura oy que percorrem um tempo 7’
até as fendas, de largura § e distantes d, e um tempo 7
da fenda até a tela. Sabendo a fungao pacote de onda:
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Utilizando o método de fendas gaussianas:

gy
F) = en(—520) (16)
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Considerando as detecgoes num plano paralelo as fendas
a fim de reduzi-lo a um problema unidimensional, dada
velocidade de propagagao em z grande, com componente
de momento linear p, bem definida, definindo movimento
classico, na diregao z,temos a descrigao das amplitudes de
probabilidade para as fendas 1 e 2:

o= [ [ KB @, T v dso doy
e (18)

Py = / / K(x,x2,7) Fa(x)-K(z2, 20, T) W dxg das

(19)
Dessa forma para [9)]:
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e Onda eletronica com A\ =~ 50pm
e d = 650nm, f = 62nm

o T'=18ns, 7 = 15ns

e 0y = 62nm

Temos o seguinte padrao de interferéncia para intensi-
dade normalizada I = |¥|? = |1 + 9|? :
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FIG. 2: Padrao de interferéncia gerado a partir da
propagacao de elétrons sobre dupla fenda.

Nota-se que a existéncia de maximos e minimos no
padrao de interferéncia mostra de fato a existéncia da
dualidade onda-matéria e concorda com os experimen-
tos conhecidos na literatura relacionados a dupla fenda,
mostrando que o formalismo de integrais de caminho nos
permite explorar essa caracteristica dual e como veremos
adiante, a adicao de novos caminhos no principio da su-
perposicao.

1. Contribuicdo de trajetorias exdticas

Vimos na segao I e subsecao B que as trajetérias nao
classicas sdo resultado de variagdoes dx no caminho que
nao alteram a agado S em primeira ordem £. Dessa forma,
é mnecessario acrescentar a superposicao de amplitudes
para fenda dupla, a contribuicao dessas trajetérias nao
classicas que chamaremos de trajetérias exdticas para re-
finamento da descrigdo experimental [11]. Neste caso,
abordaremos o experimento de dupla fenda considerando
as trajetorias cldssicas (em preto) e as trajetdrias exdticas
(em verde), como mostra a figura a seguir, Neste caso,
dada particula que caminha entre as fendas, montamos

FIG. 3: Esquematizagdo do experimento da fenda dupla,
onde temos trajetéria exética(em verde) e trajetéria
cléssica(em preta).[5]

a amplitude:
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Onde o propagador K(x2,xl,e) diz a respeito da
propagagao, por exemplo, da particula entre as fendas
1 e 2 num tempo € = que é calculado a partir in-

Avy
certeza no momento linear Ap, = /< p2 > — < p, >2
[13].

Dessa forma, se executarmos o principio da superposicao,
temos:

U = [ty + g + 12 + a1 ]? (22)

E concluimos o seguinte padrao de interferéncia:

A fim de quantificar a contribui¢do no padrao de in-
terferéncia vinda das trajetérias exdticas na fenda dupla,
utilizamos o parametro de Sorkin &,

o — Iet(x) — Ic(l') (23)
Iet (fE = 0)
Onde, a intensidade de elétrons na tela dada contribuicao
das trajetorias exdticas é dada por I e I. representa a in-
tensidade classica. Neste caso, observamos contribuigoes
na ordem de 1078,

D. Efeito Aharonov Bohm

O efeito Aharonov Bohm prediz que os potenciais
eletromagnéticos ¢(7) e A podem ser grandezas fisicas
reais e que isso pode ser mostrado a partir dos efeitos
de interferéncia gerado por elétrons[8].Este efeito apli-
cado no experimento de dupla fenda consiste em pér um
solenoide impenetravel entre as fendas e observar as im-
plicacoes que o fluxo dentro do solenoide é capaz de gerar
no padrao de interferéncia final gerado no anteparo.
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FIG. 4: Padrao de interferéncia dado experimento de dupla
fenda, considerando trajetérias exéticas, onde os dados
utilizados foram o mesmo da sec¢do para trajetérias cldssicas
e o tempo entre as fendas € = 0.492ns.

W 0.00010

FIG. 5: Parametro de Sorkin em funcdo de x para onda
eletronica.
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1. Potencial vetor,escalar e transformacdo de Gauge

Para compreender o efeito Aharonov Bohm,é
necessario conhecer a abordagem das Equacgoes de
Maxwell por vetores potenciais[7], onde partindo da
divergéncia do campo magnético e por propriedades do
célculo vetorial, podemos utilizar um vetor potencial A
como ferramenta para descrever o campo magnético na
forma:

E(x,y,z) = (6 X ff(x,y,z)) (24)

Analogamente, pela lei de Faraday, encontramos uma de-
scricao para o campo elétrico definindo um potencial es-
calar V,

n 8g(x,y,z)

E(;v,y,z) =-VV - ot (25)

Reduzindo assim, um problema de 6 graus de liberdade
para 4 graus de liberdade.

Dada construgao, percebe-se que, para qualquer
funcao escalar A(r,t), podemos adicionar VA ao po-
tencial vetor e subtrair %—’t\ ao potencial escalar que
nao alteramos as propriedades fisicas do campo elétrico
e magnético, a essas mudancgas, damos o nome de

transformacoes de Gauge.

2. Fluxo magnético

Considerando um ambiente em que nao temos campo
magnético e ligamos um campo magnético dentro de um
solenoide impenetrdvel infinito, se esperarmos bastante
tempo, podemos supor:

Az,t) = A(z) = A(z) = Ag(z) + VA (26)

Sabemos que fora do solenoide teremos campo nulo, tal
que VxA=0e,

xr
A=VA= AZ) = / A(z") da (27)
5

Percebemos entao, devido carater conservativo, que a in-
tegral de linha é feita num caminho arbitrério e depende
apenas da posi¢ao final e inicial. Portanto, se consider-
armos dois caminhos 1 e 2, que possuem mesmo ponto
inicial e final, podemos afirmar que estes caminhos con-
stroem uma superficie.

Portanto, no contexto do experimento de dupla fenda,
dada esta relagao, analisando o fluxo magnético (¢) numa
superficie fechada o descrita por um caminho 1(fonte-
fendal-anteparo) e caminho 2 (fonte-fenda2-anteparo),
onde possuimos um solenoide impenetravel infinito en-
tre esses caminhos.

é-daz/[ﬁxA].da (28)
aa' (o8

Aplicamos o Teorema de Stokes, e manipulando algebri-
camente chegamos na descricao do fluxo magnético ¢ in-
terno ao solenoide.
§ o z
o= Adx' —

To,1 Tp,2

Ads (29)

8. Fungdo de onda transformada por Gauge

Analisamos entao a aplicagao dessa transformagao
na equacgao de Schrodinger para hamiltoniana eletro-
magnética:

- 1 e 10A

H = —[p- E(zﬂ VA)? +e(V — S5 60



Onde chegamos a uma relacdo importante para a
solucao da equacao de onda transformada por Gauge (')
[4]:

W =) efE N (31)

4. Efeito Aharonov-Bohm e Dupla Fenda

Da equagdo (31), podemos expressar as fungdes de
onda transformadas para dupla fenda como:

Yh =y - eRe SR A (2)

Py = iy - ehe S AT (33)
Assim, construimos o padrao de interferéncia I4pg:
Lup = | - eredaa A4 gy enc S Ade |2 (3y)

Note que os caminhos 1 e 2 geram uma superficie que
engloba o solenoide, e por essa razao podemos utilizar a
abordagem de fluxo magnético e concluir que:

Tap = |1 ere U, Ade'= [z, Ade’) + o (35)
Lap = [t - €7 4 4hy|? (36)

Portanto, percebemos que o padrao de interferéncia de-
pende numericamente do fluxo magnético fechado dentro
do solenoide infinito entre as fendas, compreendendo as-
sim,que adicao de um fluxo magnético no experimento de
dupla fenda promove o deslocamento desse padrao[6].

Electron
sOuUree

FIG. 6: Efeito Aharonov-Bohm esquematizado no
experimento de dupla fenda onde observamos que a presenga
de um solenoide impenetravel infinito gera um deslocamento

no padrao de interferéncia na tela. [4]

5. Trajetérias Exdticas e efeito Aharonov Bohm

A partir dos célculos de trajetéria exdtica, analoga-
mente a equacao 32 e 33, sabemos que estes caminhos
podem ser representados na forma:

I or e tas
Yy = 1o e e Sas A0yt gy, enE . Ade
(37)

Isso, nos permite montar a fungdo de onda final,

U=y - e%ﬂi-ff;,l Ada’ + 1o . ;,2gd§/+
B T (38)
+ 12 - ete oy aAde’ Yoy - e%'f;w‘lAdfF

Manipulando algebricamente, a fim de gerar superficies
que contenham o solenoide, concluimos a forma final,

Yr=Q- (1 + 1) + Y12 + P21 - Q (39)

ied

e
hc

Onde Q =e
Observe que nesse caso, a presenga do solenoide gera
diferenca de fase entre as funcoes de onda representando
trajetoria classica e entre a superposicao das trajetorias
classicas com a trajetoria exotica.

Dada aplicagdo do efeito Aharonov Bohm no experi-
mento de dupla fenda com e sem trajetérias exéticas,
construimos os graficos (figuras 7 e 8) para Q = e= .
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FIG. 7: Padrao de interferéncia gerado a partir da
propagagcao de elétrons sobre dupla fenda tendo em vista o
efeito Aharonov Bohm gerado por um solenoide infinito

III. CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo desta monografia, estudamos de que forma
podemos utilizar a abordagem de integral de caminho
para descrever o experimento de fenda dupla no vacuo
e compreender a necessidade de adicdo das trajetérias
exéticas no experimento a fim de tornar a aplicacao do
principio de superposi¢ao mais adequada quanto a de-
scrigdo do fendmeno observado[11]. Por fim, notou-se
a influéncia que o potencial vetor é capaz de gerar no
experimento de dupla fenda, num ambiente sem campo
magnético, no comportamento das particulas carregadas
deslocando o seu padrao de interferéncia[8], num contexto
de adicdo ou nao de trajetérias exdticas. Além disso,
da literatura, podemos tentar compreender de que forma
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FIG. 8: Padrao de interferéncia gerado a partir da
propagacao de elétrons sobre dupla fenda considerando
trajetérias exdticas tendo em vista o efeito Aharonov Bohm
gerado por um solenoide infinito

os padroes de interferéncia na tela sao afetados pela in-
teragdo das particulas com ambiente [10] e temos que
particulas neutras com um momento magnético também
podem exibir o efeito Aharonov-Bohm, a esse efeito deu-
se o nome de Aharonov-Casher[12].
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