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Resumo

Neste trabalho de conclusio de curso, expdem-se os conceitos e resulta-
dos fundamentais da teoria da escolha racional, com o objetivo de ressaltar a

importancia da no¢do de normalidade de uma fun¢do de escolha nessa teoria.

1 Introducao

Este trabalho de conclusdo de curso consiste numa exposi¢ao formal e sistema-
tica dos conceitos e resultados fundamentais da teoria da escolha racional. A
teoria da escolha racional versa a respeito da racionalidade do comportamento
de escolha de agentes. Formalmente, o comportamento de escolha de um agente
¢é representado por uma funcdo de escolha: uma fung¢do que designa, para con-
juntos dados de opg¢des, aquelas dentre as op¢des do conjunto que sdo aceitaveis
para o agente, — isto &, aquelas dentre as quais ele escolheria uma se tivesse que
fazé-lo [2], [3]], [6], [8]. Nesses termos, a questido da racionalidade do comporta-
mento de escolha de um agente traduz-se na questdo das condigdes que se espera
que uma func¢do de escolha satisfaca. Essas condi¢Oes podem ser separadas em
dois grupos: aquelas a respeito de quao decidido um agente deveria ser — isto é:

para que conjuntos de opg¢des ele deveria ser capaz de aceitar alguma op¢dao —, e



aquelas a respeito de como ele deveria escolher, dado que fez certas escolhas ante
certos conjuntos de opgoes [8].

Naturalmente ligado ao conceito de comportamento de escolha de um agente
estd o conceito das suas preferéncias a respeito das opgdes que lhe sejam apre-
sentadas. Intuitivamente, as preferéncias de um agente consistem nos seus juizos
a respeito de quais opgdes seriam melhores que ou pelo menos tdo boas quanto
quais opcoes [2], [3]], [6], [8]. Sendo, dessa feita, uma relacdo bindria, é de se es-
perar das preferéncias de um agente, se racionais, que satisfacam ao menos duas
condicdes [1f], [4] [7]: que sejam reflexivas (isto é: que um agente sempre jul-
gue uma opc¢ao tdo boa quanto ela mesma), e que sejam transitivas (isto é: que,
sempre que um agente julgue uma opcao pelo menos tdo boa quanto e talvez me-
lhor que outra, e esta tdo boa quanto e talvez melhor que uma terceira, entdo que
ele também julgue a primeira tdo boa quanto e talvez melhor que a dltima). A
respeito das preferéncias também se pde a questdo de quao decidido um agente
deveria mostrar-se, na forma das nocoes de abrangéncia (isto €: se ele deveria ter
preferéncias a respeito de todas as op¢des) e completude (isto é: se, para quais-
quer duas opgdes, ele deveria ou julgar uma tao boa quanto e talvez melhor que a
outra, ou julgar esta tdo boa quanto e talvez melhor que aquela) [4].

E de se supor que um agente racional que escolha segundo suas preferéncias
julgue aceitdveis, de um conjunto de opcdes, todas e somente aquelas opgdes que
sejam pelo menos tao boas quanto todas as outras e talvez melhores [[1], [4]. Se,
portanto, supde-se a racionalidade de um agente, pode-se inferir, do fato de que
ele julga certa opcao aceitdvel, que ele também a julga pelo menos tao boa quanto
e talvez melhor que todas as outras dentre as que lhe sdo apresentadas [3]], [8].
Em outros termos € dizer, enfim, que o comportamento de escolha de um agente
supostamente racional revelaria dessa feita suas preferéncias.

Uma questdao fundamental que se pde, pois, na teoria da escolha racional é
esta: se, ao se supor racional nesse sentido um agente (isto é: no sentido de al-
guém que age segundo preferéncias), as escolhas que ele faria, se agisse segundo

as preferéncias que suas escolhas revelam, coincidiriam, ou ndo, com essas es-



colhas. Essa € a questdo da normalidade de seu comportamento de escolha [§].
Convém observar que, com a exce¢do de Amartya Sen, até onde sabemos pou-
cos na literatura da escolha racional dedicaram grande aten¢do a essa nogdo de
normalidade.

Com efeito, essa é a questdo mais importante cuja resposta procura-se expor
neste trabalho: assumindo-se num sentido a racionalidade plena de um agente —
ou seja, que preferéncias reveladas por seu comportamento de escolha normal sdo
reflexivas, transitivas, abrangentes e completas —, que condic¢des de racionalidade

esse comportamento de escolha satisfaria?

2 Preliminares

2.1 Teoria dos conjuntos

Supomos que o leitor estd habituado as noc¢des fundamentais da teoria dos con-
juntos [5], que denotaremos por seus signos usuais: a no¢do de pertinéncia e a
relacdo de estar em e sua negagdo (¢, ¢); a nocdo de subconjunto e a relacdo de
estar contido em (C) e estar contido propriamente em (C); a no¢do de conjunto
das partes (§); as no¢des de unido (U, V), interseccdo (N, N), e de diferenga (N)
de dois conjuntos; e a no¢do de conjunto vazio (&). Supomos também que o leitor
estd habituado com a notag@o usual de termo de classe para um subconjunto de
X cujos elementos satisfazem a sentenga ¢ (isto é: a expressdo {x € X : p(x)},
onde x ocorre livre em () e suas variantes.

Seja X um conjunto e xgp, ... € x,_1 elementos seus. Denotaremos abrevia-
damente o fatode que xg € X, ... e x,,-1 € X por g, ... e z,-1 € X, e de forma
similar para as relacdes de estar contido em e estar contido propriamente em.

Supomos, ademais, que o leitor estd habituado a nocao de par ordenado de x
e y ({x,y)). Denotaremos o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais que
reXeyeYpor X xY.

Por fim, supomos que o leitor estd habituado a no¢do de niimero ordinal e a



sua aritmética. Denotaremos por N o conjunto dos ordinais finitos ({0,1,2,...}).

2.2 Relacoes e funcgoes

Um conjunto 2 tal que R € X xY para algum X e algum Y é uma relagdo bindria.
X e Y sdo, respectivamente, a origem e o alvo da relagdo. Quando a origem e o
alvo de uma relacdo forem evidentes pelo contexto, omitiremos mengdo deles.
Denotaremos o fato de que (z,y) € R por xRy, e o fato de que (z,y) ¢ R por
x Ry.SeY =X, entdo R é uma relagdo em X.

Seja R ¢ X x Y. Denotaremos o dominio de R (o conjunto de todos os x ¢
X tais que xRy para algum y € Y') por dom(R), sua imagem (o conjunto de
todos os y € Y tais que xRy para algum z € X) por imag(R), e o seu campo
(o conjunto dom(R) uimag(R)) por camp(R). Se dom(R) = X, R é fotal em
X (e, novamente, omitiremos mencao do conjunto X se este for evidente pelo
contexto).

A restri¢do de uma relagdo R ¢ X x Y a um conjunto Z é o conjunto {(z,y) €
R:x € Z)}. Denotaremos a restricio de Ra Z por R | Z.

Uma relagdo R em X € reflexiva se, para todo x € camp(R), zRx; € irreflexiva
se, para todo x € camp(R), x R x; é simétrica se, para todos x, 2’ € camp(R), se
xRx', entdo x' Rx; é assimétrica se, para todos x,x’ € camp(R), se x Rx’', entdo
x' IR z. Note-se que uma relag¢@o assimétrica € irreflexiva. Uma relacdo R em X é
transitiva se, para todos x, z’, " € camp(R), se zRx' e ' Rx", entdo x Rz". Uma
relagdo simétrica e transitiva (e, portanto, reflexiva) é uma relacao de equivalén-
cia. Uma relacdo R em X é completa se, para todos x,x’ € camp(R), ou zRx'
ou z'Rz. Note-se que uma relacdo completa € reflexiva. Por fim, uma relagdo
¢é abrangente se camp(R) = X. Uma relagdo R em X abrangente, completa e
transitiva é uma ordenacdo de X, e X € entdo ordenado por R.

Se uma relag@o bindria f ¢ X xY € tal que, paratodos x € X etodos y,y" € Y,
sexfyexfy entdoy =y, dizemos que f € funcional, ou simplesmente que € uma
fungdo. Quando f for uma fungdo, denotaremos o fato de que x fy por f(x) =y,

e diremos que f de x é y. Também denotaremos o fato de que f € X x Y por
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f: X —Y, ediremos que f é uma fungdo de X em Y.

Neste trabalho, assumimos que todas as funcdes sdo fotais.

3 Teoria da escolha racional

Definicao 3.1. Seja O um conjunto finito de opcdes. Uma fungdo de escolha para
O é uma fungdo & : £(0O) — R(O) tal que, para todo X € O, E(X) ¢ X.

Seja O um conjunto finito e € uma fun¢do de escolha para O.

Condicéo 1 (Indiferenca). Para todo X ¢ O, se existe € O tal que X = {x},
entdo E(X) # @.

Condicao 2 (Decisao duas a duas). Para todo X ¢ O, se existem x e y € O tais
que X = {x,y}, entdo £(X) + @.

Condicio 3 (Determinagdo). Paratodo X ¢ O, se X # @, entdo £(X) + @.
Condicao 4 (Estabilidade). Paratodo X ¢ O, E(E(X)) = E(X).

Condicao 5 (Contragdo positiva). Para todos X e Y ¢ O tais que X ¢ Y e todo
rxeOtalquex e X,sex e &(Y),entdo x € E(X).

Condicao 6 (Contragdo negativa). Para todos X e Y € O taisque X ¢ Y e
Xné&(Y)+zetodoxeO,sex¢E(Y),entdox ¢ E(X).

Condicao 7 (Constrigdo). Para todos X e Y ¢ O, se E(X UY') # @, entdo ou
E(XuY)=E(X),0ué(XuY)=EY)oul(XuY)=E(X)ue(Y).

Condicio 8 (Anulacdo). Para todos X e Y ¢ O, se £(X) = £(Y) = @, entdo
E(XuY)=0.

Condic¢ao 9 (Decomposi¢do). Para todo X ¢ O tal que existe Y c X tal que
Y # @ eparatodo x € O, se x € E(X), entdo, para algum Z c X, z € E(Z).



Condicao 10 (Expansao positiva). Para todos X e Y € O etodo x € O, se x €
E(X)né&(Y),entdioz e E(XUY).

Condic¢ao 11 (Expansido positiva finita). Para todos Xp,... e X,,.; € O e todo
xeO,sexeN{E(Xp),...,E(Xn1)}, entdo x € E(U{Xo,..., Xn1})-

Condic¢ao 12 (Expansdo negativa). Para todos X e Y c O etodo z € O, se x ¢
E(X)Ué(Y),entdioz ¢ E(XUY).

Condicao 13 (Expansao negativa finita). Para todos Xj,... e X,,.; € O e todo
reO,sex ¢ U{E(Xp),...,E(X-1)}, entdo z ¢ E(U{Xo, ..., Xn-1}).

Condicao 14 (Coeréncia). Para todos X e Y € O e todos x e y € O tais que
reyeXnY,sexel(X),entdo, se y € E(Y), também x € E(Y).

Condicéo 15 (Soma). Paratodos X eY € O,0u &(XuUY) = E(X),ouE(XUY) =
EY)oul(XuY)=E(X)u&(Y).

Destas tantas condi¢des, trés sdo classicamente conhecidas da literatura: a
condi¢do de contragdo positiva, a condi¢ao de coeréncia e a condi¢ao de expan-
sdo0 positiva, — respectivamente, as condicdes «, 3 e v de Chernoff ( [3]; [8]]).
As trés primeiras condi¢des — a condi¢@o de indiferencga, a condicdo de decisdo
duas a duas e a condi¢@o de determinag@o —, como se observou jd na introducao,
definem qudo decidido um agente deveria ser.

O que fazemos, nesta secdo, e explorar como essas condi¢des relacionam-
se entre si € com outras que intuitivamente poder-se-iam desejar. Como se vera
a partir das proposi¢des a seguir demonstradas, elas todas formam um sistema
bastante bem integrado, de modo que nossas intui¢des a respeito da racionalidade

de escolhas, ao que parece, de fato se justificam mutuamente.

Proposicao 3.1. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condicdo de determinagdo,
entdo satisfaz a condig¢do de decisdo duas a duas; e, se satisfaz esta, entdo satisfaz

a condi¢do de indiferenca.

Demonstragdo. Trivial. [



Proposicao 3.2. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢do de contragdo po-

sitiva, entdo satisfaz a condicdo de estabilidade.

Demonstracdo. Seja X ¢ O. Por definicdo, £(X) ¢ X, e desse fato, pela con-
dicdo de contracéo positiva, segue imediatamente que, se x € E(X), entdo z €
E(E(X)). O

Proposicao 3.3. Se uma funcdo de escolha satisfaz a condicdo de contragdo po-

sitiva, entdo satisfaz a condigcdo de expansdo negativa.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, sejam X e Y e x tais que = ¢ E(X) U
&(Y), e suponha, por absurdo, que z € E(X uY). Porque z € E(X UY'), por
definicdo x € X uY e, portanto, também por definicdo, ou z € X ou x € Y.
Suponha, sem perda de generalidade, que x € X. Ora, porque por defini¢des
X ¢ X uY e por suposicio = € E(X uY'), pela condi¢do de contragdo positiva
segue desses fatos que x € £(X) — mas isto contradiz a suposi¢do de que = ¢
E(X) U &(Y) (ou, mais precisamente, o fato de que, por defini¢do, assim sendo
em particular x ¢ £(X)). O

Proposicao 3.4. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condigbes de contracdo

positiva e negativa, entdo satisfaz a condi¢do de constricdo.

Demonstragdo. Suponha o antecedente, sejam X e Y quaisquer, e suponha que
E(X UY) # @. Ha trés possibilidades: ou, paratodo z € E(X UY), v € X
somente; ou, para todo z € E(X UY); x € Y somente; ou, entdo, para alguns
rxe&(XuY),reXe, paraalguns z € E(XUY), z € Y. No primeiro caso, segue
trivialmente pelas condi¢des de contragdo positiva e negativa que E(X U Y') =
&(X); e similarmente que E(X UY') = E(Y') no segundo caso. No terceiro caso,
segue das condi¢des de contragdo positiva e negativa que £(X) = X n&(X uY),
e similarmente que E(Y) =Y n (X uY'), — e, portanto (porque por defini¢cdes
(XnE(XUY))u(YnE(XUY)) =E(XUY)),que E(XUY) =E(X)uE(Y). O

Proposicao 3.5. Se uma fungcdo de escolha satisfaz a condi¢do de constrigdo,

entdo satisfaz a condigdo de contracdo positiva.
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Demonstragdo. Suponha o antecedente, € sejam X e Y e x tais que X C Y,
x e Xex e &(Y). Ora, por defini¢ées, Y = X u (Y \ X), — e, portanto,
pela condicéo de constri¢do, porque por suposicdo £(Y) + @, ou E(Y) = E(X),
ou(Y)=&EY~X)oué(Y) =E(X)u&(Y ~X). A segunda possibilidade
estd excluida pelos fatos de que por suposicdo = € X e de que, por defini¢des,

X n (Y~ X) = @. Em qualquer das duas outras possibilidades, segue trivialmente
que x € £(X). N

Proposicao 3.6. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condigcdo de constrigdo,

entdo satisfaz a condigdo de contracdo negativa.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, e sejam X e Y taisque X ¢ Y e X n
E(Y) # @. Ora, por defini¢des, Y = X u (Y \ X)), — e, pela condi¢do de cons-
tricdo, porque por suposicdo X N E(Y') # & (e, portanto, também E(Y') + &), ou
EY)=E(X),oul(Y)=EY ~X)oué(Y)=E(X)u&(Y \ X). A segunda
possibilidade estd excluida pelos fatos de que por suposicdo existe x € X tal que
x € E(Y') e de que, por defini¢des, X n (Y \ X)) = @. Em qualquer das duas outras
possibilidades, segue trivialmente que se = ¢ £(Y"), entdo x ¢ E(X). O

Proposicao 3.7. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condigoes de determinagdo

e de constrig¢do, entdo satisfaz a condi¢do de expansdo positiva.

Demonstragdo. Suponha o antecedente, e seja x tal que, para alguns X e Y, z €
E(X) n&(Y). Entdo, em particular, x € E(X) e x € E(Y'). Ora, pela condigdo
de determinacdo E(X uY) # @, e, portanto, pela condi¢do de constri¢do, ou
E(XUY)=¢E(X),oué(XuY)=&EY)oué(XuY)=EX)u&(Y). Em
qualquer dos casos, z € E(X UY). O

Proposicao 3.8. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condigoes de determinagdo
e de constri¢do (e, portanto, as condi¢oes de contragdo positiva e negativa), entdo

satisfaz a condi¢do de coeréncia.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, e sejam X eY e x e y taisque z e y ¢
XnY,ze&(X)eye&Y). Porque z € E(X) e porque a possibilidade de
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que £(X UY') = & é excluida pela condi¢do de determinagdo, pela condi¢io de
constricdo ou z € E(X UY) (caso E(X UY) = €(X), oucaso E(XUY) =
E(X)ué&(Y)) — e, portanto, porque por suposi¢do em particular x € Y e porque
por definicdo Y ¢ X uY, pela condi¢dao de contragdo positiva x € E(Y) —;
ou, entdo, E(X UY) = E(Y): mas, nesse caso, porque em particular y € X —
e, portanto, X n E(Y) #+ @ —, porque por defini¢do X ¢ X uY, e, ademais,
porque por suposicdo z € £(X), segue pela condigdo de contragdo negativa (lida

contrapositivamente) que = € E(Y). O

Proposicao 3.9. Se uma fungdo satisfaz as condigoes de determinagdo e de cons-

tricdo, entdo satisfaz a condi¢do de soma.
Demonstragdo. Trivial. O

Proposicao 3.10. Uma fungdo de escolha satisfaz a condigdo de expansdo posi-

tiva se e somente se satisfaz a condi¢do de expansdo positiva finita.

Demonstragdo. A condi¢do de expansao positiva finita segue trivialmente da con-
dicdo de expansdo positiva. Ja a condi¢do de expansdo positiva finita segue da

condicdo de expansdo positiva por simples inducao. [

Proposicao 3.11. Se uma funcdo de escolha satisfaz a condigcdo de expansdo ne-

gativa, entdo satisfaz a condigcdo de anulagdo.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, sejam X e Y tais que £(X) =E(Y) = @,
e suponha, por absurdo, que £(X uY’) # @. Entdo, existe = tal que x € E(X UY").
Ora mas, entdo, pela condi¢ao de expansao negativa (lida contrapositivamente),
x e &E(X)uU&(Y), e, portanto, por defini¢do, ou z € E(X) oux € E(Y), — 0 que
contradiz a suposi¢do de que E(X) = E(Y) = 2. O

Proposicao 3.12. Se uma funcdo de escolha satisfaz a condigdo de expansdo ne-

gativa, entdo satisfaz a condigcdo de decomposigdo.



Demonstragcdo. Suponha o antecedente, seja X < O tal que X tem ao menos
um subconjunto préprio, e seja = tal que z € £(X). Entdo consequente segue
trivialmente da condi¢do de expansdo negativa e do fato de que X = {z} u X
{z}. O

Proposicao 3.13. Uma fungdo de escolha satisfaz a condigcdo de expansdo nega-

tiva se e somente se satisfaz a condi¢do de expansdo negativa finita.

Demonstragdo. Semelhante a proposi¢do anterior, a condi¢cao de expansdo nega-
tiva finita segue trivialmente da condi¢ido de expansio negativa, enquanto a con-
dicdo de expansdo finita segue da condi¢do de expansdo positiva por simples in-
dugdo. [

Proposicao 3.14. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condicdes de determina-

cdo e de coeréncia, entdo satisfaz a condi¢do de contracdo positiva.

Demonstragdo. Suponha o antecedente, e sejam X eY extaisque X CY,x € X
e x € E(Y). Pela condi¢do de determinacdo, £(X) # &; portanto, existe y tal
que y € £(X). Porque y € £(X), por defini¢do y € X; ademais, porque X C Y,
X nY = X, e, por suposicdes, z € X e x € E(Y) (e, portanto, z e y € X nY).

Desses fatos segue imediatamente, pela condi¢do de coeréncia, que z € £(X). [

Proposicao 3.15. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condigoes de determina-

¢do e de coeréncia, entdo satisfaz a condi¢do de expansdo positiva.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, e sejam X e Y e x tais que z € E(X) n
E(Y). Pela condi¢do de determinagdo existe algum y tal que y € E(X UY"). Ora,
por defini¢des, y € X uY e, portanto, y € X ou y € Y. Suponha, sem perda de
generalidade, que y € X. Também por defini¢des, se x € E(X) n E(Y), entdo em
particular x € £(X), e, portanto, = € X; ademais, X n (X uY’) = X, e, portanto,
reye Xn(XuY). Disso e dos fatos de que z € E(X) ey € E(X UY) segue

imediatamente, pela condi¢do de coeréncia, que z € E(X UY). [l

Proposicao 3.16. Se uma fungdo de escolha satisfaz as condigoes de contragdo

positiva e de coeréncia, entdo satisfaz a condig¢do de contragdo negativa.
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Demonstragdo. Suponha o antecedente, € sejam X e Y e x tais que X C Y,
Xné&(Y)x@,xeXex¢l(Y). Porque X nE(Y) + @, existe y tal que y € X
ey € &(Y), — e, assim sendo, pela condi¢do de contragdo positiva, y € E(X).
Suponha pois, por absurdo, que = € E(X). Porque X ¢ Y, X nY = X, e,
portanto, z e y € X nY. Ora, desses fatos segue imediatamente, pela condi¢dao
de coeréncia, que = € E(Y), — o que contradiz a suposicdo de que x ¢ E(Y).
Portanto, = ¢ £(X). N

Proposicao 3.17. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢do de soma, entdo

satisfaz a condi¢do de constrig¢do.
Demonstragdo. Trivial. [

Proposicao 3.18. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢cdo de soma, entdo

satisfaz a condicdo de expansdo positiva.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, e sejam X e Y e x tais que z € E(X) n
E(Y'). Entdo, em particular, z € E(X) e x € E(Y'). Ora, pela condigio de soma,
oul(XuY)=E(X),oul(XuY)=EY)ouél(XuY)=EX)Ul(Y). Em
qualquer dos casos, z € E(X UY). O

Proposicao 3.19. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condig¢do de soma (e, por-
tanto, as condigcoes de contragdo positiva e negativa), entdo satisfaz a condigdo

de coeréncia.

Demonstracdo. Suponha o antecedente, e sejam X e Y ex e ytaisque r e y €
XnY,ze&(X)eye&Y). Porque por suposicdo & satisfaz a condi¢do de
soma, ou E(XUY)=E(X),ou&E(XuY)=E(Y)ou&(XuY)=E(X)uE(Y).
Em qualquer dos casos, porque £(X) # @ e E(Y) # @, também E(X UY) # @.
Assim sendo, ou z € E(X UY') (caso E(X UY) = E(X), oucaso E(XUY) =
E(X)uU&(Y)) — e, portanto, porque por suposi¢do em particular x € Y e porque
por definicdo Y ¢ X uY, pela condi¢do de contragdo positiva x € E(Y) —;
ou, entdo, E(X uY) = E(Y): mas, nesse caso, porque em particular y € X —

e, portanto, X n E(Y) #+ @ —, porque por defini¢do X ¢ X uY, e, ademais,
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porque por suposicdo = € £(X), segue pela condigdo de contragdo negativa (lida

contrapositivamente) que z € £(Y"). O

Proposicao 3.20. Se uma funcdo de escolha satisfaz as condicdes de indiferenca

e de soma, entdo satisfaz a condicdo de determinacgdo.

Demonstragdo. Segue por simples indu¢do no nimero de elementos de X u Y.
]

Proposicao 3.21. Uma fungdo de escolha satisfaz as condigoes de indiferenca e

de soma se e somente se satisfaz as condigcoes de determinagdo e de coeréncia.

Demonstracdo. Suponha, primeiro, que € satisfaz as condi¢des de indiferenca e
de soma. Entdo segue imediatamente de proposi¢des anteriores que ela satisfaz as
condi¢des de determinacao e de coeréncia.

Suponha, agora, que € satisfaz as condi¢des de determinacio e de coeréncia.
Entdo segue de proposi¢des anteriores que, além da condic¢do de indiferenca, ela
satisfaz a condi¢cdo de contracdo positiva — portanto, também a negativa —, e,

consequentemente, a condicao de soma. [

4 Teoria das preferéncias reveladas

Definicao 4.1 (Preferéncias reveladas). As preferéncias reveladas pela fung¢ao de
escolha € para O sdo a relagdo Re = {{x,y) € O x O : paraalgum X ¢ O, x ¢
E(X)eye X}

Definicao 4.2 (Preferéncias duas a duas reveladas). As preferéncias duas a duas

reveladas pela fungdo de escolha € para O sdo a relagio R? = {(z,y) e O x O :

xe&({x,y}).

A necessidade da distin¢do de preferéncias simplesmente reveladas e duas a

duas reveladas justifica-se pelo fato de que preferéncias, sendo relacdes bindrias,
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deveriam poder, em principio a0 menos, ser observadas prioritariamente nas es-
colhas de um agente a respeito de pares de alternativas. Esta intuicao leva-nos ao

conceito de binaridade de fungdes de escolha [8]].

Definicao 4.3 (Binaridade). Uma fun¢do de escolha € para O é bindria se Re =
R2.

Por fim, pde-se a questdo, ja apresentada na introducdo deste trabalho, da

normalidade das func¢des de escolha [§].

Definicao 4.4 (Funcdo de escolha gerada por preferéncias). A funcdo de escolha
para O gerada pelas preferéncias R a respeito das op¢des O sdo a funcdo Ex tal
que, paratodo X € O, E(X) ={x e X :paratodoy e X, zRy}. (Note-se que

de fato satisfaz a definicao de funcao de escolha.)

Definicao 4.5 (Normalidade). Uma funcdo de escolha € para O é normal se € =
Er

e

Proposicao 4.1. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢do de indiferenca,
entdo as preferéncias reveladas por ela, sejam elas reveladas ou reveladas duas
a duas, sdo totais e reflexivas; e, se satisfaz a condi¢cdo de decisdo duas a duas,

sdo completas.

Demonstragdo. Trivial. 0

Proposicao 4.2. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢do de contragdo po-

sitiva, entdo ela ¢ bindria.

Demonstragdo. Suponha-se o antecedente, e sejam = € y quaisquer.

Suponha-se, primeiro, que x R¢y. Entdo, por defini¢do, existe X talque x ey €
X ex e £(X). Ora, desse fato, porque {x,y} € X, e da condigdo de contragio
positiva segue-se imediatamente que z € E({x, y}) e, portanto, por defini¢do, que
rR2y.

Supondo-se que zR2y, segue-se trivialmente das defini¢des que zR¢y. [
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Proposicao 4.3. Se uma fungdo de escolha satisfaz as condicoes de determinagdo
e de contragdo negativa e é bindria, entdo as preferéncias reveladas por ela sdo

transitivas.

Demonstracdo. Suponha-se o antecedente, e sejam .,y € z tais que t Rey e yRe 2.
Porque por suposi¢ao & € bindria, por defini¢des segue-se que = € E({x,y}) e
ye&({y,2}).

Considere-se, pois, E({z,y,z}). Se z € E({x,y, z}), a proposi¢do segue-se
imediatamente por defini¢do. Suponha-se, pois, por absurdo, que = ¢ £({x,y, z}).
Dessa feita, ha quatro possibilidades: ou &({z,y, z}) = @; ou E({x,y, 2}) = {y};
ou&({z,y,2}) = {y, 2z}, ou E({z,y, 2}) = {z}.

A primeira possibilidade violaria a condi¢cdo de determinacdo. Porque x €
E{x,y}) e{x,y} c{x,y, 2}, nos casos da segunda e da terceiras possibilidades,
porque {z,y} n E({z,y,2}) # &, a condi¢do de contracdo negativa seria violada;
e, porque y € £E({y,z}) e {y,2z} € {x,y,z}, no caso da quarta possibilidade,
porque {y,z} nE({x,y,z}) # @, a condi¢do de contra¢do negativa também seria
violada. 0

Proposicao 4.4. Se uma fungdo de escolha satisfaz a condi¢do de expansdo posi-

tiva e € bindria, entdo ela é normal.

Demonstragcdo. Suponha-se o antecedente e suponha-se, por absurdo, que € ndo
¢ normal. Entdo, existe X tal que £(X) # Ex,(X). Portanto, ou existe = tal
queouz € E(X) mas x ¢ Ei, (X), ouz ¢ E(X) mas z € Ex, (X). A primeira
possibilidade estd patentemente excluida por defini¢cdes. No segundo caso, por-
que = € Ep, (X), por definicdo xRgy para todo y € X, e, portanto, também por
defini¢do, porque por suposicao € é bindria, para todo y € X, x € E({x,y}). Se-
jam, pois, o, . .., x,_1 os elementos de X . Porque por definicdo X = U{x, x; }icn,
e porque por suposi¢do € satisfaz a condi¢do de expansao positiva (e, portanto,
como ja se demonstrou, também a condi¢do de expansao positiva finita), segue-se
que x € £(X). N
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Proposicao 4.5. Se uma funcdo de escolha é normal, entdo, se as preferéncias
reveladas por ela sdo totais e completas, entdo satisfaz a condi¢do de compa-
racdo duas a duas; e, se sdo uma ordenagdo, entdo ela satisfaz a condicdo de

determinagdo.

Demonstragcdo. Segue trivialmente das defini¢des. [

Proposicao 4.6. Se uma funcdo de escolha é normal, entdo ela é bindria.

Demonstracdo. Suponha-se o antecedente e suponha-se, por absurdo, que € nao é
bindria. Entéo, existem x e y tais que ou x Rgy mas x 1}’22 y, ou x Re y mas xR2y.
O segundo caso € impossivel por definicdes. No primeiro caso, por defini¢cdes
existe X tal que y € X e x € E(X) (o que, a propdsito, implica que x Rex) mas
x ¢ E({z,y}). Porque, porém, xRex e xRy, por definicdo = € Eg, ({z,y}) — o0

que contradiz a suposicao de que € é normal. 0

Proposicao 4.7. Se uma funcdo de escolha é normal, entdo ela satisfaz a condi¢cdo

de contracdo positiva.

Demonstragdo. Suponha-se o antecedente. Sejam X e Y e x tais que X € Y,
x e X ex e &(Y). Por defini¢ao, portanto, xRey para todo y € Y, e assim
também para todo y € X. Disso se segue, por defini¢do, que = € Ep, (X) —e,

portanto (porque por suposi¢do € é normal), que z € E(X). 0

Proposicao 4.8. Se uma funcdo de escolha é normal, entdo ela satisfaz a condi¢cdo

de expansdo positiva.

Demonstracdo. Suponha-se o antecedente. Sejam X e Y e x taisque x € £(X) n
E(Y). Por defini¢des, portanto, x Rey para todo y € X e para todo y € Y, e assim
também para todo y € X UY". Disso se segue, por defini¢do, que z € Ep, (X UY)

— e, portanto (porque por suposi¢do & é normal), que x € E(X UY). [

Proposicao 4.9. Se uma funcdo de escolha é normal e as preferéncias reveladas
por ela sdo totais e reflexivas, entdo ela satisfaz a condicdo de indiferenca; e, se
além disso sdo completas e transitivas, entdo satisfaz a condigcdo de determina-

cdo.
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Demonstragdo. Segue trivialmente das defini¢Oes. 0

Proposicao 4.10. Se uma funcdo de escolha é normal e as preferéncias reveladas

por ela sdo transitivas, entdo ela satisfaz a condicdo de contragcdo negativa.

Demonstragcdo. Suponha-se o antecedente. Sejam X e Y e z tais que X ¢ Y,
Xné&Y) +@exe&(X). Por definicio, portanto, xRey para todo y € X,
e, em especial para todo y € X n E(Y). Ora, por defini¢des, se y € X n E(Y),
em particular y € E(Y") e, portanto, para todo z € Y, yR¢z. Sejam, pois, y e 2z
quaisquer tais que y € E(Y) e z € Y. Desses fatos, das defini¢oes e da suposi¢cdo
de que Rg € transitiva segue-se trivialmente que, para todo z € Y, zRez, — e,
portanto, por defini¢do, que x € Ex, (Y'). Assim sendo, porque por suposi¢io € é
normal, x € E(Y). O

Proposicao 4.11. Se uma funcdo de escolha é normal e as preferéncias reveladas

por ela sdo transitivas, entdo ela satisfaz a condigdo de coeréncia.

Demonstragcdo. Suponha o antecedente, e sejam X e Y ex e ytaisque r e y €
XnY,ze&(X)eye&(Y). Por definigdes, portanto, x R¢z para todo z € X
(y incluso) e yRez para todo z € Y. Porque xRey, yRez paratodo z € Y e Re é
por suposi¢do transitiva, segue-se trivialmente que xz R¢z para todo z € Y. Disso
se segue, por defini, por defini¢do, que x € €, (Y) — e, portanto (porque por
suposicdo € é normal), que x € E(Y). [

Proposicao 4.12. Uma fungdo de escolha satisfaz as condigoes de indiferenga e
de soma se e somente se ¢ normal e as preferéncias reveladas por ela sdo uma

ordenagdo.

Demonstragdo. Suponha o antecedente.

Suponha, primeiro, que € satisfaz as condi¢des de indiferenca e de soma. En-
tao segue de proposi¢cdes anteriores que ela satisfaz a condi¢do de determinacao
— e que, portanto, as preferéncias reveladas por ela sdo totais e completas —
, € ademais que é normal (portanto, bindria) e satisfaz a condi¢do de contracio

negativa — e que, portanto, as preferéncias reveladas por ela sdo transitivas.
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Suponha, agora, que € é normal e que as preferéncias reveladas por ela sdo
uma ordenagdo. Entdo segue de proposi¢des anteriores que & satisfaz a condi¢ao
de determinacdo — e, portanto, também a condicao de indiferenca —, e ademais,
que satisfaz as condicdes de contragdo positiva e negativa — e, portanto, também

a de soma. L]

Proposicao 4.13. Uma funcdo de escolha satisfaz as condicoes de determinagdo
e de coeréncia se e somente se é normal e as preferéncias reveladas por ela sdo

uma ordenacdo.

Demonstracdo. Segue trivialmente de proposi¢des anteriores. [

Proposicao 4.14. As preferéncias reveladas por uma funcdo de escolha podem
ser uma ordenagdo e ela ndo satisfazer a condig¢do de expansdo positiva nem ser

bindria.

Demonstracdo. Eis um exemplo. Seja O = {a,b,c} e seja & tal que satisfaz a
condi¢@o de indiferenga e tal que £({a,b}) = {a,b}, E({b,c}) = {b}, E({a,c}) =
e &({a,b,c})={a}.

Porque & satisfaz a condicdo de indiferenca, zRex para todo x € O. A
abrangéncia e completude de R sdo patentes. Ademais, porque a € E({a,b}),
be&({b,c})eac({a,b,c}), aReb, bRec e aRec, Re é transitiva. No entanto,
porque b € E({a,b})ebe E({b,c})masb ¢ E({a,b,c}), € ndo satisfaz a condigdo

de expansdo positiva; e, patentemente, R # Rz. U

5 Conclusao

Como se mostrou, embora a normalidade de uma func¢do de escolha e o fato de as
preferéncias por ela reveladas serem uma ordenagdo seja equivalente a essa fungao
de escolha satisfazer todas as condi¢des de racionalidade apresentadas na secao
trés, por si s6 o fato de as preferéncias por ela reveladas serem uma ordenacio

ndo implica sequer que ela satisfaria uma condig¢do tao fraca quanto a binaridade,
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nem tampouco uma condi¢cao mais forte, como a condi¢cdo de expansdo positiva.
Isso mostra, a nosso ver, que a normalidade da fun¢do de escolha € uma condicao
robusta de racionalidade do comportamento de escolha de agentes, que, portanto,
mereceria ser estudada e discutida de modo mais aprofundado e pormenorizado

do que nos parece ter sido até hoje na literatura da teoria da escolha racional.
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