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RESUMO

Neste trabalho, exploramos a técnica do mapeamento cldssico-quantico, com base no Modelo de
Ising. De forma geral, acredita-se que a funcio de particio de um modelo quantico de dimensdo d
possa ser mapeada na funcéo de particdo de uma modelo cléssico de dimensédo d + 1. Aplicando-
se esta técnica ao Modelo de Ising quantico, pode-se calcular observaveis quanticos por meio de
simula¢des computacionais do modelo cldssico. Com esta abordagem, estudamos propriedades do
sistema quantico como correlagdes e o emaranhamento da rede. Ao final, observa-se um aumento
nas correlagdes entre os spins e o surgimento de estados emaranhados abaixo da temperatura critica,
verificando-se a violacdo de uma desigualdade de Bell para primeiros vizinhos e também para sitios
mais afastados. Mais ainda, a saturag@o desta desigualdade no limite 7' — 0 nos mostra que os
spins tendem a se encontar em um estado de Bell onde estio alinhados, justificando o surgimento da
magnetizacdo do sistema e a formagdo de ilhas.

1 Introducao

1.1 Contextualizacao

O Modelo de Ising surgiu na década de 1920 como uma forma simplificada para o estudo de sistemas magnéticos
[1}2]. Originalmente, o modelo consistia de um conjunto de varidveis classicas de spins (i.e., que comutam entre si),
arranjadas em uma rede quadrada [3]]. A energia do sistema é dada pela Hamiltoniana [3| 4]

HifJZO'Z'CTj*BZO'i, (1)

(4,4) @
onde (i, 7) significa soma sobre os primeiros vizinhos j do sitio 4. O primeiro termo representa uma forma de intera¢do

entre os spins e o segundo termo, denota a acdo de um campo magnético externo B. Neste modelo, toma-se que
o € {—1,41}, o que representaria a quantizagdo do momento angular spin em uma dada dire¢do, para um sistema de
spins-1/2 [5] [4].

A motivacdo para o estudo do modelo, na época, residia em enteder sistemas magnéticos e transicdes de fase de
ordem-desordem (segunda ordem); algo que se tinha pouco conhecimento até entdo [2]]. Sendo assim, o objetivo
principal era verificar algumas das hipdteses acerca de transi¢des de segunda ordem existentes na época, como a
divergéncia de certas quantidade na forma de leis de potencia, na regifio de criticalidade [4].

Em uma dimensdo, o modelo € descrito por pontos discretos sobre uma linha, igualmente espagados. Esta foi a primeira
tentativa de solu¢do do modelo no qual Ising trabalhou, chegando a conclusido de que o modelo ndo apresentava
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transi¢do de fase em uma dimensao [1}6]. Com base em alguns argumentos, Ising foi levado a acreditar que ndo haveria
transicdo de fase para dimensdes mais altas. No entanto, em 1936, Peierls mostrou que o modelo apresentava uma
transicao de fase em dimensdes maiores ou iguais a dois, despertando interesse dos Fisicos no modelo, novamente [[7].

No inicio da década de 1940, é publicada a chamada dualidade de Kramers-Wannier para o Modelo de Ising [8 [9]]. Tal
dualidade se apresenta como uma relacao de simetria intrinseca do modelo que posibilitou aos autores estabelescer a
temperatura de transi¢do de fase para o modelo, sob a hipé6tese de que a mesma deveria ser tinica. Logo apds, em 1944,
Onsager publicou uma solucio exata para o0 modelo em duas dimensdes mostrando a existéncia de uma temperatura
critica, compativel com a obtida por Kramers e Wannier [10], e posteriormente uma dependéncia da magnetizagio
resultante do sistema com a temperatura, mostrando a transicao de fase de segunda ordem [11]].

Este sendo o primeiro modelo a ser resolvido que apresentava uma transi¢cdo de fase, acabou se tornando de fundamental
importancia para o entendimento de transi¢cdes de segunda ordem. A solugdo de Onsager foi posteriormente generalizada
para outros sistemas fisicos dando origem ao estudo de sistema integraveis [2 |4, [12].

1.2 Mapeamento Classico-Quantico

A construcdo que liga uma teoria estatistica cldssica e uma teoria quantica é conhecida como mapeamento cldssico-
quadntico. De maneira geral, acredita-se que a fungdo de particdo de um sistema quantico de dimensdo D pode ser
exatamente mapeada na fungdo de particdo de um sistema classico de dimensdo D + 1, e vice-versa.

Usando este formalismo, a fun¢do de particdo do modelo de Ising cldssico em duas dimensdes pode ser reescrita como
a funcdo de parti¢do do modelo quantico [4} [13]

N
Hy =7 [6767,1 + A7), )
i=1
onde 6% sdo as matrizes de Pauli e A um parametro real. A Hamiltoniana acima é conhecida como modelo qudntico de
Ising unidimensional.

A solucdo de Onsager para o modelo cldssico mostra que hd uma transi¢cdo de fase para uma temperatura 7, dada por

[10.5.13]
In(1+v2) 1

B = ——F— b= [ 3)

2

que corresponde a uma transi¢ao de fase no modelo quantico quando A = A, = 1 [4].

1.3 Objetivo

O presente projeto tem por objetivo estudar a Hamiltoniana em (2)) de forma numérica. Utilizando-se do mapeamento
cldssico-quantico, mapearemos observéveis quanticos em valores esperados do modelo cldssico bidimensional (I)), com
0 objetivo de calcular os observédveis desejados simulando computacionalmente o modelo cléssico, cuja complexidade
¢ significantemente menor [14} [15]]. Desta forma, podemos estudar correlagdes no modelo quanticos préximos da
criticalidade e, em particular, estudar o emaranhamento na cadeia quéntica de Ising por meio de um funcional de Bell
[16].

Notacao
Ao longo do trabalho denotamos operadores como A. Para evitar problemas de entendimento, spins ditos classicos

serdo denotados simplesmente por o, enquanto que operadores de spins, além de seguir a notagdo de operadores, sempre
estardo acompanhados de um superscrito para denotar a matriz de Pauli em questdo, a exemplo: 57.

2 Os Modelos de Ising Classico e Quantico

2.1 O Modelo Classico
O Modelo de Ising € um modelo de spins, localizados em uma rede, usualmente quadrada. O modelo estudado por Ising

consistia de varidveis cldssicas (numeros reais). A motivacdo para tal construc¢do se dd no fato de que, para spins-1/2, o
momento angular spin projetado em uma direcao sé pode assumir dois valores; paralelo ou anti-paralelo a direcdo em

Cont.
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questdo [17]]. Sendo assim, a energia de um spin o na presenca de uma campo magnética B é dada por [5]
B o[ Bl puac|B
+|B|, parao ||B
a qual pode ser simplificada escrevendo-se
—oB, o=+l.

A interacdo entre dois spins, por sua vez, se dd pelo que se chama interacdo de troccﬂ um efeito quantico devido
a simetria, ou anti-simetria, de troca do estado quantico de um sistema de particulas idénticas [[18}[19]. Em termos
matemadticos, a energia associada a essa interacao €

X T vy z  Z
—Jgoi0y — Jyoijoy — J,0{03,
onde J,, sdo constantes que ditam a interacdo dos spins nas diregdes x, y € 2.

O modelo de Ising considera a simplificacdo .J, ~ J, ~ 0 [1,13]. Sendo assim, o modelo € ditado por uma Hamiltoniana
de termos comutantes cujos valores sdo discretos (efetivamente, classicos). Essa tem a forma [4}, 15]]

Higng = — Z Jijoio; — ZBNy’,, 4
(4,5) @
com
o; € {—]., +1}7
e as constantes J e B sdo adaptadas para terem dimensao de energia. Para um modelo ferromagnético, J > 0 (menor
energia para spins alinhados); para um modelo anti-ferromagnético, J < 0.

Os subscritos em o; denotam o sitio da rede ao qual o spin estd associado. Para duas dimensdes, por exemplo,
i = (i1,12). A Figuraﬁ]exempliﬁca nossa ideia de uma rede quadrada, em duas dimensdes.

[ ] [ ] [ [ ]
[ ] [ ] [ [ ]
[ J
[ [ J [ J [
[ ] [ ] [ [ ]
Figura 1: Exemplo de uma rede quadrada em duas dimsées. Adaptado de [20]
Para terminar de fixar nomes e notagdo, denominamos uma configuragdo de spins por {c}.

2.2 O Modelo Quantico

Para o trabalho em questdo, nos importa um modelo bidimensional, com uma anisotropia entre as direcdes verticais e
horizontais (Figure[I)), na auséncia de um campo magnético. Nestas condi¢des, o sistema € descrito pela Hamiltoniana

Hyp = — Z [J20i,j0iv1,5 + Jyoij0ijr1];  Jo # Jy. (5)

.7

Com um pouco de anélise, pode-se mapear a fungéo de parti¢do candnica da Hamiltoniana (3)) na funcéo de partigéo
Hamiltoniana quéntica dada por [4, [13]]

Hy=—J) [6767,1 + 7], (©6)
i
onde 6% e 6% sdo as matrizes de Pauli:

e (0 1\, .. (1 0
=\ o) 77\ 1)

' A interagdo de troca surge da tentativa do sistema minimizar a repulsio coulombiana. Uma breve explicacio pode ser encontrada
no Apéndice [A}

Cont.
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O fator A que aparece na Hamiltoniana Hy do modelo quintico é o parAmetro que mede as flutuagdes quanticas. A
temperatura 7' = 0, os spins tendem a se alinhar em uma dire¢do. O termo ) AG7 insere uma probabilidade de
tunelamento entre ambos os estados de alinhamento, para cada spin. Para A = 0, as flutua¢des desaparecem. No limite
A > 1, as flutuacdes sdo elevadas, destruindo o alinhamento na diregéo zﬂ Nesse sentido, o pardmetro \ se assemelha
a temperatura do modelo cldssico. De fato, na se¢do [5|mostraremos que as flutuacdes quanticas serdo mapeadas nas
flutuacdes classicas e que A estd relacionado com a temperatura de tal maneira que

T = T, (modelo classico) < A\ = A, (modelo quéntico),
onde ). é o valor para o qual se ocorre a transi¢do quantica de fase no modelo de Ising quﬁntic

O procedimento para tal mapeamento consiste em identificar a direcio vertical do modelo cldssico como uma dimensao
de tempo imagindrio. Sendo assim, cada linha do modelo cldssico denota um instante temporal do modelo quantico.
Fazendo tal identificacdo, o limite do continuo é tomado na dire¢do temporal. No entanto, tal limite € feito de uma forma
muito especifica de modo a preservar as caracteristica da transicdo de fase do modelo cldssico para o modelo quantico.
Isso é feito preservando os expoentes criticos que aparecem nas leis de poténcia que descrevem certas quantidades na
regido de criticalidade. Em tal caso, diz-se que os modelos pertencem a mesma classe de equivaléncia. A anisotropia é
necessdria por causa desta forma controlada de se tomar o limite do continuo na direcéo vertical do modelo. Os detalhes
podem ser encontrados na referéncia [4].

Na segdo 5] faremos o procedimento inverso; isto €, partiremos da equagdo (€) para chegar em (). Este procedimento
nos permitira mapear observaveis do modelo quéntico unidimensional em observaveis do modelo cldssico, os quais
poderdo ser obtidos por simulagdo computacional [[15]].

2.3 Uma digressao sobre Mecanica Estatistica e Termodinamica

O estudo de sistemas magnéticos requer um entendimento de Mecanica Estatistica e de Termodinamica. Nesta se¢éo,
faremos uma digressao sobre conceitos importantes dessas dreas a fim de deixar o trabalho mais auto-contido. Na
necessidade de um aprofundamento, as referéncias [} 22} [15} 23] 24]] se fazem suficientes.

No estudo de Mecanica Estatistica, existem trés ensambles estatisticos que sd@o importantes e usuais. Um desses é
o ensamble candnico, construido a partir de um sistema acoplado a um reservatorio térmico. Para este ensamble, o
numero total de constituintes NV, o volume V' do sistema e a temperatura " sdo considerados grandezas constantes. Por
conta disso, este ensamble € usualmente adotado para o estudo de sistemas magnéticos.

Um sistema cldssico em um ensamble candnico segue a distribui¢do de Gibbs, dada por [5]]
1 1
PH)=—ePH, p=_— 7
(H) = ze 5 =, ™
onde H é a energia de uma dada configuragéo em que o sistema pode estar, k é a constante de Boltzmann, P(H) é a
probabilidade de se encontrar o sistema com energia H, e~ é chamado peso de Boltzmann e

7 = ZeiﬁH

{H}

é chamada fungdo de partigdo candnica, dada pela soma sobre todas as configuragdes de energia, { H }, possiveis do
sistema do peso de Boltzmann da configurag@o.

Pode-se mostrar que a fungio de particdo canonica estd relacionada com uma grandeza termodindmica conhecida como
energia livre de Helmholtz, F', por [22, 5]
F=—-kTlhZ

A importancia disso reside no fato de que F' € uma funcio de estado, contendo, portanto, toda a informacgao termodi-
namica do sistema [22]. Sendo assim, a fun¢do de parti¢do é a entidade da qual podemos obter toda a informacio do
sistema.

2Com essa ideia, pode parecer natural que deva haver uma transi¢do de fase para o modelo. No entanto, a energia de se flipar um
spins ou flipar uma cadeia de spins adjacentes € exatamente a mesma; a diferenga de energia se deve apenas a parede de dominio.
Isso faz com que uma pequena elevacdo na energia possa resultar em uma grande elevacio na entropia, contribuindo para a reducdo
da energia livre de Helmholtz. Este argumento € a explicagdo para a ndo existéncia de uma transi¢do de fase no modelo classico em
uma dimensao. Logo, ndo € tdo trivial que haja uma transi¢@o de fase.

3Para o leitor ndo familiarizado com transicGes quénticas de fase, resaltamos os seguintes pontos: 1) sdo transi¢des devido a
Sflutuacées qudnticas, em contraste com transicdes de fase térmicas estudadas em sistemas cldssicos, 2) ocorrem a temperatura zero e
por conta disso 3) o parametro que descreve a transi¢céio ndo € a temperatura, mas um parametro que mede as flutuagdes quanticas.
Para maiores detalhes sobre transi¢do quantica de fase, nos referimos a [21].

Cont.
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Para sistemas quanticos, o andlogo da distribuicdo de Gibbs é a matriz densidade do ensamble candnico quantico, dada
por [l15, 23]

. 1 55
Pecan. = Ze BH7
onde H é a Hamiltoniana do sistema quantico.
Usando que Tr p = 1, verifica-se que A
Z=Tre P4, ®)

para um sistema estatistico quantico.

Em especial, na base dos auto-estados, {|\)} de H,

Z=Tre P =3 (e PH0) =3 e B,
A A
O caso continuo pode ser facilmente obtido pelo mesmo procedimento [23]].

2.3.1 Calculando-se observaveis a partir da funcao de particio

Partindo da funcédo de parti¢do do sistema, pode-se obter qualquer grandeza termodindmicas que se desejar, por exemplo
a energia média, a magnetizacdo, o valor esperado de um obseravel quantico. O procedimento é costumeiramente o
mesmo.

Para se determinar a energia média, por exemplo, fazemos

(B)=) EP(E);

{E}
e PE
:ZE 7
{E}
— l _ﬁe_ﬁE
Z ) ’
{E} p
de onde obtemos olnZ
n
E == — . 9
5 - -2 ©)

De maneira similar, podemos obter outras grandezas.

Para o célculo de um obserdvel quantico, o procedimento é similar. Por exemplo, para calcular (6%) = (67), fazemos o
seguinte:

(oze PNy

10 saine

A
Bou

pn=0

)

Vé-se que a expressdo (I0) é um pouco mais complicada, dependendo da dificuldade de se calcular </\’e_5 (H+uo7)

A>;

pn=0

|
N~
~[~]
T

chegando a expressao

(10)

A),

A conclusio em que chegamos € que, para o estudo de um sistema estatistico, seja cldssico ou quantico, precisamos
determinar a funcao de parti¢do. Essa é uma tarefa complicada, em geral; o Modelo de Ising é um exemplo disso, como
pode ser visto na solugdo exata para duas dimensdes [10].

6 =5 % |35 5 (ol

porém, é o caso mais geral. Esta serd a expressdo utilizada no mapeamento de observaveis quanticos em classicos.

Sendo assim, métodos numéricos sdo uma ferramenta fundamental para se trabalhar com mecanica estatistica.

Cont.
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3 Amostrando-se o Espaco de Fase e Calculando-se Médias

De forma tedrica, o valor médio de um observavel quantico ou cldssico é dado, respectivamente, por
. 1 A 1 N
_ - - _ 4 —BE
<A> = Tr(pA) = E}\ (AA|N) e™P5x

(K) = S K({Epe .
{E}

Claramente, um método de se calcular os valores médios acima seria visitar cada configuracdo do sistema, calcular
a quantidade de interesse e sua probabilidade, e efetuar a soma. Uma primeira forma aproximada seria sortear
configuracdes baseadas na distribui¢do de Gibbs e realizar o calculo. No entanto, como o nimero de configuragdes
é muito grande (2 para o Modelo de Ising, onde N é o niimero de spins), este método niio ird funcionar porque a
probabilidade de se sortear uma configuracdo de forma aleatdria que seja aceita é muito pequena [15].

Frente a este problema, surge a necessidade de se utilizar um processo que permita amostrar as configuragdes “mais
importantes”, com ocasionais visitas as “menos importantes” [15]. Para determinar e justificar tal procedimento, faz-se
necessdrio entender algumas ideias acerca de cadeias de Markov e cadeias ergddicas.

3.1 Cadeias de Markov e cadeias Ergodicas

Considere uma sequéncia de varidveis aleatérias I' = (I'1, ', ...), que toma valores no conjunto de possiveis confi-
guragdes de um sistema, {1, ..., 2}, onde T',, representa o estado do sistema no tempo n; dizemos, por exemplo,
que no tempo n o estado do sistema é xy se I'), = z. Se, para qualquer instante do tempo em que o sistema esteja
na configuragdo z;, existir uma probabilidade fixa P(i — j) = P;; de o sistema se encontrar na configuracdo z, no
tempo seguinte, diz-se que a sequéncia I' € uma cadeia de Markov [25]];

P(Fn-l-l = .’I,‘j|Fn = Z‘l) = P”
P,; = P(i — j) recebe o nome de probabilidade de transigdo.

De forma similar, define-se a probabilidade de transicao entre n estados, Pi(j") , COmMo
PV := P(Tyin = 2T = ;).

Se Pi(j") > 0, para todo n e para todo par (z;, z;), diz-se que I' é uma cadeia ergddica [25].

Um resultado importante que decorre é o seguinte [25]:
Teorema 1 Para uma cadeia de Markov ergddica, o limite

mj = lim Pi(f")

existe e w5, 0 < j < M sdo as tinicas solugdes ndo negativas de

T = o e Pri,
M
D ko T = 1.

A existéncia do limite acima significa que para grandes valores de n, a probabilidade de o sistema se encontrar no estado
J € m;, independentemente do estado inicial do sistema. Isso é exatamente o que se espera de um sistema termodinamico
em equilibrio (o que se chama de hipdtese ergddica, na Mecénica Estatistica) 5, 24]. No que se segue, identificaremos
os conceitos apresentados com a teoria da Mecanica Estatistica e o modelo de Ising.

Para determinar o processo de amostragem que buscamos, no entanto, precisamos de um udltimo resultado, conhecido
como Teorema Ergdédico. Alguns conceitos de teoria da medida e integragcdo sao importantes para o entendimento
completo do Teorema. Buscaremos definir algumas ideias de forma simples para entender o significado do Teorema.

Seja X um conjunto ndo vazio, P(X) o conjunto das partes de X, e ¥ C P(X) um conjunto tal que [26]]

I. X ek

Cont.
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2. se A€ X, entdo X\A € 3;
3. se Ay, ..., A, € ¥, entdo, UY | A; € %,

chama-se um espaco mensurdvel a dupla (X, X).

O mapa p: ¥ — I C R satisfazendo [26]

1. u(4) >0, VAeX,;
2. u(0) =0
3. (U 4y) = 3000 u(Ay)
fl chanclza}(cilo uma medida. Em especial, se I = [0, 1], 1 é chamado medida de probabilidade. (X, X, 1) chama-se espaco
e medida.

Por fim, chama-se uma transformagio que preserva medida, T', a aplicacdo [26] T': (X,X) — (X, X) tal que
(T~ (A) = u(4), VAex,

onde T~ € a transformagdo inversa.

Conderando a integral de Lebesgue, podemos enunciar o Teorema Ergddico [26]].

Teorema 2 (Teorema Ergddico): Seja (X, %, i) um espaco de medida, T: (X,¥) — (X, X) uma transformagdo que
preserva a medida e f uma funcdo p—integrdvel, entdo, as seguintes médias sdo iguais:

n—o00 N,

n—1
- 1
Média temporal: f = lim — Z f(Tk(:c)),
k=0

1
Média espacial: {f) = —— / fdu.
1(X)
Nota: T*(x) denota k iteragées da transformagdo T sobre o estado inicial x.

O teorema acima nos diz que a média de uma quantidade f dada pela integral no espago de fase, sobre a medidade de
probabilidade do espaco mensurdvel se iguala a média obtida por meio da amostragem temporal, segundo a transforma-
¢do T, quando o nimero amostral se torna muito grande. Isso nos permite calcular a média no espaco de fase por meio
de um processo dindmico: dado um estado inicial do sistema e uma transformacdo 7', nas condi¢des do teorema, basta
calcular a média aritimética da quantidade desejada, sobre a sequéncia de transformagdes {z, T'(z), T?(z), ..., TM ()},
para M muito grande, como uma estimativa para ().

O que garante que a aplicac@o sucessiva de 7" levard ao resultado correto, é o teorema apresentado, que garante que 7
independa do estado inicial x. Para garantir isso, ¢ importante aplicar 7" diversas vezes ao estado inicial antes de se
fazer a amostragem que serd utilizada para calcular a média temporal.

3.1.1 Aplicacio a sistemas fisicos

Um dos postulados da Mecénica Estatistica é a hipétese ergddica, a qual diz que os sistemas fisicos estatisticos realizam
um movimento ergédico no espago de fases; isto €, microestados de igual energia tem igual probabilidade, a pirori
[S]]. O ensamble microcanonico € derivado dessa hipdtese. Para o trabalho em questdo, voltamos nossa aten¢@o para o
Teorema2]

O Teorema Ergédico nos fornece o procedimento que buscavamos para a determinagdo dos valores esperados: Dada
uma configuragio inicial do sistema, {o} e uma lei de transformac@o 7', o valor esperado de um observavel K é

M—1
1

(K) ~ (K)y = 57 2 K(T'({o}))- (11)

Jj=0
Como dito anteriormente, para garantir a validade do Teoremal I] aplicamos 7" ao estado inicial sucessivas vezes antes

de comecar a amostagem para K. Esse procedimento é conhecido como fermalizacdo, em simulagdes de sistemas
termodindmicos [15]].

Cont.



Page 8 of

4 Método de Monte Carlo e o Algoritmo de Metropolis

O Método de Monte Carlo consiste em realizar cdlculos por meio de amostragem estatistica, fazendo uso de distribui¢cdes
de probabilidades. O algoritmo consiste em sortear, um grande nimero de vezes, estados possiveis do sistema/problem
em questao e determinar as quantidades de interesse de forma estatistica [[14]].

A amostragem de configuragdes necessdrias para a aplicacdo do método de Monte Carlo pode ser realizada pelo
chamado algoritmo de Metropolis. Este algoritmo ¢ uma forma de se obter uma sequéncia markoviana de configuracdes
do sistema a partir da distribui¢@o de probabilidade [14]. No que se segue trataremos primeiramente do algoritmo de
Metropolis e em seguinda do de Monte Carlos.

4.1 O Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis pode ser descrito da seguinte forma [14]: Seja I" = (xo, ..., z¢, ...) uma sequéncia de
configuracdes do sistema,

1. Escolhe-se um estado inicial, , um conjunto de probabilidades de transicdao {W(y — z)}, . e uma lei de
transformacdo 1" para o sistema;

2. Para cada iteragdo ¢:
2.1 Gera-se uma nova configura¢do ' = T'(x4_1);
2.2 Célcula-se a taxa de aceitagdo W (x;—1 — 2');
2.3 Aceita-se ou rejeita-se a adi¢do da configuracdo x; a sequéncia I' de configuragcdes da seguinte maneira:
* Sorteia-se um nimero aleatério r € [0, 1]
x ser < W(xs_1 — '), aceita-se a nova configuracdo x’ fazendo x, = z’
x ser > W(xy_1 — '), rejeita-se a configuragio a’ fazendo x; = x4

A convergéncia e funcionalidade dos algoritmos de Monte Carlo de Metropolis é garantida pela lei dos grandes nimeros

[25]].

4.2 Amplitude de transicao

Para a implementacio do algoritmo de Metropolis descrito acima precisamos determinar uma equagdo para a amplitude
de transicdo e uma lei de transformacao do sistema.

No caso de spins de Ising, a lei de transformagéo é simplesmente flipar o spin em uma posicéo aleatéria; o; — —o;
[15L[14].

A amplitude de transi¢do pode ser obtida da equagdo markoviana mestra [15]],

dfjt(t) B zjj [P (OW (= i) = PA)W (i — j)], 2

juntamente com alguns hipéteses fisicas: invaridncia sob reversdo temporal (equacdo (I4)) e minimizagdo da energia
(equagdo (T6)). Na equagdo (T2)), P;(¢) é a probabilidade de se encontrar a configuragéo x; no tempote W(j — i) éa
amplitude de transi¢do por unidade de tempo de o sistema ir da configuracdo x; para x; | O primeiro termo da equacao
quantifica a taxa na qual o estado x; estd sendo populado, enquanto que o segundo, a taxa de despopulacdo. A Fisica do
problema, como pode ser esperado pelo algoritmo citado acima, estd contida totalmente nos termos W (i — j) [L3].

Em vista do teorema |I]e da distribuicdo de Gibbs, espera-se que
1
Pi(t — OO) — P, = Ee_ﬂE('ti).

Além disso, como esperamos que o sistema seja markoviano e ergédico, W (i — j) > 0 ndo deve depender do tempo e
apenas depender das configuracGes x; € x;, sem depender do que acontece antes da configuragdo x; [15}125].
Com a condi¢@o P;(t — oo) — P;, temos que dP;/dt = 0, o que nos leva a

ZPjW(j — 1) :ZPiW(i%j). (13)

J J

*Utilizamos a notagdo x; = {o;} por conveniéncia.
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Esta condi¢@o ndo é simples de se implementar pela soma sobre todas as configuragdes. Existe, no entanto, uma
hipétese fisica que € uma condicdo suficiente para (13)), que se traduz na equagdo de balango detalhado [15]]:

POW(j — 1) = Pi(t)W (i — ). (14)

A condig¢do acima é uma consequéncia da invaridncia sob reversdo temporal, o que é esperado no equilibrio termodina-
mico e para uma cadeia de Markov [[15} 25]], e automaticamente satisfaz (I3)).

Podemos agora definir a amplitude de transicdo, a qual deve satisfazer

Wi—j) P —B(E;—E;)
ik 15
WG —i) P ¢ ’ (15

onde Ez = E(SCZ) = E({O’l})

Seguindo a ideia de minimizac¢do da energia e maximizagao da entropia, a amplitude de transi¢do é comumente definida
segundo a escolha de Metropolis [15} [14]:

L 1 se (E; < Ey);

Wi —j)=1<" J=

(Z j) {e_ﬁ(Ej_Ei), se (EJ > El)

Note que, pelo algoritmo de Metropolis e pela amplitude de transi¢cao definida acima, pode ocorrer de ser aceita uma

configuracdo que aumenta a energia; isso € necessdrio para contabilizar as flutua¢des térmicas; o papel da entropia na
minimizac¢do da energia livre de Helmholtz.

(16)

4.3 O algoritmo de Monte Carlo

O algoritmo de Monte Carlo, nomeado em referéncia ao famoso cassino de mesmo nome, em Monaco, consiste em
uma amostragem aleatdria, a qual serd feita por meio do algoritmo de Metropolis [235].

O método pode ser sintatizado da seguinte forma [25, [14]]:

1. Escolhe-se um conjunto de quantidades (observaveis fisicos) para de calcular a média;

2. Escolhe-se uma configuragéo inicial aleatdria;

3. Roda-se o algoritmo de Metropolis um grande nimero de vezes para construir a sequéncia de configuracdes
I'=(zo,....,zy);

4. Partindo da configuragéo final, calcula-se as quantidades de interesse { A1 (zy), ..., Ap(xy)}s

5. Repete-se, a partir do passo 2, um nimero M de vezes até um critério de parada determinado;

6. Obtido o conjunto {A;(z¢,), ..., Ai(xs,,) }i—, calculam-se os valores esperados (A;),, aplicando a equacdo

E importante dizer que o cdlculo de uma dada quantidade A; (x ), apds a aplicacdo do algoritmo de Metropolis, pode
ser realizada ajustando-se os valores dos A; ao final da adi¢do de cada configuracdo na sequéncia I' bem como ao final
de todo o passo de Metropolis. A escolha de qual abordagem utilizar depende de qudo custoso é cada uma; em alguns
casos, o cdlculo do observével ao final requer mais passos do que ajustd-lo enquanto I' é gerada, em outros, € o oposto.

4.4 Termalizacdo e critério de parada

Os tinicos pontos restante para a implementacao dos algoritmos sio a etapa de termalizacdo, ja citada anteriormente, € o
critério de parada.

Como ja foi apresentado, a ideia central da simulagdo por meio do método de Monte Carlo é amostrar o conjunto
de microestados que compdem o equilibrio termodindmico. No entanto, o estado inicial, escolhido aleatoriamente,
em geral ndo serd um elemento do ensamble de equilibrio. Portanto, antes de se realizar medi¢des de observaveis
€ necessdrio aplicar um niimero apropriado de transformacdes. Este procedimento é chamado termalizacdo e sua
interpretagdo pode ser vista como o limite no teorema [T| [15] [24].

Um nimero adequado de passos no processo de termalizacido pode ser obtido estudando-se a fungdo de autocorrelagdo
de um obserdvel A definida por [[15} 24]]

Cat) = AOAODy — (AW A0y -

(A4(0)%) 5y = (A(0))a
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onde o argumento ¢ de A é uma medida da separac@o entre pares de separacdo na sequéncia I" e ¢ comumente chamado
de tempo.

Os valores esperados em (I7) podem ser calculados de subsequéncias de I como [24]

1 M'—1
(AOAO) M ~ 35 > Alwjge) Alxy)
=0

M’ —

1
Ay ~ 15 O Al
j=0

O tempo de correlagcdo da quantidade A, 7, é definido como [24] [15]]

= ZCA(t) ou Ca(t) ~ et
>0

Sendo assim, o tempo 7 & o tempo para a correlacdo cair de e~ !.

Determinado o tempo de correlacdo de uma certa quantidade, uma abordagem para determinar um nimero suficiente de
passos de termalizagdo é k - 7, onde k é escolhido para que C'4(kT) ~ e~* é menor do que um erro escolhido.

Um segundo motivo por trds da importincia do tempo de correlag@o € a estimativa do erro das medidas, dada por [24]]

(A2),, — (A3,
M/(2r +1)

(Ay =(A),, £oa (18)

oA =

onde M é o nimero de valores utilizados no calculo das médias.

Um critério de parada para o algoritmo de Monte Carlo pode ser escolhido como quando o4 é menor do que um
determinado limite, determinando um valor para M.

Custo computacional

O estudo de sistemas termodinamicos faz parte da classe de problemas NP-completo [16]. Métodos probabilisticos,
como Monte Carlo, sdo uma abordagem para esses problemas buscando melhores performances, uma vez que nao se
sabe se seria possivel encontrar um método rdpido para trabalhar com problemas de classe NP-completo.

O método descrito anteriormente consiste de M passos para o loop de Monte Carlo e K passos para o loop de Metropolis.
Sendo assim, a complexidade temporal do método é O(M K

O algoritmo de Metropolis requer o armazenamento apenas da configuragio final em I' para o calculo dos observéveis.
Sendo assim, pode ser feito com complexidade espacial (isto é, de armazenamento em memoria) constante. Para cada
um dos n observaveis, o algoritmo de Monte Carlo calcula M valores desses, de modo que ao total a complexidade
espacial é O(nM ]

5 Mapeamento de observaveis quanticos em observaveis classico

Nesta secdo, apresentaremos a técnica do mapeamento cldssico—quantico. Para tal, mostraremos o mapeamento do
observavel <6f &j> e da fungdo de particdo do modelo de Ising quantico unidimensional em grandezas do modelo
classico bidimensional. O procedimento pode ser generalizado de forma direta para outros observaveis de interesse.

Com estes observaveis, seremos capazes de estudar o modelo quantico utilizando o método de Monte Carlo para simular
o modelo classico. Em especial, poderemos estudar alguns funcionais de Bell e a desigualdade de Bell na transi¢ao de
fase do modelo.

A técnica do mapeamento cldssico—quantico tem seu coracao na formula produto de Lie-Trotter:

5 A complexidade temporal nos permite, por exemplo, determinar o tempo necessério para uma simulagio e fazer comparagdes
com outras alternativas.

A complexidade espacial nos permite conhecer o consumo de memdria. Isso se torna importante em grandes simulacdes e
trabalhos com um volume elevado de dados onde pode ocorrer de ndo haver espago total na memdria, as vezes requerindo adaptacdes
na abordagem computacional.
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Teorema 3 Para todo X, Y € M, (C), tem-se [27]

N
XY = lim (e%e%) . (19)
n— o0

O teorema 3| pode ser utilizado para a separagéo de soma de operadores ndo comutantes. Sua importancia e aplicagdo
serd explicitada no que se segue.

Para determinar o valor esperado de um observével A, devemos calcular o seguinte trago:
. 1 -
Ay =— Tr(e_ﬁHA).
A aplica¢do da férmula produto de Lie-Trotter requer que o operador A seja escrito em uma exponencial. Expandindo
em Taylor, pode-se facilmente mostrar que

1 0 s

5 7 — Ae=PH (20)

pn=0
A> ,

de tal forma que

pn=0

pn=0
ou, de forma resumida,
Tr (Aeiﬂﬁ) = —% 9 Tr (e*’B(H*“A))

an 2L

pn=0
Utilizando o teorema 3] podemos separar a exponencial presente na dltima expressdo. Por meio desta separagdo, serd
possivel identificar a relagdo do resultado final com o modelo cléssico.

5.1 Mapeando-se a func¢io de particao

Aplicaremos as ideias apresentadas no comego da secdo para estudar a fun¢do de particdo
Z =Tre FH.

Iniciando escrevendo a Hamiltoniana de Ising na forma
H = Hy + Hy,

com

Hy=-> 6767, Hi=-)) o (22)

Pelo teorema3]

R N . L
e PH = lim {e“sTHle_‘STHU} ; 0t =p3/L.
L—oo

Com isso, o trago da funcdo de parti¢do toma a forma
L N ~
Z = Lli_IEO Z <af, ey O H e OTH1 =0T Ho af,...,af\,>
{o7} =t
Sendo O um operador qualquer, utilizando a relacdo de completeza

T=">" Hoih{o}l,
{oi}
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pOdeOS escrever

5 <{af} ITo {af}> -y <{az} {a;}>;
{07} =1 {07}
= Z Z Z <{Uf,LHOHC’iZ,L—1}><{05L—1}’O|{05L—2}>X
{Uf.L}{UiZ,L—l} {‘71‘2,1}
x ({oi Lo O{oi L s}) - ({ois HO[{oiL}) s
= > T Heissadlooi )| com [{of0}) == 1{oiL})-
{or;} LI=0

Note que o surgimento do segundo indice em {o; ;} é devido a necessidade de distinguir entre as diferentes identidade
inseridas entre os operadores O. O leitor familiarizado com o formalismo de integrais de caminho pode perceber que
este ultimo passo € essencialmente o mesmo que € feito na derivacdo da integral de trajetdria.

OIO0I...010
——

L vezes

Utilizando este resultado, a fungdo de parti¢do pode ser escrita como

L-1

Z = lim E H< o7 ‘e_&gle_&ﬁo
L—o0 { Z’j+1}

for} Lm0

{Uf.,j}>

Como [{o7;}) é a base de auto-estados de 62, a agdo de e 70 sobre essa ¢ trivial:

e | {2 ,}) = 7 Bt |{oF,))

Assim,

z —67H, 757'1310 —§TH,
<{Uz‘,j+1}‘€ € €

Para o termo restante, lembrando que

{Uij}> = ST X <{Uf'

{Uf,j}>

ek&w = ek |I, —|—1><1‘7 +1| + 6716 ‘Ia —1><93, _1| )
com
|ZL‘7—|—1> =

D+ =1 ] 1) = +1) = -1)],

5 5
V2 V2
onde {|+1),|—1)} é a base de 6%, temos que

(055411 |oiz) = € (00 ala, +1) (2, +1|0ag) + e F (o351 |2, =1) (@, 1|03 ) ;
e’ + (0ij41015)e” "
2

Deste resultado, vemos que (o; j11|e*?" |o; ;) é igual a cosh(k) quando o produto dos ¢’s é igual a 1 e sinh(k) quando
o produto € igual a —1. Um forma de reescrever isso € a seguinte:

\/cosh(k) sinh(k)/coth(k), seo; jo; i1 =1,
/cosh(k) sinh(k)+/tanh(k), seo; jo; 41 = —1,

0 que nos permite chegar a forma mais compacta,

YO, 0, j+1
Ae 3%, s

com

A = y/cosh(k)sinh(k), ~ = — In[tanh(k)].

Fazendo uso da dltima representacdo,

N
”> AeYTii%hi+1 = AN ¥ 2im1 04505541

N
<Ui7j+1|e_6TH1|JU H (o J+1‘e
i=1
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onde agora,

A = \/cosh(07)\)sinh(67X), ~ = —In[tanh(d7\)]

Finalmente, juntando os resultados, a funcdo de partigdo fica

L-1
7 = lim HAN 572; 1UzJeZz 194,594,5+1

L—oo

{”f,j} =0
= lim ANE Z exp 5TJZZ Z+1j 'YO'i’jO'i,j+1]

L—oo
} =1 j=1

A comparag@o do resultado acima com a fungéo de particio da Hamiltoniana cldssica (3)),

N, N,
> expd Ba Y D [Ja0ij0it1 + Jyoijoi il ¢,

{5} i=1j=1
sugere fazer a analogia
otJ = BuJz, N = Ny;

'ydTJ:BCngﬁ L:Nya
onde (. denota o inverso da temperatura para o modelo cldssico. Para isso, € necessdrio identificar o segundo indice,
que surgiu como um artificio matematico para a disting@o entre as relacdes de completeza, como o rétulo em uma
dimensdo adicional.
A tinica questio a ser levantada para tal analogia é a presenca do termo AN~ Este termo, no entanto, nio é importante,
pois o mesmo aparece no cdlculo do trago de Tr (Ae‘ﬁH ), de tal modo que se cancela no valor esperado <A> Um
exemplo serd feito para o operador 5757 .
Note que o fator y estd relacionado ao parametro A que mede as flutuagdes quanticas e que este fator € justamente o
que regula a anisotropia do modelo cldssico. Como veremos na subsecdo variar o fator -y causa uma variagcdo na
temperatura critica do modelo cldssico. Fixada uma temperatura, a variagdo do fator - pode levar, eventualmente, a
temperatura critica se igualar a atual temperatura da rede, causando uma transi¢ao de fase. Indiretamente, isso € causado

pela variacdo do pardmetro \. Fica claro, portanto, a afirmacao feita no final da sec¢do[2|de que flutuacdes quanticas sao
mapeadas em flutuagdes térmicas por este procedimento.

5.2 Mapeando-se 5,67

F2 AR

Nesta se¢fo, utilizaremos o resultado da funcdo de particdo para o calculo do valor esperado de 6767 . O procedimento
¢é semelhante ao da sub-subsecdo agora aplicado a equacdo (Z1I)) para o operador 6767 .

Como [{57,}) é um auto-estado de 6767
e—éru&ir}f |{ij}> _ 6_6T/Lﬂk’jal‘j |{0_sz}> ,

o cdlculo de Tr (e‘ﬂ(H_”&E‘}f)) é direto:

L—1
o) oy, 3 [T oo
T or Lo
[£-1 X X
_ LH_IE;O H eOTHOL 59T <{o’f’j+1}‘6_5THle_6TH° {O’f’j}>
{”z'z,j} L7=0

= lim AN Z exp (5T,uZak]Ul i+ 5TJZZ Ti0i;t ’Y(Ti,jai,jﬂ]

L—o0
=1 j=1
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Com isso, lembrando que 7 = /L,

T (5767 7) = Lo Ty (o aU-noiad)

Bou u=0
N L
= L]LH;O AN Z Zamau X exp 57’JZZ 0F 01, T Y0i;Cij+1] )
{Uf,j} J 1 i=1j=1

A2z
de onde encontramos, para (G767),

L N L
Z{g;‘j} {[% Ej:l Uz,jglzg} X eXp{57J dim1 Ej:l [Uf,jafﬂ,j + ’70i7j0i,j+1] }}

(6267) = Tr(&,j&f ﬂﬁ) = lim —
o 2 {0z} exp{5TJ Yit1 i [0708 5 +901504541] }

Tomando-se o limite termodinimico, e identificando as varidveis cldssicas como sugerido no final da subse¢do
podemos escrever o resultado final como

(67.67) = <Nhgloo N, Zcr,wam> , (23)
cl

onde (), significa o valor esperado do modelo de Ising cldssico anisotropico bidimensional (5). Interpretamos a equagio

como a média sobre o ensamble do valor médio do produto dos spins nas colunas k e [, sobre todas as linhas.
Seguindo as ideias apresentadas na se¢@o[2] como o eixo vertical do modelo cldssico é mapeado no eixo temporal do
modelo quético [4], a média sobre as colunas pode ser interpretada como uma média temporal.

Com uma simulagdo computacional da rede classica, o valor esperado do lado direito da equagdo (23)) pode ser calculado,
permitindo-nos estimar (6767).

Note que, como citado ao final da se¢io[2} o termo AN

analogia como o modelo cldssico se faz exata no limite.

se cancela na divisdo com a fungdo de particdo, de modo que a

Comentarios finais

Deste exemplo, fica claro como a técnica do mapeamento cldssico—quético pode ser aplicada. Também vimos a
importancia do teorema de Lie-Trotter durante o procedimento. Um tltimo ponto a se destacar é na passagem

5 <{Uf} I[o {Uf}> = S | TT oty olion,h)
{o7} =t { =0

Para obter a dltima igualdade, utilizamos que a identidade pode ser escrita na forma

L= Hoih{of}l-
{o7}
No entanto, qualquer outra resolucdo da identidade poderia ter sido utilizada. Para o caso onde o operador O dependa
da posicdo e do momento de uma particula, pode-se utilizar, por exemplo

nz/ddx|x><x\; ]I:/(;d)d [p)(p|-

A utilizacao dessas resolugdes da identidade, pelo mesmo procedimento, nos leva a formulag@o da mecanica quantica
por meio de integrais de caminho [28] [17]. Pode-se simular varidveis continuas, com o formalismo de tempo imagindrio
utilizando-se das mesmas técnicas deste trabalho [15)]. Além disso, em Teoria Quéntica de Campos, usualmente estamos
interessados em célcular valores médios da forma

(O|T[¢(w1)...0(x4)]]0) =

B
"m'}

[ 2¢¢(x1)...p(2) €57
Ik .@(bels [¢] '

Definindo-se o termo auxiliar (.J, ¢) por

(J.6) = / a7 (2)d(x),
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pode-se verificar que [29]

5n [ DpeiSe1=it1.0)

T ases—| = I 0T ). bl

Este procedimento é andlogo a introdugdo da variavel p que utilizamos em (21)).

Como pode ser visto, existe uma semelhanca entre valores esperados sobre o estado de vacuo e fungdes de correlacio
na formulagéo de integrais de caminho e médias sobre ensambles em mecanica estatistica. Essa analogia se verifica
quando se trabalha no espago-tempo euclidiano (tempo imagindrio) [29]]. Definindo a funcdo de parti¢ao

Z[J] — /@¢6—3E[¢]_(<}7¢))

onde Sg € a acdo euclidiana e (J, ¢) é definido pela mesma forma funcional de antes, porém integrando sobre o espago
euclidiano.

Identificando
Se(¢] = BH|[],

com H|[¢] sendo o funcional de energia do campo ¢ e 3 o inverso da temperatura, a analogia comega a se mostrar.

Este é um caso especial da equivaléncia entre teoria quantica de campos e mecanica estatistica, baseada na correspon-
déncia [29]

e tH PR e PH .
Operador de translagado temporal Operador densidade

A razdo por trds de tal correspondéncia € ainda um mistério para a Fisica [29].
A forma pratica de se utilizar a analogia é considerar uma teoria de campos em d — 1 dimensdes espaciais a temperatura

B~1. No espaco euclidiano, denotamos = = (x, 7). O campo independente do tempo v»(x) com auto-estados ¢}, pode
ser utilizado para escrever a fungdo de particao na forma [29]

Z=Tre o = / P (ple P y)

Utilizando integrais de caminho, podemos escrever [29]

N B(x,8)=1(x) B
“PHy) = 9 dr [ A 'xH]p(x,7)] ¢,
et = ¢exp{ | ar [ aixlos r)]}

onde H[p(x, 7)] é a densidade Hamiltoniana e 2 um volume em d — 1 dimensdes. A fungéo de parti¢do € entdo dada

por
B
Z:/ D exp / dr/ddflx’l-l[gb(x,r)] .
o(x,8)=¢(x,0) 0 Q

Nos limites 2 — oo e § — 00, obtém-se uma teoria de campos em d dimensdes euclidianas [29]].

Alguns fisicos acreditam que estas ideias sdo muito mais profundas do que simplesmente uma técnica para tratar
problemas, tendo ligagao direta com as propriedades do espago-tempo, apesar de ndo existir estudos experimentais que
corroborem para isso [30].

Cont.
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5.3 Observaveis de interesse

Aplicando a técnica apresenta nesta se¢do, pode-se verificar as seguintes equagdes

N,
iz I &
(67) = ani,k )

Y k=1 cl
N'.’J
<&_z&z,>: L E 0ik0jk
177 N, LREE T, )
Y k=1 cl
Ny
o /1
(67) = Fg OikOik+1 )
Y k=0 cl
1 [ al
~T AT\ i . . .
<0iaj>— N2 EUz,kUz,k-s-l E:Uy,k'aj,k-ﬁ-l J
Y \ k=0 k=0

cl
1 N?/ NU
<AZ Aw> — ) ) .
0;05)= N2 Oik 0j,k034,k+1
Y \ k=0 k=0

Com estes resultados, podemos estudar correlagdes no modelo quantico de Ising e até uma das desigualdades de Bell
por meio do método de Monte Carlo.

cl

Um importante resultado obtido na se¢io|[/|é o da violagdo de uma desigualdade de Bell na transi¢ao de fase. Com isso
em mente, preparou-se a se¢do [ que aborda o tema de forma simplificada.

6 Emaranhamento Quéantico e Desigualdades de Bell

Emaranhamento Quéntico

Sistemas quanticos apresentam comportamentos que nio sdo observados em sistemas classicos. Alguns exemplos sdo
interferéncias entre estados e o tunelamento. Esses fenomenos podem ser observados em sistemas de uma particula.
Para um sistema composto de diversos objetos quanticos, existem algumas correlacdes entre os subsistemas que se
diferem de possiveis correlacdes encontradas em sistemas cldssicos. Tais correlagdes ndo cldssicas parecem, a principio,
levar a paradoxos, como € o caso do famoso trabalho escrito por Einstein, Podolsky e Rosen em 1935 [31]]. Sistemas que
apresentam estas correlagdes ndo cldssicas sdo ditos estarem em um estado emaranhado. Esta secio tem por objetivo
a introdugdo as ideias do emaranhamento quéntico e apresentar a chamada desigualdade de Bell. Estas ideias serdao
utilizadas no estudo do modelo quantico de Ising, onde se observard a violagdo de uma desigualdade de Bell.

Sistemas quanticos compostos sdo sistemas que podem ser separados em subsistemas. Isso ocorre, geralmente, quando
a distancia entre os subsistemas é maior do que a dimensao desses, por exemplo em uma cadeia de fons. o espago de
Hilbert associado a um sistema composto € dado pelo produto tensorial H; ® ... ® H  dos espagos correspondentes
de cada subsistema [32]]. Para apresentar as ideias propostas, consideremos sistemas compostos por apenas dois
subsistemas, descrito pelo espaco Hi ® Ho.

Considere que cada subsistema tenha sido preparado no estado |1);) (i = 1, 2). O estado do sistema composto é entdo

(Ws) = [1h1) @ [2) - (24)

Vamos supor que se possa fazer apenas medidas locais no sistema, tendo acesso a um tinico subsistema por vez. Entio,
ap6s a medida de um operador local A® I, onde A é um operador que age sobre H; e I é a identidade que age sobre Ho,

o estado do primeiro subsistema sera projetado sobre um auto-estado do operador A, enquanto que o estado do segundo
subsistema permanecerd inalterado. Se, em seguida, um observador realizar uma medida local no segundo subsistema, o
resultado serd independente da primeira medida realizada. Portanto, os resultado das medidas nos diferentes subespacos
sao descorrelacionados entre si; sé dependem do estado do subsistema sobre o qual agem.

Estados mais gerais do espago H; ® Ho sdo dados por superposi¢des de estados do tipo (24)), como

_ V1) @ |t2) + |$1) @ [P2)

We) 7 ;
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onde [¢;) 7# [¢i).

Vamos supor que realiza-se uma medida do operador A ® I, com A = 3 ; @i |a;)a;], resultando no valor a;. Supondo
também que (a;|¢1) = 0, o estado do sistema necessariamente colapsard para o estado

|aj) ® |1ha) -

Nesta nova situagdo, o estado do segundo subsistema também foi alterado e a medida de um operador local sobre
o segundo subsistema estd condicionada ao resultado da medida do primeiro subsistema. Para ver isso claramente,

considere o operador B = >, bi |bi)(bi|. Suponha que
o) =D Nilbi): o) =D pylbs)
i€T JjeTJ
com a condi¢do adicional de que
Ing =0 T#0, J#0.

Entio, uma medida do operador T® B sobre o estado |a ;) @ [5) (i.e., logo ap6s a medida de A @ T sobre |¥.)) s6 pode
tomar valores no conjunto {b;: i € Z}, sendo impossivel se obter qualquer valor do conjunto {b;: j € J}. Portanto,
medidas locais passam a afetar o sistema como um todo. Situagdes interessantes surgem quando, por exemplo, os
subsistemas se encontram distantes e nao interagindo diretamente.

Como um caso particular de um estado da forma adotada para |¥.), considere o seguinte estado:
LD 4 -1, 1)
V2 '

Vamos tentar escrever |[®1) como o produto tensorial de dois estados |¢;) € H; = span{|—1),|+1)},i = 1,2. Para
tal, € necessdrio que

@)

(25)

(o |—1) + B+ ® [y |-1) + ¢ [+1)] = |+1,+1>;§|_1, U, 6)

Realizando o produto tensorial, temos
(a]|=1)+ B]+1) @ (v]-1) + €|[+1)) = ay|—1,—1) + ae |1, +1) + By|+1,—1) + Be |+1,+1) .
Para que se faga a igualdade em (26)), é necessario que
ae=0, [By=0.

Se ae = 0, entdo @ = 0 ou e = 0. Mas, se a = 0, entdo oy = 0, logo, o termo |—1,—1) desaparece do produto.
Da mesma forma, se € = 0, B¢ = 0 e ficamos impossibilitados de escrever o termo |+1, +1). Analogamente, o caso
B~ = 0 também leva a uma inconsisténcia.

A conclusd@o € de que ndo existem estados [1)1) € Hy e |[tp2) € Ho tais que [PT) = [¢)1) @ |i2). Isso ocorre
porque a cardinalidade do espago H1 ® Hs € maior do que a do conjunto formado pelos produtos tensoriais de dois
elementos de H; e H». E simples ver que, para estados que nio podem ser escritos na forma [1;) ® |4), podemos
encontrar operadores locais para os quais as ideias apresentadas acima para |U,.) podem ser aplicadas. Portanto, estes
estados apresentam uma correlagdo intrinseca, que € de origem exclusivamente quantica. Define-se, portanto, estados
emaranhados como sendo os estados |¥) € H1 ®...QH y que ndo podem ser escritos na forma |¥) = [11)®...® [¢n),
para |v;) € H; [32].

Desigualdades de Bell

A Mecénica Quantica impde uma visao da natureza diferente do que se encontra na Fisica Cldssica. Na Teoria Quantica,
o valor de um dado observével €, em geral, indeterminado até que se realize uma medida do mesmo; a Mecanica
Quantica apenas nos diz os possiveis resultados de uma medida e suas probabilidades. Esta nova visao nao era aceita
por muitos fisicos na época do desenvolvimento da teoria. Um famoso trabalho que se apresentava em oposicao a essa
vis@o é o chamado artigo EPR [31]], mencionado no inicio da secdo.

A trabalho de EPR propunha um experimento mental no qual os autores acreditavam demonstrar que a Mecanica
Quéntica € uma teoria incompleta da Natureza. O trabalho tem como base a ideia de que qualquer teoria fisica completa
deveria conter o que foi denominado “elementos de realidade”. Uma condi¢do suficiente para que uma dada propriedade
fisica fosse um elemento de realidade seria a possibilidade de se prever com certeza o valor daquela propriedade
imediatamente antes da realiza¢do da medida [16].

Cont.



Page 18 of

Consideremos o estado emaranhado |®™) apresentado acima. Vamos dizer quer os estados |+1) representam os
auto-estados do operador 6% com auto-valor 1. Suponha que os spins estejam a uma grande distancia um do outro. Se
um observador medir o observavel % ® Il obtendo +1, ele podera prever com certeza que a medida de I ® 6% por um
observador junto ao outro spins serd —1. O argumento € similar para o caso onde o resultado da medidade 6 ® I é
—1. Devido ao fato de o primeiro observador poder prever com certeza o resultado da medida do outro observador,
esta propriedade fisica deveria corresponder a um elemento de realidade, segundo o critério EPR [16]. No entanto, a
Mecanica Quantica ndo nos permite dizer do resultado da medida do segundo observador a principio, logo essa deveria
ser uma teoria incompleta, como defendiam os autores do trabalho [16].

30 anos apos o trabalho de EPR, foi proposto um experimento capaz de verificar se o EPR estava certo. O resultado do
experimento se mostrou de acordo com a Mecanica Quantica, invalidando o trabalho de EPR. O ingrediente utilizado
para essa invalidag¢do experimental sdo as chamadas desigualdades de Bell.

As desigualdades de Bell ndo sao resultados da Mecanica Quantica [[16]]. Por isso, o que se segue € uma discussao
utilizando probabilidade cléssica. A fim de evitar confusdes, os valores esperados cléssicos sdo denotados por E(-),
enquanto que os valores esperados quinticos continuam a ser denotados por (-).

Comeg¢amos imaginando o seguinte experimento mental. Duas particulas sdo preparadas por um procedimento que
possa ser reproduzido. As duas particulas sdo separadas e cada uma € entregue a um dos experimentais Alice e Bob.
Vamos supor que Alice possa medir uma de duas propriedades fisicas Pg e Pr € Bob também possa medir uma de
duas propriedades Ps e Pr. Suponha que a medida de cada propriedade resulte em um valor +1 e que ambos os
experimentais nao decidam antecipadamente qual propriedade medir.

Alice e Bob recebem as particulas ao mesmo tempo e decidem aleatoriamente qual das propriedades medir. Ambos
realizam a medi¢do simultaneamente (de forma que os eventos sdo conectados por um intervalo espaco-temporal ndo
causal). Portanto, a medida de um observador ndo pode influenciar a medida do outro.

Sejam @, R, S e T valores para as propriedades Py, Pr, Ps e Pr, da forma como o experimento foi designado, @, R,
S e T sdo variaveis aleatérias. Notando que

QS+ RS+ RT—-QT =(Q+R)S+(R—-Q)T,
ecomo R, Q) = £1, segue que (Q+R)S = 0ou (R—Q)T = 0, o que nos permite ver que QS+ RS+RT—QT = £2.
Sendo p(q,r, s,t) a probabilidade de que, antes da medida ser realizada, o sistema esteja em um estado onde Q) = g,
R=r,5=seT =t,o valor esperado da quantidade QS + RS + RT — QT ¢é
E(QS+ RS+ RT —-QT) = Z (gs +rs+rt—qt)p(g,r,s,t).
q,7,8,t

Mas como (¢s +rs+rt —qt) <2e) ., p(q,7, 1) =1, segue que

E(QS)+E(RS)+E(RT) —E(QT) < 2. (27)

A inequagdo (27) faz parte do conjunto das chamadas desigualdades de Bell, uma vez que a primeira delas foi descoberta
por John Bell.
Alice e Bob podem repetir os experimentos diversas vezes a fim de estudar a validade da desigualdade (27).

Agora, considere que as particulas preparadas e enviadas para Alice e Bob sejam particulas com spins descrito pelo

estado |®T)

_ |+]‘ﬂ +1> + |*1a 71>
V2 '

Novamente, Alice e Bob recebem cada um uma das particulas quanticas. Alice e Bob realizam medidas dos observaveis

@)

(28)

05 + 65
:5_27 S = 2 2,
Q 1 \/5
R=ér, T=_021%

V2

Sobre o estado |®T), podemos calcular os valores esperados de QS, RS, RT e QT e verificar que

1 1 1

<QS>¢,+ = = <RS><1>+ - ﬁa <RT><1>+ = ﬁa

\/57 <QT><I>+ = -

1
ﬁ.
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Portanto,
(QS) g+ + (RS) gy +(RT) gy — (QT) g =2V2 > 2. (29)
(QS) + (RS) + (RT) — (QT) é chamado de um funcional de Bell.

O resultado em (29) contradiz (27). Logo, uma verificagéo experimental ndo pode concordar com ambos. Como jé
mencionado, a Natureza se mostra em acordo com o resultado previsto pela Mecanica Quantica [[16].

Isso significa que pelo menos uma das duas hipéteses feitas para a derivagao da desigualdade de Bell estd errada. As
suposi¢des feitas sdo:

i) As propriedades fisicas Py, Pr, Ps e Pr possuem valores @, R, S e T" que existem independentemente da
medicdo (hipétese de realismo).

ii) As medidas de Alice de alice ndo influenciam a de Bob e vice-versa, uma vez que sio realizadas simultanea-
mente (hipétese de localidade ou causalidade).

Ambas as hipdteses em conjunto sdo conhecidas como realismo local.

O resultado da desigualdade de Bell mostra que pelo menos uma das hipéteses acima nao esta correta; o mundo néo é
localmente realistico [[16].

Para este trabalho, nosso interesse na desigualdade de Bell se apresenta no fato de podermos avalid-la fazendo o uso do
mapeamento classico—quantico. Esse estudo nos permite estudar o emaranhamento do modelo quantico de Ising em
funcdo da temperatura. Como veremos, a desigualdade de Bell passa a ser violada na temperatura de transicio de fase,
para primeiros vizinhos. Para sitios mais afastados, a violagdo ocorre a uma temperatura mais baixa. Em ambos os
casos o valor maximo de 2+/2 é atingido conforme o sistema de aproxima da temperatura zero.

7 Resultados

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos para a simula¢do de uma rede de 100 x 100 spins. Os critérios
de parada foram determinados computacionalmente como um pré-processo antes da simulacao, seguindo as ideias
apresentadas na subsec¢do .4l Os maiores valores de passos para o Monte Carlo foram de 2500, com 300 passos para o
Metropolis. 1000 passos foram utilizados para os estados transientes.

Os resultados apresentandos sdo tais que a constante de acoplamento, J, foi adotada igual a 1 e a temperatura é definida
em unidades para qual a constante de Boltzmann se iguala a 1; a temperatura de transi¢do de fase para o modelo

isotropico € portanto

2
Te=——— ~227,
In(1+ v?2)

nessas unidades.

A rede anisotrdpica foi estudada com mesmo tamanho e com a defini¢ao de unidades tais que
seguindo as ideias da se¢do[5] Adotou-se v = 0, 1 para as simulagdes.

7.1 Observaveis Classicos para o Modelo Isotrépico

O modelo isotrépico pode ser utilizado de forma comparativa, uma vez que se conhece a solugdo exata desse. Isso é
importante para algumas discussdes, como efeitos de rede finita, e a identificacdo de uma temperatura de transigéo,
antes da adaptacao para a rede anisotrdpica. Além disso, argumentaremos posteriormente porque os resultados da rede
isotrépica podem ser extrapolados para o caso anisotrépico.

Um primeiro observivel de interesse é a energia do sistema. A Figura[2]apresenta os resultados obtidos para a energia
média por spin.

Quando a temperatura se aproxima de zero, qualquer excita¢do na rede a deixam “mais quente” do que o ambienteﬂ de
tal modo que flutuagdes tendem a levar a rede para o estado de mais baixa energia. Isso se torna claro retornando a
discussdo sobre a energia de Helmholtz (subsec@o[2.3)). Com isso, a energia por spins esperada é
E J
NN D (oioj =1) = -2] = -2.
(4.9)

"No sentido de tender a doar energia para o exterior.
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Figura 2: Energia média por spin, (F/N), em fung¢do da temperatura para uma rede de 100 x 100 spins (figura da
esquerda) e variando-se o tamanho da rede N x N, para N de 4 até 225 (figura a direita). As unidades de temperatura
foram adotadas tais que o termo de troca J é a unidade de energia e a constante de Boltzmann & a unidade de entropia.

Da Figura 2] vemos que o limite de baixas temperaturas se verifica. Além disso, para temperaturas altas, o termo de
entropia é dominante, de tal modo que as varidveis de spins tendem a varidveis aleatérias independentes, logo

{gigj) ~ (i) (0;) ~ 0= (E/N) ~ 0.

Os resultados da simulag@o parecem se aproximar deste limite, porém, a primeira vista, parece incerto fazer tal afirmagao.
Outra duvida plausivel diz respeito a transi¢éo de fase esperada para 7' = 2, 27.

As questdes levantadas acima podem ser respondidas com um procedimento chamado finite size scalling, que consiste
em estudar o comportamento de um observavel em fun¢do do tamanho da rede [15, 24]. Tal estudo revela uma
divergéncia logaritimica da derivada da energia média por spin e uma aproximagao lenta do valor zero da energia por
spin para temperatura altas [14], explicando os resultados obtidos.

Uma outra forma de se verificar o comportamento esperado é buscar um observavel cuja convergéncia nos casos limites
e na transi¢@o sejam mais rapidos. Esse procedimento pode ser feito com um finite size scalling para tamanhos pequenos
de rede, o que poupa tempo da busca em comparagdo com um procedimento guloso. Dois dos observaveis de maior
interesse e de rdpida convergéncia sdo a magnetizacao resultante, M e a suceptibilidade magnética x, definidos como

oM
— jag . —
M = Z 67 ); Xx= 95"
1
A Figura[3|apresenta a magnetizagdo resultante por spin, juntamente com a solugdo exata, e a suceptibilidade magnética
por spin em fun¢@o da temperatura.
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Figura 3: Figura da esquerda: magnetizacdo absoluta resultante por spin em fungdo da temperatura. Em azul, resultados
obtidos por meio da simulacdo; em vermelho, solugdo exata. Figura da direita: suceptibilidade magnética por spin em
funcdo da temperatura. As unidades de temperatura foram adotadas tais que o termo de troca JJ € a unidade de energia e
a constante de Boltzmann £ a unidade de entropia.

Os resultados encontrados para a magnetizagdo estdo em acordo com a solucdo de Onsager [[11,/10]]. Nota-se que um
pouco acima da temperatura de transi¢dao hd um pequeno desvio da solucdo exata; isso se deve a um efeito chamado de
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desaceleragdo da convergéncia na regido de criticalidade, além dos efeitos de rede finita. A suceptibilidade magnética
também revela a transicdo de fase e sua natureza de segunda ordem [6} 24]].

7.2 Observaveis Quanticos - Modelo Classico Anisotropico
Nesta tltima subsec¢do, chegamos ao objetivo final do trabalho. Antes de apresentar qualquer resultado, discutiremos o
porqué de o modelo anisotrépico poder ser extrapolado do modelo isotrépico.

A dualidade de Kramers-Wannier nos diz que o modelo anisotrépico apresenta uma transicdo de fase para uma
temperatura T, tal que [4} 8}, 9]
sinh(2J/kT.) sinh(2vJ/kT,) = 1.

Disso, pode-se obter o diagrama de fases da Figura 4] [4], que nos diz que, para cada valor de v positivo, existe uma
temperatura critica.

77

T
A

/ Curva critica

Regiao ordenada

Regiao desordenada

Figura 4: Diagrama de fases para o modelo de Ising isotrépico cldssico.

O diagrama de fases da Figurafd]nos diz que o efeito da anisotropia ¢ de deslocar a regido de transi¢do de fase. Sendo
assim, espera-se que os resultados para o modelo anisotrépico sejam equivalentes aos do modelo isotrépico com a
temperatura de transicao deslocada, a menos de pequenas mudangas em alguns valores, como por exemplo, da energia
no limite de baixas temperaturas.

Com as ideias anteriores, espera-se uma transi¢do a uma temperatura mais baixa quando v < 1, condi¢ao necessaria
para o mapeamento do modelo quantico no modelo cldssico (limite L — oo ou d7 — 0; vide [4]). A exemplo, a Figura
[5]apresenta os resultados da magnetizag¢do por spin para simula¢des com y = 0, 1.
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Figura 5: Magnetizacao resultante média por spin em fun¢do da teperatura para a rede isotrépica com J, = vJ e
~ = 0, 1. Na figura da esquerda, o intervalo de temperatura é [0, 5; 5, 0]; na figura da direita é [0, 1; 1, 7]. Nota-se que o
efeito da anisotropia € apenas de deslocar a regido de transicéo, como esperado pela dualidade de Kramers-Wannier.

Na Figura|5|pode-se notar um leve desvio do comportamento da magnetizag@o na regido de criticalidade ndo observada
na Figura[3| Isso ndo € uma simples coincidéncia; quando a temperatura de transi¢do € mais baixa, a adaptagcao do
intervalo de temperaturas para [0, 5; 5, 0] leva a erros numéricos maiores no célculo de e~ AFE/T  Para lidar com tal
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problema, é necessdrio considerar mais repeti¢des do procedimento do Monte Carlo com o Metropolis e no estigio de
termalizagdo, sendo entdo mais custoso. Além disso, um valor de v maior do que 1 € um caso andlogo para quando
~v < 1, tanto pela dualidade do modelo quanto pelo fato de se mapear a direc@o vertical na horizontal. Sendo assim,
escolheu-se trabalhar com o modelo isotrépico, de onde pode-se tirar as conclusdes qualitativas corretas.

Para estudar o modelo quantico, utilizamos os observaveis da subsecdo Com esses, podemos estudar o valor
esperado da medida de spins em uma dada diregdo, por exemplo por, (6¢), as correlagdes (606%) — (67) (6¢), para
a = z,y, z e, em especial, o funcional de Bell em (29) do final da se¢do [6]

Abaixo da temperatura de transigéo de fase, espera-se um alinhamento dos spins. Sendo assim, (57) = +1, a depender
da direcdo de alinhamento dos spinsﬂ Para temperaturas suficientemente altas, os spins t€ém probabilidade igual de se
encontrarem em qualquer estado, logo, (67) = 0, nesse limite. A Figura@ mostra o comportamento descrito acima.
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Figura 6: Valor esperado (67) em fungéo da temperatura, para a rede isotrGpica.

Como o alinhamento dos spins na dire¢do z é independente da posicdo, (67) = <&;”> Uma vez que uma excitagio
acima do estado fundamental € muito instdvel para baixas temperaturas, espera-se que os spins estejam todos alinhados.
Sendo assim, espera-se que (6767,,) = 1. Portanto, a correlagio C(67,67,,) = (6767,1) — (67) (67, ) deve se
anular. Um gréfico de C'(67,67, ;) é apresentado na Figura]]
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Figura 7: Correlagdo C(67,67,,) = (6767,,) — (67) (67,1 ) em fungdo da temperatura.

Da figura acima, pode-se observar uma aumento na correlacdo na transicdo de fase. Esse aumento aparece em outros
tipos de correlagdes como 6%6*, apresentada na Figura 8]

Com estes observaveis, podemos avaliar a desigualdade de Bell para primeiros vizinhos. Como as correlagdes
apresentam um aumento na transi¢ao de fase, a hipdtese de que alguma desigualdade de Bell seja violada na transi¢do
¢ razodvel. Tal violagdo implicaria que a rede se encontra em um estado emaranhado. Na Figura [0} apresentamos o

8Esta direcdo é dada pelo campo magnético aplicado para quebrar a simetria do estado fundamental do modelo e fazer os spins
escolherem uma dire¢do. Ao final, o campo € desligado e é feita a termalizagao.
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Figura 8: Correlagdo C(67,6%,,) = (676%,,) — (67) (67,,) em fun¢do da temperatura.

grafico do funcional de Bell da equag@o (29). Nota-se que a desigualdade de Bell ¢ violada na regido de transi¢do de
fase. Além disso, a desigualdade € violada para toda temperatura abaixo da temperatura critica e tende para o valor

21/2, que é esperado quando os primeiros vizinhos estdo emaranhados no estado
[+1,+1) +[-1,-1)
V2

Este resultado € esperado quando lembramos que o estado fundamental do modelo de Ising é composto por todos os
spins alinhados em uma direcao.
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Figura 9: Funcional de Bell em fun¢do da temperatura. A figura mostra uma violagdo da desigualdade de Bell na
temperatura de transicdo de fase. O valor limite 2/2 ¢ atingido para baixas temperaturas.

Correlacdes de longo alcance

Durante a transicdo de fase, é esperado que a rede desenvolva correlacdes de longo alcance [4]]. Para verificar
isso, podemos avaliar os mesmos observaveis estudado para primeiros vizinhos, nas figuras acima, e verificar se o
comportamento estd em acordo com o esperado. Para as correlagdes C (5%, 6;-"), pode-se observar o comportamento
esperado para quando os sitios ¢ e j estdo afastados; qualitativamente semelhante ao observado para primeiros vizinhos,
na transi¢do de fase e abaixo dessa. A Figura[I0]apresenta as correlagdes 0*0* e 0”c™ para spins afastados.

O resultado mais importante continua sendo a desigualdade de Bell, que também € violada para spins afastados e tende
ao seu valor de saturago no limite de baixas temperaturas, conforme a Figura[ITT]

A saturagdo da desigualdade nos diz que os spins tendem a se encontrar no estado |®T) ~ [+1,+1) + |—1,—1),
quando a temperatura € suficientemente baixa, para quaisquer dois spins da rede. Das propriedades do estado |®™)
discutidas na se¢@o [6] vemos que os spins tendem a se alinharem abaixo da temperatura critica. Esse alinhamento estd
relacionado ao surgimento de ilhas de spins [4] e também € o motivo da presenga de uma magnetizagio resultante nao
nula abaixo da transi¢do.
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Figura 10: Correlacdes o*c* (gréafico a esquerda) e 0”0” (gréafico a direita) para spins afastados na cadeia.
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Figura 11: Funcional de Bell em funcio da temperatura para spins afastados. Nota-se uma violag@o da desigualdade de
Bell um pouco abaixo da temperatura de transicdo. O valor limite 21/2 é atingido para baixas temperaturas.

8 Conclusao

No decorrer do trabalho, as ideias e a técnica do mapeamento cldssico—quantico foram desenvolvidas. Por meio dessas,
pode-se estudar o Modelo de Ising Quantico unidimensional, partindo do modelo cléssico bidimensional, de forma
numérica. Além disso, a técnica do mapeamento nos permite fazer estudos analiticos e obter resultados partindo de um
modelo cuja solucdo exata é conhecida. Essas ideias deram origem ao estudo de sistemas integraveis, bem como o
desenvolvimento de técnicas de simulacdo, como dindmica molecular via integrais de caminho [[15]].

Com o mapeamento de certos observaveis quanticos, foi possivel identificar um aumento na correlacdes durante a
transicao de fase, em especial, para primeiros vizinhos da rede. Abaixo da transi¢do de fase, verifica-se que uma
desigualdade de Bell passa a ser violadas, revelando um estado emaranhado do sistema. Além disso, observou-se a
violacdo da desigualdade e sua saturag@o para sitios mais afastados, verificando o surgimento de correlagdes de longo
alcance. Tais correlagdes, tendem a alinhar os spins, justificando o surgimento de uma magnetizag@o resultante nao nula
abaixo da temperatura de transicdo.

Ao final da se¢do dedicada ao mapeamento classico—quatico, discutiu-se um pouco da relagio entre teoria de campos e
mecanica estatistica, através desta técnica. Isso mostra uma grande riqueza que emergiu desse estudo. A exemplo, na
teoria de Ginsburg-Landau, a fungéo de partigdo é

7 /@(ﬁefﬁH[dﬂ’

para um campo ¢(x) em um volume d dimensional. A energia livre SH [¢] pode ser expandida em poténcias dos
chamados pardmetros de ordem, os quais estdo relacionados a transi¢cdes de fase. Os pontos criticos e diferentes
fases da teoria de Ginsburg-Landau se refletem na teoria de campos associada através do processo de renormalizacao
[29], mostrando quédo profundo e relevante € a correspondéncia entre as duas teorias e a técnica do mapeamento
cldssico—quantico no estudo e entendimento de temas contemporaneos da Fisica.
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Apéndices

A Origem da interacio de troca

Uma primeira tentativa natural para entender o magnetismo em alguns materiais seria a interacio entre dipdlos
magnéticos. Para dois dipdlos p; e p5 separados pelo vetor r;o, a energia de interacado é [33]]
B v B — 3(py - F12)(pg - F12)
3
[r12]

No entanto, o valor maximo desta energia € igual a k7" para a temperatura de 1 K [33]]. Portanto, para fendmenos
magnéticos para temperaturas mais altas, a intera¢do dipolar é desprezivel.

O ordenamento magnético entre spins ocorre devido ao esfor¢co dos elétrons para minimizar a repuls@o coulombiana
entre si, quando se considera a estatistica de Fermi-Dirac [33]]. A interagdo de troca é, na verdade, um modo conveniente
de se considerar o resultado final da repulsdo de Coulomb.

O surgimento da interado de troca é facilmente entendido através do modelo de Heitler-London [34]. Consideremos a
molécula de Hy. A Hamiltoniana completa do sistema é

5 P? e? P3 e? e? e? e? e?

Hy, = |-t - ——=—+2— + + — —
Ha 2m ‘I‘l — Rl‘ 2m ‘1‘2 — RQ‘ |I‘1 — I‘2| |R1 — R2| |I'1 — R2| ‘1‘2 — Rl‘

®]Ispin .

(30)
P; € o operador de momento do elétron ¢, m € a massa do elétron e e € a carga fundamental em médulo. r; denota
a posi¢do do elétron ¢ enquanto que R ; a do nicleo j. Note que a Hamiltoniana acima considera a aproximagao de
Born-Oppenheimer (adotada pelo resto do apéndice).

O termo interno ao primeiro chaves é simplesmente a soma de duas Hamiltonianas do atomo de Hidrogénio. No
segundo chaves, estdo concentrados os termos de interagc@o entre os elétons, entre os nucleos e entre os elétrons de um
atomo com o nucleo de outro atomo. No célculo devido a Heitler e London, o segundo chaves € tratado como uma
perturbagdo para dois 4tomos de Hidrogénio ndo interagentes. A principio, assume-se que a intera¢do entre os spins é
negligenciada, portanto o termo Igyy,.

Para o 4tomo de Hidrogénio, negligenciando o spin, a solugdo do problema de auto-valor H |E) = E |E) é
) ~13,6

Hspalial |n7 l7 m> = E’n |n7 l7 m> 7 E’I’L = TL2 eV7 (31)
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onde )
- P2 e?
Hopatial = — — ———=—.
spatial om ‘rl — Rl‘
e (n,l, m) sdo os nimeros quanticos que determinam o estado quantico (orbital) do elétron.
Para a soma de duas Hamiltonianas do 4tomo de Hidrogénio, a solug¢do geral serd dada pelo espago gerado pela base

{In,l,m) @ |n',I",m")}.

Como a Hamiltoniana total do dtomo de Hidrogénio € Hpaiar @ Ispin, podemos tomar os auto-estados de spin como os
S, 8z).

Como elétrons sdo férmions, sua estatistica impde que o estado quantico total de muitos elétrons deve ser anti-simétrico;
em especial,

auto-estados de S2 e S’Z;

1h1,2) = |spatial; 5) @ [spin; 5);  [1,2) = — [¥2,1) -

No que se segue, utilizamos a conven¢do de que a primeira posicdo de um estado quantico se refere ao elétron rotulado
como 1 enquanto que a segunda posi¢io se refere ao outro elétron. Assim, |A, B) nos diz que o elétron 1 estd no estado
A e o elétron 2 no estado B. Nossa convengdo pode ser entendida pela seguinte equagao:

¢a(r1)¢p(r2) = (r1,r2|A, B) = (r1|4) (r2| B) .

A X Lo\ 2 o N o
Como os estados de spins foram escolhidos auto-estados de S? = (81 + Sg) e S, = 5,1+ 52, pela teoria de
adi¢do de momento angular, temos que

[t —[4) _ -0

L2 - g =0, 5. =0;

: 1), S=1,8=1
[sPiny 2) = 4 110+ u1) (32)

NCRER S=1,85,=0;

I\L\Da S=1,5=-1

O estado com spin total S igual a 0 é chamado singleto enquanto que os estados de spins total 1 sdo chamados de
tripletos. Pela anti-simetria da fun¢do de onda total, o resultado acima nos diz que

) %, se [spin, ) for anti-simétrico;
spatialy o) =) BB o (pin, ) for simétrico; | CHBI 33)
V2-25% 1,2 )

Este resultado estd relacionado com o fato da ligacdo quimica ser covalente, uma vez que os dtomos sdo idénticos.

Com o desenvolvimento feito, conseguimos descrever a Hamiltoniana Hy, a menos do termo entre chaves, o qual
trataremos como uma perturbag¢do sobre o resultado encontrado. Denotando por H’' o termo de perturbagdo dado por

. N N [ e? e? e? €2

HIZV®]I‘; V= —+ — —
o lry —ra]  |Ri—Ra| [|r1—Ra| [r2—Ry]

temos que as correcdes de primeira ordem sao dada por

(34)

EM = (singleto| H'|singleto) e E\") = (tripleto| A’ tripleto) ,

onde diferenciamos os estados quanticos dos elétrons por singleto e tripleto uma vez que 1) Egl) e Egl) independem do
estado de spins e 2) fixado o estado de spins no estado de singleto ou em algum dos tripletos, a parte espacial do estado
quantico € unicamente determinada.

Um célculo direto mostra que

2O _ (AB|V|AB) + (AB|V|BA)
? 1462 ’
By _ (ABIV|AB) — (AB|V|BA)
s 1- 52 ‘

A diferencga de energia para a primeira correcdo é

_ 2S%(AB|V|AB) — 2 (AB|V|BA)

gl = —J.

BBy
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Heitler e London verificaram que J < 0 para o caso do d4tomo de Hélio [34], logo o estado de singleto tem menor
energia e os spins tendem a se alinhar em direcdes opostas, levando a um sistema anti-ferromagnético. Quando J > 0,
a energia dos estados de tripleto é menor, o que leva a um alinhamento ferromagnético pela simetria do estado de spin.

O termo (AB |V|BA> em Eé’lt) ¢é conhecido como termo de troc de onde segue o nome interacdo de troca. Fica
claro que a interagdo de troca emerge do potencial de Coulomb e da estatistica dos elétrons. Portanto, é razodvel nos
perguntarmos porque a interag@o entre os spins € dito surgir da interagdo de troca. Este € o resultado de um trabalho

feito por Dirac e Heisenberg em 1926, que mostrou que o termo de perturbagdo V em pode ser trocado por uma
Hamiltoniana agindo sobre os graus de liberdade de spins 18 [19].
Uma vez que a diferenca de energia entre os estados pode ser associada a configuracdo dos spins, é razoavel poder

escrever a acdo de V' como uma Hamiltoniana agindo sobre os graus de liberdade de spin. Além disso, como a
energia depende apenas se o estado é um singleto ou um dos tripletos, também podemos levantar a hipétese de que a
Hamiltoniana seja independente de .S,. Notando que a energia € invariante quando ambos os spins eletronicos rodam
pela mesma quantidade [33]], vamos upor que

Hlgns = —J81 -8, =~ [87 87 - 83].

E direto verificar que

J
Hgpins |singleto) = 1 |singleto) ;
: . J .
Hpins |tripleto) = 1 |tripleto) .

Portanto, a menos de uma constante, o termo de perturbagdo Vv pode ser trocado pela Hamiltoniana H spins-

A forma de interag@o acima levou ao desenvolvimento do chamado modelo de Heisenberg, o qual assume que para uma
colecdo de ions metdlicos em uma rede, a energia de interac@o entre os spins é dada por

FIHeisenberg = - Z Jijsi ° Sj-
(4,5)

O mecanismo de troca de Heisenberg, como também é conhecido, d4 origem a interacdes de curto alcance entre spins.
O modelo de Ising surge em materiais quando se hd um alinhamento a um eixo cristalino particular, como ocorre na
excitacdes magnéticas mais baixas do isolante LiHoF,, por exemplo [21]]. Uma segunda realiza¢do mais fiél do modelo
de Ising foi obtida em um experimento com um cristal de CoNb,Og. Para esse caso, o spin do tipo Ising reside no
fon Co™ T, alinhado paralelamente ou anti-paralelamente a um eixo cristalino, por meio do acoplamento spin—orbita.
Neste dltimo material, as interagdes sdo essencialmente entre primeiros vizinhos e surgem por meio do mecanismo de
troca de Heisenberg, com a escala de energia sendo determinada pela interacio de Coulomb. A temperatura T’ = 0, as
interacdes entre os spins do fon Co™™ os fazem alinhar em uma mesma diregdo. A aplicacio de um campo magnético a
direcdo transversa ao eixo de alinhamento induz um tunelamento entre os dois estados de orientag@o para cada spin. Em
tal situacdo, este spins € descrito pela Hamiltoniana do modelo quantico de Ising [21].
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