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O formalismo da integral de caminho é introduzido, bem como sua motivagdo, na mecanica
quantica. E discutida a forma como as fontes alteram a amplitude no viacuo para que se estude o

campo escalar no caso livre e no caso com interacio (teoria ¢?).

Sao apresentados os diagramas

de Feynman nos espagos de posi¢do e momento, bem como as equagoes que representam, contendo

seus propagadores, fontes e interagoes.

I. INTRODUCAO

A Mecanica Quantica é uma teoria que se comporta
de maneira incompativel com a Mecanica Classica em
escalas microscopicas. O Principio da Incerteza de Hein-
senberg,

AEAt > g (1)

nos diz que a energia pode oscilar de maneira aleatoria
temporariamente (flutuagdo quantica), ja a Relatividade
Restrita de Einstein afirma que “a massa de um corpo é
uma medida de seu conteido de energia” [1],
E=myqc® = &202, (2)
-5
onde a massa relativistica m,; relaciona a massa de re-
pouso mg com a velocidade da particula v e a velocidade
da luz c através fator de Lorentz. Com ambas as teo-
rias, podemos chegar a conclusao de que as flutuagoes
quanticas de energia podem se converter em massa, orig-
inando novas particulas que nao estavam presentes.

A Teoria Quantica de Campos (TQC) é utilizada para
combinar a Mecéanica Quantica e a Relatividade Restrita
através de uma estrutura que utilize campos para tanto,
uma vez que esse formalismo colabora para a preservacao
da causalidade, onde os mesmos atuariam como inter-
medidrios entre as interacoes. A mecéanica Lagrangiana,
que é utilizada na Teoria Clédssica de Campos, também
aponta uma percep¢ao mais profunda do sistema, explo-
rando suas simetrias e conservagoes. Dentre suas ferra-
mentas, a TQC utiliza das integrais de caminho de Feyn-
man para construir seus diagramas, que representam as
séries perturbativas. O formalismo das integrais de cam-
inho foi desenvolvido pelo fisico tedrico Richard Phillips
Feynman em 1948|2], que também publicou seu primeiro
diagrama em 1949 na Physical Review|3].

A integral de caminho surge da contabilizacao de to-
dos os caminhos possiveis que uma particula pode per-
correr. Pode-se tomar como inspiragao o experimento
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FIG. 1. Uma particula emitida da fonte S num tempo t = 0
passa por uma das duas fendas, A; ou Az, de uma tela e é
detectada num tempo ¢t = T por um detector localizado no
ponto O (imagem extraida de [1]).
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FIG. 2. O mesmo caso apresentado na figura 1, porém com
mais telas e mais fendas (imagem extraida de [4]).

da fenda dupla, onde uma particula é emitida de uma
fonte e deve chegar ao detector passando pelas fendas de
uma tela. A amplitude de deteccao é dada pelo principio
da superposigao, que se segue somando a amplitude de
propagacao da particula por cada fenda e chegando no
ponto destinado. O mesmo acontece para um nimero
maior de fendas. Aumentando este niimero, ao se tomar
o limite onde se tende para infinito, a amplitude sera a
soma de todos os infinitos caminhos possiveis.
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FIG. 3. Assim como nas figuras 1 e 2, uma particula sai da
fonte S e deve ser detectada no ponto O, porém desta vez
a quantidade de telas e fendas é aumentada de forma que se
possa calcular todos os caminhos possiveis entre a fonte e o
detector (imagem extraida de [4]).

A integral de caminho é uma forma bem prética de
se chegar nos diagramas de Feynman. Estes, por sua
vez, sao utilizados para representar graficamente as ex-
pressoes matematicas, que descrevem o comportamento
e as interagOes dessas particulas. Ao compactar essa
algebra, os diagramas facilitam a leitura e identificagao
dos processos que ocorrem ao se analisar as particulas em
questao.

II. INTEGRAL FUNCIONAL

A Mecanica Quantica tem como objeto de estudo os
operadores que agem nos autoestados de um sistema.
Para se calcular a amplitude de probabilidade de uma
particula que estd inicialmente na posicao x num tempo
t e depois na posi¢do =’ no tempo t' = t + §t tem-se a
seguinte expressao (na notacao de Dirac):

(@t + 6t|z,t) = (2, tle” Rz, 1), (3)

sendo H o operador hamiltoniano'.
consigo mesmo, pode-se escrever

Como H comuta

H(Q.P) = M H(Q. Py
_ ﬁ(em@e_mt, emtpe_mt) (4)
= H(Q(1), P(1)),

onde Q(t) e P(t) sao os operadores de posi¢ao e momento,
respectivamente. Segue que

(2, t|e*m@(t)"§(t))5t 2. 1)

= /dp(x’,t|e_m(Q(t)’P(t))6t|pat><p7t|x,t>

1 A notacio que se segue no decorrer do texto estd sendo feita em
unidades naturais. Portanto, o esperado & dividindo o expoente
nao aparece na equagio (3), uma vez que i = 1 nesse sistema de
unidades.

Nota-se da tltima equagdo que [z,t) e |p,t) sdo au-

toestados dos operadores Q(t) e P(t), respectivamente.
Portanto,

ﬂ-l((f,)(t),15(15))&‘p7 t) = efm(w/,p)gt@/’ﬂp’ ) (6)

Isso implica que a equagao (3) se torna

(2’ tle”

('t + 6t|m, t) = /dp e‘iﬁ(f/”’)‘st(x’,t\p, t)(p, tlz,t)

/ dp z6t[
27T

~ djei LI (pi—H)dt
2

:/dp th+6t£dt
2m

7= —H(z',p)]

(7)

onde L é a Lagrangiana do sistema. Com o resultado
obtido, pode-se calcular a mesma amplitude para um
tempo finito, definido por At = ¢/ —¢t. O intervalo At
sera dividido por N partes iguais, sendo N um ndmero
relativamente grande. Dessa forma,

At
ot == 8)

Também serd inserido N vezes a identidade
1= [ dayfe.t) ot (9)

para t; =t + jét. Desta forma, tem-se

N

@tz ) :/ [T desta! s #lons tn) (@ tnlon—1ty1)
j=1

...<IL’2,t2|l’1,t1><l'1,t1|$,t>

N N
=/ I d [ [ tea |z ta),
j=1  1=0

(10)
onde
Ty =T, tO = ta
tyt1 =2, tyy =1, (11)
tl+1 = tl + (St

Utilizando a equagdo (7) teremos a expressiao

<£E t,|$ t) /HdIJHdpl iSN  st [T, H(zir1,p)]
27
Jj=

(12)

Tomando o limite do continuo, onde N — oo e definindo

D,D, = lim T, da, TIY., 22, o somatério se
ztp = N—oo llj=1%j 11l1=0 27>

tornard uma integral. Assim, a integral tomara a forma

('t |z, t) = /DmDpeiff dt(ap=H), (13)

Cont.
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A equagao (13) é a chamada integral de caminho, pois
inclui todos os caminhos que a particula pode tomar
levando em conta seus pontos extremos {xz(t),p(t)}.
Pode-se escrever essa mesma equagao em termos do fun-
cional a¢do:

Slat). plt)] = / dti(Dp(t) — Hx(t) p(t)].  (14)
Logo,

('t @, t) = / D, D, S®-rM], (15)
Ao se introduzir o fator /& dividindo o expoente, encontra-
se o limite cldssico. Conforme S varia, a exponencial
oscila rapidamente, o que implica no cancelamento entre
caminhos proximos. Porém isso nao acontece em torno de
um caminho estaciondrio Z(t), p(t), onde dS[Z(¢), p(t)] =
0. Esses caminhos sao justamente a solugao das equagoes
de Hamilton cléssicas.

III. INTEGRAL DE CAMINHO NA PRESENCA
DE OPERADORES

Pode-se generalizar este formalismo para calcular
a amplitude de probabilidade inserindo um operador
O(Q(ta), P(ta)), onde t, =t + adt e t, € [t,t']:

(@', ¢10(Q(ta), P(ta))|z,t) =
N
= / H da:j <.13,, t/|.23N, tN><a:N, tN\xN_h tN_1>...

j=1
larts tasn) @ar 1 st |O(Qta), P(ta)) 20, ta) (Tas tal -
...<1‘1, t1|1', t>
(16)

Inserindo a identidade (9) e aplicando o exponencial no-
vamente, a equacao (16) se torna

(@, t'10(Q(t ) Pta))la, t)
/de] dpl ZZN 6t[‘nl+1 ll
j=1 1=0

(17)
0 que no limite do continuo (N — oo) toma a forma

(@', ¢0(Q(ta) P(ta))|, 1)

/D D,0(x
(18)

O mesmo acontece quando se calcula essa amplitude com
mais de um operador:

(@' V| TO1(ta),Oz(t2)|z, 1)
— /'Dw’Dp(’)l(ta)Og(tb)eifd:c(IJa'c—H)7
(19)

) ( ))eifdm(pa‘c—'}-[)'

(Il+1,pz)}(’)(za,pa)v

onde t, > t,. Esse resultado se estende para N oper-
adores quando estao ordenados no tempo. Para tanto,
faz-se uso do chamado operador de ordenag¢ao temporal

T, definido como

A(z)B(y)
B(y)A(x)

onde 7, e T, sao as coordenadas de tempo escalares in-
variantes das posigoes x e y.

Generalizando mais ainda, pode-se modificar a La-
grangiana do sistema incluindo forgas externas, ou seja,
contribuicoes inomogéneas as equagoes de movimento,
agindo sobre a particula, de forma que o Hamiltoniano
serd

S€ Ty > Ty,

T{A(@)B(y)} := { (20)

se Ty < Ty,

H(q,p) — H(g,p) — f(t)q(t) — h(t)p(t).

Dessa forma, a amplitude na presenca dessas fontes ex-
ternas é definida como

(21)

(22)
— /Dquei[S+fdt(fQ+hp)]

Outra relacdo interessante é sobre as derivadas funcionais
aplicadas na amplitude:

1 6 |
i 0f(t1) @, sy = /Dquq(t1)eZ[S+f dt(fq+hp)]
(23)

Isso segue da mesma forma para n derivadas funcionais.
Agora, ao se tomar f,h — 0 apds a derivacdo, uma ex-
pressao familiar serd obtida:

L0 1 0 ety _
i0f(t) i of(ty) T e T
D, Dyt )alta)e’ 29

= <‘T,7 t/WLQAl (tl)a QQ(tQ)Lra t>

Ao analisarmos a equagao (24) vemos que a variagao da
amplitude de propagacao com fontes externas desligadas
é proporcional a mesma amplitude sem essas fontes, mas
com atuacao de observaveis, representados pelos oper-
adores. Esses mesmos observaveis estao também rela-
cionados com as fungoes que sao derivadas no calculo da
variagao (e que representam as fontes externas).

O mesmo ¢é valido para um operador arbitrario

O(Q(t), P(t)) ao se introduzir uma fonte apropriada .J(t):

(@' tlat)s = [ DDt Hi-HrIO0] - (25)
Portanto,
1 9
t'|z,t =
_ / D,D,0(t, (26)

= (/,¢'|0(Q1(tr), P1(t1)) 2, 1).

Cont.
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IV. AMPLITUDE NO VACUO

As amplitudes entre estados de vacuo sao expressoes
que se espera encontrar em TQC. O préximo passo a
se tomar seria introduzir esses estados aos resultados ja
encontrados. Calculando a amplitude de probabilidade
para o estado do vécuo (|E) = |0)), temos

(0[0) = /d:vdx’<0|x’,t')(m’,t’|az,t>(x,t|0>

- / dda'po ()0 (') @’ |z, ) 27)

:17

onde 9g(z) é a funcdo de onda da posigao x no estado
fundamental e ¢(x) seu complexo conjugado. Dessa
equacao nota-se que, se o estado se encontra inicialmente
no vacuo, ele permanecerd no vacuo. O mesmo nao pode
ser dito de um sistema com fontes, ou seja,

(0[0) ;.0 = / darda o ()68 () !, ), ) 1
21,

Analisemos a seguinte situagdo: vamos supor que duas
fontes, f(t) e h(t), estdo ativas num intervalo de tempo
que vai desde t, até t,. Fora desse intervalo, as fontes sao
nulas, f(t) = h(t) = 0. Entao para calcular a amplitude
na presenca dessas fontes teremos a seguinte expressao:

(28)

(@ ], t) o = / dadd (&', ¢1q' 1) (1), ta) 1. (4 a2, ).

(29)
Pode-se reescrever os primeiro e terceiro termos da
equagao (29) (cujas fontes estdo desligadas) de modo a
obter a seguinte expressao para a amplitude:

(@t typn =Y e Ve Pon (@) pm () (B |E) fa,
E,E’

(30)
onde pp/(x') = (/|E') e pk(x) = (E|z). A fim de sele-
cionar apenas os estados do vécuo, faz-se a substitui¢ao
H — (1 — ie)H, com e infinitesimal e positivo. Assim,
cada estado senao o estado fundamental serd multipli-

cado por um fator exponencial que o anula. Teremos
entao, tomando o limite ' — co e t — —o0
T (a0 = @000 a (31)
oo
t——o0

Dessa forma, pode-se encontrar a expressao para a am-
plitude do vacuo na presenga de fontes:

<JZ/, t’|x, t>f7h

0[0 = lim ————
OO0 = 8 G Wty

t' — o0
t——o0

(32)

onde o denominador dessa equacao se encontra ao cal-
cular a amplitude sem fontes para o mesmo limite

(lim o0 (2, 8], 1) = @5 ()0 (27)(010) = 5 (x)po(2"))-

t——o0
Pode-se reescrever a equagdo (32) adicionando uma
constante de normalizagdo N (essa constante deve ser
definida postulando-se <0‘0>f7h|f,h:0 = 1, uma vez que o
estado fundamental deve ser estavel na auséncia de per-
turbagoes) [5]

0[0) s =N / D, Dyt / Hp=Htfathp) (33)

Portanto, ao compararmos este resultado com a equagao
(13), notamos termos a mais, termos esses relacionados
a4 normalizagao (como a constante N') e a fontes. Dessa
maneira, a Integral de Caminho ganha uma forma mais
geral, uma vez que pode-se reduzir a equacao (33) de
volta a equagdo (13) aplicando as condigOes necessérias,
ou seja, auséncia de fontes externas.

V. TEORIA DE PERTURBAQAO

Utilizamos da Teoria de Perturbacao em Mecanica
Quaéantica para estudar sistemas mais complexos em ter-
mos de sistemas mais simples, adicionando, por exem-
plo, termos perturbativos, que representam pequenas al-
teragoes as expressoes. Podemos adicionar uma per-
turbacao no sistema alterando o Hamiltoniano para H —
Ho + Hy, onde Hg é o termo padrao do Hamiltoniano e
H; o termo perturbativo. Reescrevendo a equagao (33)
para este novo Hamiltoniano, teremos:

(0[0) ¢, = N/szpefif dtH i (2,p) i [ dt(Ep—Ho+fa+hp)

(34)
Ao realizarmos a substituicao
1 9
z(t) = = ——,
R0 -
P i 5h(t)’

a primeira exponencial da equacao (34) se torna depen-
dente das derivadas funcionais em relagao a f(t) e h(t).
Portanto, H; nao depende mais de x ou p. Isso nos pos-
sibilita retirarmos este termo da integral funcional:

(0[0Y .1 :Ne—ifdmz(%gf‘iw%ah‘it)) /szpeifdt(ip—ﬂo+fq+hp)

— Ne—iS i (b sfm et <0|0>5’0’)l’
(36)

onde o termo <O|O>F§f?,)I representa a amplitude na auséncia
o

de perturbacao. demos analisar ainda outro aspecto
desta equacao, calculando suas derivadas funcionais da

Cont.
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seguinte forma:
1 4 1 46 1 )
i 0f(t1) i 0f(tn) i Oh(tns1)

1 6
"?mm'mﬁh’m% =

:N/Dxme(tl)...a:(tn)p(tn+1)...
...p(tm)ei J25 dt(ep=H)

Dessa forma, aplicando os limites e relagoes que foram
utilizados para a equagdo (33), teremos a seguinte ex-
pressao para a amplitude com m operadores em m tem-
pos diferentes e ordenados:

(O[T Q(t1)-Q(tn) P(tnt1)- P(tm)[0)
1 6 1 5 1 5 14
z&f(tl) Tiaf(t )25h( nit) i

(37)

(38)

Este resultado ja se assemelha com as expressoes encon-
tradas na TQC, que sdo valores esperados do vacuo do
produto temporalmente ordenado de operadores de cam-
pos.

VI. INTEGRAL DE CAMINHO NO
OSCILADOR HARMONICO

Agora aplicaremos os resultados encontrados anterior-
mente para o caso do oscilador harmoénico, cuja hamilto-
niana é

H(Q> P) =

1 - 1 A
%PQ + fmw2 QZ. (39)

2
Faremos a mesma substituicao ja utilizada para o Hamil-
toniano, H — (1 — ie)H, para calcular a amplitude do
vacuo na presenca de uma fonte f:

(0]0) :N’/qupeifdtMp—(l—ie)”HJrfq]. (40)
Notando que ao se multiplicar H por (1—ie) é equivalente
am — (1 +ie)m e w — (1 — ie)w, reescreve-se essa
amplitude como

(0]0) N/D i f A HiOmi (1 —iyma? ¢+ f)

:N/quijdt[§ 1+ie)q 75(177;6)0.)2(]24*]“(]]’
(41)
onde na segunda linha foi utilizada, por simplicidade,
uma unidade tal que a massa tenha valor m = 1. A

integral funcional em D, foi absorvida na constante N.
Utilizando a Transformada de Fourier,

+oo
iE) = [ )
o (42)

4B g
o) = [ Gre )

Sh(tm) (010) 4] o

encontra-se a seguinte expressao para o expoente:

/dt B(l +i€)¢® — %(1 —ie)w?q® + fq]

dE\ (dE' » /
Y=\ —i(E-E')t
= [ () ()

x % K — (14 i€ )EE — (1 — ie)w2>§(E)6(E’)+
+ () + fenam) |}
(13)

A integral em ¢ fornece o fator 2md(E + E’). Portanto,
E’ = —FE. O polinémio entre parénteses na terceira linha
da equagao (43) serd reescrito da seguinte forma:

(1+i€)E? — (1 —ie)w? = E? —w? +i(E? + w?)e

44

= FE?% — w? + e, (44)
onde o termo (E? + w?)e foi absorvido numa nova con-
stante infinitesimal e renomeado de e. Outro passo
tomado foi a mudanga de coordenadas:

f(E)

AB) =B+ A g = e

(45)
com A sendo uma constante. Desta forma, a integral
funcional também mudara, D, — D,.

Ao se substituir a equacdo (45) em (43) e atribuirmos
A = —1, teremos como expoente:

f(B)](-E)

~ 2 2 N~

(46)

onde os termos de fonte f(E) foram desacoplados dos ter-
mos de posi¢ao Z(F). Inserindo este resultado no célculo
da amplitude do vacuo, encontra-se a expressao:

j dE f(B)f(—E)
<0|0> —e -3/ 37 E2—w2tie

(47)
— 65 fdtdt’f(t)G(t—t’)f(t/)7

onde G(t — t') é uma fungéo de Green, que satisfaz

0 /
(@ +w )G(t —t
+oo —iE(t—t")

S

)=46(t—1"),

(48)
oo 27 —E? 4+ w2 — e’

com ¢ infinitesimal. Podemos agora reescrever a ampli-
tude para os estados do vacuo inicial e final para dois
operadores em termos das fungoes de Green da seguinte
forma:

(0|7 Q(t1)Q(t2)[0) = %5 ((Stl) igf((stz) <0‘0>f’f:0
= [%G(tz —t) + O(f)} <0|0>f‘f:0
_ %G(tQ —h).
(49)
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Todos os termos englobados em O(f) se anulam pois, reescrevemos a expressao integrada na exponencial da
devido as derivadas funcionais, aparecerd o termo f os equagao (53) da seguinte forma:

multiplicando. Uma vez que f = 0, todos esses termos

somem. Para um ntimero fmpar de operadores Q(t), sem- /d4x[8"¢>8ﬂ¢ — (m? —i€)¢? + 2J 9]

pre haverd um prefator f(t), o que resulta em zero. Caso g

o numero de operadores seja par, entao haverao produ- - (/12 2, NTINT TN

tos de fungbes de Green relativas a cada tempo ¢, que é N / (2m)4 (k —m” +iQ)p(k)o(—k) + J(k)(—k)+
dependéncia desses operadores. Mais genericamente, ~ ~

+ T-R)I)

- 4 . 1 o [ o =
O Q) Q)0 = 5 3 Glt 1) Gl 1 bn) = [ oy |02 = w2 i) - 3
(50) ) (55)

[6]. Este resultado relaciona os operadores da amplitude

~ . . 7’ . 1 1 Y Py 55
com as funcdes de Green. Seu significado serd mais abor- ~ onde na tltima expressao da equagao (55) mudamos as

dado nas préximas secoes. variaveis da integragao de caminho, de forma que (E(k’) —
qg(k:) - #@HG[ ]. Utilizando a Transformada Inversa

de Fourier para o ultimo termo obteremos:

'k J(k)J(=k) / d*k
2m)4 k2 —m2 +ie | (2m)
eik(a:_y)

X e
k2 —m?2 + ie

VII. INTEGRAL DE CAMINHO PARA TEORIA / ( 4d4xd4yJ(x)J(y)><

DE CAMPOS: CASO DO CAMPO LIVRE

Consideremos uma teoria que envolve o campo escalar

¢, cuja Lagrangiana £ é definida como = /d4xd4yAF(x —y)J(z)J (y),
1 1 (56)
_ 2 M — Zm24? —
L= 28 PO 2m 9" = V(9), (51) onde definimos o propagador de Feynman
d4k eik(w—y)
onde m é a massa da particula e V(¢) o potencial depen- Ap(r—y) = / CO k2 —m2 +ic (57)
dente do campo. Definimos agora a funcional geradora
do vécuo como Esse propagador ¢ a funcao de Green para a equacdo de
Klein-Gordon?:
WI[J] = N/Dgzbe“%a“wm—%m2¢2—v(¢)+J¢>7 (52) (Ox +m?)Ap(z —y) = =6(z — y), (58)
com 0 = 92 — V? sendo o operador d’alembertiano,
. : _ também representado em unidades naturais, e [J, sig-
onde (..) = [d'z..., e que na notacao usada anterior- nifica que suas derivadas agem sobre a componente X.
mente se traduz como W[J] = <O‘0>{ ) ssendo que J rep- Utilizando agora este propagador, podemos reescrever a
resenta a fonte externa.. Para a jceorla livre (V(¢) = 0) integral de caminho para o campo livre de potencial com
temos a integral de caminho escrita como termos mais interessantes para a construcao dos diagra-

mas de Feynman:

(53)

(59)
:N/D¢e%<8“¢8M¢_(m2_i€)¢2+2¢]¢>’ % e—%<Awl,w2JgElsz)xlyw27

onde, para compactar as expressoes, foi utilizada a
definigao

onde foi adicionado um termo e~7¢(¢*) para garantir a ¢

cs)nv«/argéncia d.e Wo, que é uma funcional.do tipo 0s- T A A - /d4$1d4$2AF(SL’1—3’J2)J(ZE1)J(.%'Q).
cilatorio. Inserindo a Transformada de Fourier quadridi-

mensional (60)
d*k
— ikx
¢(I) - / (27‘(‘)4 € d)( )7 2 A equagdo de Klein-Gordon é a versdo relativistica da equagio
(54) de onda, sendo a quantizagio da relagio energia-momento (E? =
d*k ke T p? +m(2)). Esta é a equacao de movimento para um campo escalar
J(x) = (271_)4 € J(k)7 ou pseudo-escalar quantico que descreve particulas sem spin.
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Ao impormos Wy[0] = 1, teremos o valor de N definido
como

—1
N = (/D(be;{6“¢'a“¢—(m2—i€)¢2>> . (61)

Portanto, teremos

WO[J] = e_%<A®1>w2 Jog Jwy)ay o (62)
Encontramos entao a expressao para a integral de cam-
inho para o campo livre em termos do propagador de
Feynman. A partir da funcional do vdcuo W[.J] é possivel
calcular as fungoes de Green da teoria, ou seja, os val-
ores esperados para o vacuo do produto dos operadores
de campo temporalmente ordenados. A fungao de Green
de n-pontos é definida por

GO (1, o) = O1T (da1)b(aa))[0).  (63)
Ao observarmos a equagao (38) podemos reescrever
a funcao de Green para os n-pontos em termos das

derivadas funcionais, além de utilizarmos a funcional
WIJ]:

o (1wl
GO (ﬂfl,n-,xn)* <Z> WO(S,](.Z‘”)

onde o subscrito 0 foi utilizado por se tratar de uma teo-
ria livre de perturbacgoes. Escrevendo agora a funcao de
Green para dois pontos encontramos o seguinte resultado:

, (64)
J—0

1 SWolJ]

= iAF(l‘l — .TQ).

G (w1, 20) = (

(65)

J—=0

Analogamente para 4 pontos (lembrando que para um
nimero fmpar de pontos o resultado obtido é zero),

W 1) SWolJ]
Go (1,2, 75, 24) = <z> 57 (@1)0T (@2)0] ()0 (wn) |
= —[Ap(z1 — 22)Ap(xs — 24)+
+ Ap(z1 — 23)Ap(r2 — 24)+
+ AF(JJl — $4)AF(JZ2 — .1‘3)]
(66)

Podemos reescrever as equagoes (65) e (66) de maneira
grafica, onde cada propagador de Feynman é represen-
tado por uma linha, cujos pontos iniciais e finais sao
os pontos aos quais o propagador se aplica. Assim sao
construidos os diagramas de Feynman, apresentados nas
figuras (4) e (5). A equagdo (66) é similar a equagao
(50), que poderia, portanto, ser expressa graficamente
pelo mesmo diagrama (5) (os diferentes pontos correspon-
deriam a diferentes tempos t’s, enquanto que na teoria

2
GC(J )(331)3:2) = 1 =z

FIG. 4. Equagao (65) na representacao dos diagramas de
Feynman no espago de posigdo. (imagem extraida de [5]).

T2 Ty
+ ><
T4 x

FIG. 5. Equagao (66) na representagao dos diagramas de
Feynman no espago de posigao. (imagem extraida de [5]).

x1

T2

+

T4

T2

Gé4)($1,1172,$3,$4) mll

3

z3 T4

relativistica, o que estaria presente sao as coordenadas
espago-temporais.).

Outro aspecto a se observar das funcoes de Green se
trata de sua forma no espago de momento. Utilizaremos
o caso de 2 pontos:

G (w—y) =iAp(z —y)
. d4]€ ez’k(ac—y) (67)
B l/ (2m)4 k2 — m2 + ie’

Ao aplicarmos a Transformada de Fourier na funcgao

- =2 .
obteremos uma nova expressao, Gg ), definida como:

é(()z)(kl, ko) = /d4xd4ye*iklme*ik2yG82) (x—y)

/ d*k
=1

(2m)*
= (27T)454(k1 + k’2)

ei(kfkl)xefi(kfkg)y
k2 —m2 + e
)
k¥ —m? + ie

= (2m) 0% (k1 + k)G (),

d*zdy

(68)
onde
1

GO (k) = 5—s—.
o (k1) k? —m? +ie

(69)

Da mesma forma, pode-se escrever a nova funcao de
Green no espago de momento para o caso de 4 pontos:

G$Y (kr, ko, ks, k) = — [(27) 6% (k1 + ko) (2m) 8% (s + ka)
y 1 1
k3 —m? +ie k3 —m? + ie

+ permut.] ,
(70)

onde mais 3 termos das permutagoes estariam presentes
na equacgao (70) e seguindo a mesma forma do primeiro
ja apresentado.

A funcio G, assim como todas as G com n >
2, na teoria livre é desconectada. Esse tipo de fungao
representa, fisicamente, um espalhamento em que nao
hé interacdo entre as particulas. Essa falta de interagao
implica que para campos livres as fungoes de Green de

Cont.
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ordens superiores serao redundantes, ja que sao dadas
apenas por combinagoes de GEJQ).

A fim de se eliminar essas contribuicoes triviais deste
tipo, introduz-se o funcional gerador das funcées de
Green conectadas:

ZolJ] = —iln WolJ], (71)

onde o subscrito 0 faz referéncia a teoria livre. Este fun-
cional é usado para se definir um novo tipo de fungoes de
Green, as func¢oes de Green conectadas:

I\l 5Z]
Tn) = (Z) aj(xl).(.).w(xn) .

Essa fungdo corresponde a mesma funcao de Green
para dois pontos na teoria livre, mas diverge para
mais pontos, cujos termos excedentes (redundantes) sao
eliminados.

G&n)<$1,..., (72)

Todo grafico de ordem superior pode ser obtido
utilizando funcoes de Green conectadas de dois pontos
G e a fungdo de wvértice T (zy,...,x,), que serd
definida, a partir do que chamamos de ac¢do efetiva, em
breve.

Mais uma definigao sera feita, tratando-se da derivada
do funcional gerador Z[J] em relacdo a fonte J(x):

8Z[J]
8J(z)

A funcao ¢.(x) corresponde ao campo cldssico e permite,
através de uma transformacdao de Legendre, que a fonte
J seja escrita como fungao de ¢, J = J(x, ¢.). Para o
caso livre teremos:

A
de(@) = 5JO(:1:)
= ﬂLe_%<Al,2J1J2>1,2
WolJ] 07(2) -
1
= _W<A11J1>WO[J]

= —/d4yAF(:E —y)J(y)

A fungao ¢.(z) satisfaz a equacao cldssica de movimento:

(Dz + m2)(bc(l’)

—/d4y(Dx +m*)Ap(z —y)J(y)

_ / dhy[—4(z — )] ()

O funcional I'[¢.] serd definido como

Pl6] = Z17(60)] - / d2T(6u(@)bela).  (76)

Esse funcional representa a acdo efetiva e esta rela-
cionado com a funcdo de vértice citada anteriormente.
Para o caso do campo livre, temos que esse funcional
serd expresso da seguinte maneira:

Tolde] = ZolJ(60)] - / 04T (B0(2))be(2)
- —%/d4x1d4x2J(x1)Amhx2J(xz)—

- / A26e(0a + M) (77)

I
|
|
—
ISH
N
8
<
o
O
+
3
e
By

Portanto, a acdo efetiva reduz-se a acdo cldssica S para
o caso livre de interagoes.

A relacao entre a acao efetiva e a funcao de vértice
pode ser encontrada através da transformacao de Legen-
dre, feita em ¢q(z, J]*:

L [¢c]
8P (21).-Pe(T0) lpe—0

Analisando o caso de n = 2 no espaco de posicao, tere-
mos:

T (. x,) = (78)

TP (21, 22) = —(Oa, +m2)6* (21 — 22).  (79)

J& no espago de momento:

féz)(p17p2) - /d4x1d4x2€4plxl671‘}72&7211(()2)(xl’172)

d*k 4 2 2\ i(k—p1)z1 i(k+p2)T
o) d*zid*ze(k* —m?)e e

(27r)464(p1 + pg)( —m?+ i€)
= 2m) 184 (p1 + p2) [i( G (p1)) Y]
= (2m)%64(p1 + p2)T S (1),
(80)

para

2) i 2 2
Ly’ (p) = =p°—m7, (81)
G (p)

que se anulard na teoria livre para valores de n maiores
do que 2.

3 Esta notacéo foi utilizada pois a0 mesmo tempo que ¢, é uma
fungao ordinéria de =, é também um funcional de J. No limite
sem perturbagdes, ou seja J — 0, sob circunstancias normais, o
campo cldssico também serd nulo, ¢. — 0. [7]
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VIII. INTEGRAL DE CAMINHO PARA
TEORIA DE CAMPOS: CASO DO CAMPO COM
INTERACAO

Para analisar o que acontece na teoria com interagao,
sera abordado o caso particular, por simplicidade, de um
potencial

V() = 5. (82)

A teoria ¢ ndo é uma teoria estavel. Isso acontece
porque ela ndo possui limitacdo inferior (sem limite de
valores negativos para ¢), ndo possui um estado funda-
mental [6]. Nao se espera que o potencial g¢® possa de-
screver nenhuma particula fundamental. Para que seja
razoavel uma descricao com essa teoria, supOe-se que
¢ = 0 classicamente. Desta maneira, ¢ nao serd grande
o suficiente para ultrapassar a barreira de potencial infe-
rior.

A Lagrangiana para essa teoria quantica de campos serd

construida da seguinte maneira®:

e (83)

2 2
,m¢ i

*8“¢6u¢

A expansao perturbativa da teoria é obtida diretamente
do formalismo funcional:

N/D¢e (V(9) it30" 60,6 §m6*+18) (g4)
Para a agao

S= Gawam - %m%z —V@) ), (85)

a equagao de movimento cldssica fornece

0S8 9 y _
5 —(0s +m7)g(z) = V(o(x)) + J(x) =0 (86)

= (0, +m?)p(z) = —V'(6(2)) + J (x)

De acordo com a equagao (74),
definido como ¢.(x) = %?]"(ECJ)] para a teoria livre. Porém,
a integral de caminho W[J] possui agora dependéncia do
potencial. Levando esse termo dependente em consid-
eracao, a equagao de movimento para ¢. sera :

- ﬁv (15‘3 )W[J] (87)

o campo clédssico é

(O2 +m?)¢e = J(x)

4 Existem parametros que sdo inseridos nesta equacdo para
garantir sua renormalizagdo, o que resulta na expressao L =
32401 ¢0up — 5 Zmm>¢* + 3;Z99¢> + Y¢ [6]. Porém estes
parametros se tornam relevantes na teoria quéantica de campos
relativistica. Assim sendo, para uma teoria com aproximacao
classica, os pardmetros terdo os valores Zy = Zm = Zg =1 e
Y =o0.

[7]. Nota-se, ao compararmos este resultado com a
equagao (86), que o termo do potencial foi modificado.
Para o caso de V(¢) = %(;53 teremos a equagao de movi-
mento:

ig 3¢
28,

cujos primeiros dois termos do lado direito da equagao
satisfazem a equacao de movimento cldssica e o terceiro
termo (4 gd;z) se trata de uma corregao quantica®. Nota-
se que a ac¢do efetiva também serd alterada se comparada

ao caso da teoria livre, onde era definida como sendo

(O + m2)¢c =Jy - %‘bi + (88)

Dol¢e] = [d*z(Ly). Fazendo o uso da definigdo (76), é
possivel encontrar a relagao
T[]
= —J(¢¢), 89
S = @) (59)

que utilizamos na equacao de movimento substituindo
J(¢.) para obter:

F[¢c] = /d4$ |: - %ch(ljan + m2)¢c - V(ch) - O(h)
- [ | Vst + 500,00+ 00+

+ O’(h)} ,

(90)
onde o potencial efetivo é definido como Vi¢(de) =
im2¢. + V(¢e) + O(h) e o ultimo termo O'(h) denota
um conjunto de termos de derivadas de ordens superi-
ores. Verifica-se que na teoria de interagdo, o potencial é
modificado pelas corregoes quanticas.

Utilizando o método da fase estaciondria para a inte-

gral de caminho com a interacao, reescrevemos esta de
forma aproximada:

W[J] ~ Nei{zTdotaeoV’ (#0)=V(¢0)) (91)

onde a funcao classica ¢g depende de J da equacao de
movimento

Ca+m?)do=J = V'(90) =T - 563 (92)

Essa aproximacao é conhecida como aproximacao de nivel
de drvore. Para se resolver ¢q, utiliza-se uma expansao
de poténcias de g, de forma que:

b0 = o3 + gl + e + .. (93)

A acdo para essa aproximacao toma forma:

S[do,J] = <1J¢0 + 500V (60) - v<<z>o>>

= < Jpo + 9¢o>

5 Este termo de correcdo possui um % multiplicado, porém nao foi
apresentado no texto devido a notacao de unidades naturais.

(94)
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Ao substituirmos a expressdo (93) na equagdo acima,
podemos organizar os termos em fungao de g:

8[¢0,J]:<;J¢o+g( T + ¢o>3)
+92<;J¢é2)+ ¢>01>¢><°>2> O(g 3)>.

Resolvendo ordem a ordem em g através da equacao de
movimento (92):

(95)

(@, +m)ey) () = J(x)
/ dyAp(z —y)J(y)  (96)
o (x) = —(Apn i)

— ¢V (z) =

Analogamente,
(1) 1
o (x) = 5<Am,1A1,2A1,3J2J3>1,2,3,
1
(()2)(@ = —5(Am,lA172A1,3A3,4A3,5J2J4J5>172,3,4,5-

(97)

Substituindo todos estes termos na equagao da acao, ter-
€mos:

S[J] = %<A1,2A1,3A1,4J2J3J4>—

lQl\D\»—l

<A172J1J2> +
2

(A12A1 301 1Ay 504 602 T3J5J5) + O(g?).
(98)

o \

Podemos agora utilizar estes termos para representar as
funcoes de Green conectadas, de acordo com a equagao
(72) e lembrando que, para a aproximagao cldssica, o fun-
cional gerador das fungoes de Green conectadas se torna
a acao:

Z[J] = —ilnW[J] = —ilneSVI = S[7. (99)

Calculando assim as fungoes de Green conectadas para a
teoria com interagao. Para o caso com dois pontos:

1\? b
G wy) = () 5100
1)

_ (DQW ( — ST + )

=ilAp(z —y)
=1A

‘J*}O

T,y

(100)

onde os pontilhados no lado direito da primeira linha
da equacao representam termos que se anulam devido a
imposicao de J — 0. Nota-se que a funcao G (z,y)
concorda com o resultado da teoria livre (equagéo (65)).

J—0

Para trés pontos, tem-se a equagao:

1\* 0
GP)(z,y,2) = <l) 5J(x)6J(y)5J(Z)ZJ

- (1)35J<xw6<y>w<z> (Gdradianien

X J2J3J4> + )

’J—>O

J—0
= _g<A1,a:A1,yA1,z>
= fg/d‘lwAF(w —z)Ap(w —y)Ap(w — 2).
(101)
Ao contrério das fungoes de Green da teoria livre quando
estas tratam de um ndmero fmpar de pontos (a partir de

3), ndo se anulam na teoria com interagdo. Para quatro
pontos:

G(4) (z,9,2z,w)

> )fm >6J<w>ZW\Ho

-3
- <1> {;}( )6 (w >(‘ %
x (Aq, 2A1 3A1 4A4 5046

X J2J3J5J6> + )

J—0

—ig? (<A1,UJA1,ZA174A4,IA47y>+

+ <A1,wA1,xA1,4A4,zA4,y>+

+ <A1,wA1,yA1,4A4,zA4,z>)
(102)

Essas equagoes podem ser representadas pelos diagra-
mas de Feynman seguindo-se as regras da tabela I. A
equagao (100) corresponde a primeira linha dessa tabela,
resumindo-se ao propagador de Feynman entre dois pon-
tos. J& as equagdes (101) e (102) correspondem, respec-
tivamente, aos diagramas apresentados nas figuras 6 e 7.
As tdltimas equagoes de Green apresentadas correspon-
dem aos chamados diagramas de drvore, uma vez que se
tratam de fungoes conectadas que nao possuem Loops
(linhas fechadas), que quando presentes, correspondem
a perturbagoes de ordens mais elevadas (como no termo
excedente da equagao (88)). Este diagrama para um dado
processo representa a contribuicdo de menor ordem (em
g), ndo nula, para esse processo. Novamente, podemos
representar as funcoes de Green conectadas no espago de
momento. A equagdo (100) nesta representagdo é a ja
citada (68):
G (ky, k2) = (2m)*0% (ky + ko) G (k)
i (103)

= (2m)* 6% (k1 + ko) ———.
(7T) (1+ Q)k%—m2—|—i6
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z

FIG. 6. Diagrama de Feynman no espago de posicdo da
equagdo (101) seguindo as regras da tabela I.

As andlogas as equagdes (101) e
mente,

(102) sao, respectiva-

éég)(kh k?? k3) = (27T)464(k1 + k2 + k3)(_
x G (k)G (k) G (ks)

ig) X

104
= (2m)*6* (k1 + ko + k3)(—ig) x (o4
3 .
1
=11
G (R, kaokeg, ha) = (2m) 6% (k4 ka + kg + ka) (—ig”) X
1 1
XHk2—m2+ze[(k1+k2) 2 —m2+ie

j=1J

(ko k) (ke k?,)} ,

(105)

onde os dois dltimos termos da equagdo (105) sdo per-
mutacoes do primeiro termo que aparece entre colchetes
para a soma dos k’s. A representagdo grafica das
equagoes acima podem ser visualizadas nos diagramas
8 e 9. Cada seta representa o quadrimomento k;, corre-
spondente a i-ésima particula.

TABLE I. Regras para construgio dos diagramas de Feynman
na teoria de interacdo g¢>.

Propagador [tAr(xz —y)
T v
Fonte externa |7 [ d*z.J(z) PR
Interacdo g¢°® |—ig [ d'z
Observemos agora a expansao de W[J]. Utilizando

a substituicdo da equagdo (35) para ¢ em termos da

x z X z
X z
1 1
+ +
1 2
2 2
¥ (0
¥ w y w

FIG. 7. Diagrama de Feynman no espaco de posicdo da
equagao (102) seguindo as regras da tabela I.

k1
ko k3

FIG. 8. Diagrama de Feynman no espaco de momento da
equagao (104).

derivada parcial de J(z

Wi = ot a'ee (bt / Dyl (1" 9000 m*6*+6)

):
SN
CIAR;
#5) e f%fd%d‘*yAF(x V)1 (@) I (3)

s\
/d‘lx.cI(iW)]

[e%s} . "
ST (e
P=

(s 1Y
g 4
3!/“#(&(@) 1 .

X Z i'(— %) l/d‘lxd‘lyAF(xy)J(x)J(y)]

(106)

'Lfd avL',I(l

Pllﬂéﬁ
S|~

X

Il
gL
|
<

onde foi introduzido o termo L; para denotar a La-
grangiana de interacao, uma vez que ela abrange o po-
tencial, e nas ultimas linhas o caso da teoria com %(;S?’

FIG. 9. Diagrama de Feynman no espago de momento da
equagao (105).
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FIG. 10. Diagrama de Feynman no espago de posi¢ao da
equagao (112). Os circulos em cada uma das 3 ”pernas” do
lado direito do diagrama representa uma funcao de Green de
2 pontos.

foi abordado. Uma anélise diagramatica mais profunda
pode ser feita para se chegar na conclusao de que iZ[J] é
efetivamente o gerador das func¢édes de Green conectadas.
Partindo de

e = o = Jldel, (aon)
Do = 2U(6)) ~ [ dwslodelonte), (109
realiza-se a diferenciagao
0pe(z) _ 4 r—
5¢c(y) =0 ( y)
— s 5 Z[J] 5°T[pc]
- | e ™
=—i / d*2G? (z — )PP (z — ),
onde
5 1 §2(iZ[J))
Gz =2)=3 57 (x)8.(2) 110)
r@) (5 —y) = 5°T (o]
Y 56e(2)00:(y)

Fazendo a Transformada de Fourier encontra-se a relagao

CO(k) = ——

Rer (111)

resultado que ja havia sido encontrado na teoria livre
(equagao (81)) e que agora é generalizado para a teoria
com interagao. E possivel escrever as fungoes de Green
conectadas em termos das funcoes de vértice. Tomemos
como exemplo o caso de 3 pontos no espago de posicao:

1
G((:3)(aj7y7 Z) = - /d4$/d4y/d4z/r(3)($/, y/’ ZI)X
2

x G (2" —2)GP (Y — )G (2 - 2).

(112)

Conclui-se entdo que as fungbes conectadas sdo obtidas
a partir das fungoes de vértice em diagramas de drvore

e e

FIG. 11. Diagrama de Feynman de uma interagdo entre um
elétron e~ e um pésitron e com a troca de um féton ~.

em que os vértices sdo as funcées de vértice T(™) (objeto
mais elementar presente em TQC) e os propagadores

sao as funcoes de 2 pontos GEQ).

As fungoes de Green constroem as amplitudes de
espalhamento, que sao utilizadas nas se¢oes de choque,
medidas experimentalmente. Diagramas do tipo descrito
na figura 11 s@o um exemplo de aplicacao mais avancada
do ferramental matemédtico abordado até entao.

IX. CONCLUSOES

Foi introduzida a formulacao de integral funcional para
ser aplicada na mecéanica quantica e descrever os propa-
gadores, que representam a amplitude da particula vi-
ajar de um ponto inicial a um ponto final num dado
tempo. Também foi mostrado que essa amplitude con-
tabiliza uma soma de caminhos possiveis para a particula
percorrer. Essa ferramenta foi utilizada para se calcular
a amplitude no vécuo, onde foi constatado que existe
diferenga entre o caso com fontes externas (mesmo que
temporariamente desligadas) e na auséncia das mesmas.
Ao estudarmos o oscilador harménico e calcularmos a
amplitude para o mesmo na presenga de uma fonte ex-
terna, o resultado foi obtido em termos da funcgao de
Green, possibilitando assim que as amplitudes calculadas
com determinada quantidade de observéveis (temporal-
mente ordenados) fossem expressas como um produto
destas fungoes (equagao (50)).

O propagador de Feynman foi definido na observacao do
campo escalar e, por sua vez, pode ser usado para descr-
ever as funcoes de Green. A partir dessa definigao, os dia-
gramas de Feynman foram apresentados para o campo es-
calar, expressando as equagbes matemadticas graficamente
(nos espagos de momento e posigdo). Estas fungoes rep-
resentadas pelos diagramas eram desconectadas, ou seja,
possufam redundancia (espalhamentos sem interacao).
Para corrigir esse tipo de fator, foram introduzidas as
funcdes de Green conectadas, bem como seus funcionais
geradores.

O campo escalar foi estudado no caso da teoria livre e
com interagoes. Em todo o estudo foi levado em conta a

The End.
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aproximagao para o limite cldssico. Nos deparamos, na
teoria com interacgdo, com corregdes quanticas (andlogas
diagramaticamente a Loops).

O ferramental introdutério para o estudo de TQC foi ap-
resentado, ficando como perspectiva futura uma conexao

com aspectos mais fisicos (cita-se como exemplo o es-
tudo de secao de choque, amplitude de espalhamento,
aniquilagao de particulas) e também de perturbagoes de
maiores ordens, onde os Loops nos diagramas estarao pre-
sentes.
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